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- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1.

a) Lat Hy och Hy vara underrum till ett linjart rum V. Undersok om H; U Hy alltid dr ett
underrum till V. (3p)

b) Visa att om A och B ér ortogonala matriser och det(A) = —det(B) sa dr A+ B singulér
(ej inverterbar).

Ledning: Definitioner och produktregel for determinant. (4p)

Uppgift 2. Betrakta avbildningen F(ag + a1t + ast?) = ay + (a; — az)t + (ap — az)t? fran

P2 till P2.

a) Bestdm matrisen M for avbildningen F' i standardbasen E = {1, ¢, t*} for P,. (2p)

b) Visa att B = {1+, 1 —t, 1+ ¢+ t*} &r bas for P, och ange transformationsmatrisen
Pg. g mellan baserna B och E (2p)

c) Bestiam matrisen M’ for avbildningen F i basen B och verifiera formeln M’ = P! ;M Py p.

(3p)



Uppgift 3.

Vi vill 16sa problemet min, || Az — b||2, med A = 1

O = O =
— O =
|
—_

a) Los problemet med normalekvationerna. (2p)

b) Los problemet med QR-faktorisering. (4p)

¢) Om tredje kolonnen i A dndras till [ 3 0 1 0 |7 si fungerar inte metoderna i a) eller
b). Ange en metod som ger losningen till problemet med minsta norm ||z||s. Skriv formellt
upp losningen utan att gora nagra numeriska berédkningar. (2p)

Uppgift 4. Betrakta den kvadratiska formen Q(x) = 627 + 223 + 523 + 4zox3.

a) Bestdm storsta virde pa Q(x) da 272 = 2. Bestéim alla vektorer « med u?u = 2 sddana
att Q(u) dr maximal. (4p)

b) Bestim stérsta viirde pa Q(x) under villkoren att 7z = 2 och 27u = 0 for alla u enligt
a)-uppgiften. For vilka x antas detta maxvirde? (3p)

Uppgift 5. Vi vill l16sa ekvationen 323 — 222 — 0.99 = 0 med Newtons metod.

a) En rot z* till ekvationen ligger nédra 1. Anvind den informationen for att bestamma kon-
vergenshastighet och (approximativt) asymptotisk felkonstant vid konvergens mot roten.
(3p)

b) Mer noggrant giller z* = 0.99799 med fem korrekta decimaler. Anvénd den informa-
tionen och a)-uppgiften for att avgora hur manga iterationer det kommer att behévas fran
startapproximation xy = 1 for att bestimma x* med atta korrekta decimaler. (3p)

Uppgift 6. Betrakta foljande tabell 6ver funktionsvéirden:

z |0
1

3
7 P

1 2
2 3

a) Berdkna en approximation till f03 f(z) dz med hjilp av tabellen och trapetsformeln.
(2p)
b) Bestédm interpolationspolynomet till punkterna i tabellen. (3p)

1+, 0<z<2
34 (z—2)—2(x—2)% 2<z<3
knutpunkt (nod) i # = 2 och som interpolerar tabellvérdena. (2p)

Uppgift 7.

a) Formulera linjesokningsproblemet vid minimering av en funktion f av flera variabler

utan bivillkor. (3p)

b) Visa att om f &r en kvadratisk funktion dvs f = %xTH x4+ b'w sa ges linjesokningsprob-
Vf(z(*)T q(k)

T (dENT HAK)

c¢) Undersok om s = ar en kvadratisk spline med

lemets 16sning dvs steglingden av formeln a4 = dar d® &r vald sokriktning

i punkten 2. (4p).
c¢) Hur véljer man sokriktning i Steepest Descent-metoden? (1p)



Uppgift 8. Man vill 16sa féljande andra ordningens randvérdesproblem for en funktion

y(z):
y'=—dy+aly —1),0<z <1
y(0) =0
y'(0)=1

dér a dr en parameter.

a) Skriv om problemet som ett system av forsta ordningens ekvationer. (2p)

b) Bestdm for vilka a-virden som problemet i a)-uppgiften ar stabilt. Ar Eulers framat-
metod stabil for a = —5 och steglingd h = 0.57 (4p)

c) Man vill nu att parametern a skall uppfylla sambandet a = —(2y/(1) + y(1)). Sétt, i
analogi med inskjutningsmetoden, upp en ekvation vars 16sning ger korrekt a-vérde och
dérmed losningen till problemet. Formulera en lamplig iterativ metod att 16sa ekvationen.
Vari bestar det mesta arbetet vid en iteration med metoden? (4p)
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1a) Nej! Exempelvis V = R?, H, = {(z,y); v = 22}, Hy = {(z,y); v = 3x}. Da giller
(1,2) € H17 (1,3) € HQ men (1,2) -+ (1,3) = (2,5) gé H1 U HQ.

b) AT(A+ B) =1+ ATB = B"B+ ATB = (B + A)" B. En matris och dess transponat
har samma determinant: det(A) - det(A + B) = det(B + A) - det(B). Forutséttningen
det(A) = —det(B) ger nu att det(A+ B) = 0 dvs A + B singulér.

2a) F(€1)2t2:63, F(€2)21+t:€1+€2, F(eg):—t—tQZ—ez—eg.

01 0
Matrisen blir M = [ 0 1 -1
1 0 —1
1 1 1
b) Pp.p = [ by by b ]E = |1 —1 1 [ &r reguljir alltsa & B en bas.
0 0 1
c) F(by)) =1+t+1t2=bs, F(by) =—1—1t+1t*=—2b +bs, F(bs) =1=3b; + by
0 -2 1 1 -1 1
M = 0 0 % medPEHBM’:MPEHB: 1 -1 0
1 1 0 1 1 0
2 01 3 1
3a) ATA=[0 2 1|, ATb=| 1|, ATAx=ATbs 2= |0
1 1 3 4 1

b) De tva forsta kolonnerna &r ortogonala. Gram-Schmidt pa tredje ger
(1,1,0,1)" — 3(1,0,-1,0)" — £(1,0,1,0)" = (0,1,0,1)".
Med normerade kolonner far vi matrisen

1 10 9 0 5
0 01
. _NTpg_ 1 Ty 1 .
Q=5 _1 1 0 B=04=3 8 g och Q"b = & ; . Losningen ges
0 01

1
av triangulira systemet Rx = Q7b och blir z = | 0
1

/1 o~

c) Kompakt SVD: A = U, %, V]I, Losning x = VX 1ULb dér v = 2 eftersom rang(A) = 2.

00 6
4) Q(z) = 27 Axr med A = 2 2 |. Egenviardeni D = | 0 , egenvektorer i
2 5 0
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Vb 0 0
P=2|0 1 =2

0 2 1
a) Storsta virde pa kvoten Q(r)/aTx = 6 dvs storsta virdet pa Q(x) dr 12 och antas for
u=c1[100]7+ [0 127 med lingd v/2 dvs ¢; och ¢, ska ligga pa cirkeln ¢ + ¢ = 2.
b) Enligt sats i Lay blir maxviirdet pa Q(z)/zTx under givna villkor det nist storsta

egenvirdet dvs 1 och dirmed Q(x) = 2 som antas for x = :t\/g[o -21)"

5a) [/ =9z% —4x, f"(z) = 18z — 4 med f'(1) =5 # 0 dvs enkelrot, konvergensordning 2

och asymptotisk felkonstant C' = %H’}l,,((;:))“ ~~ % =1.4.

b) €0~ 0.2-1072, ¢ ~ 1.4 ~ 5.6-107%, €5 &~ 1.4¢? ~ 4.4 - 107, Tva iterationer ricker.

6a). T(1) = 1(1/2+2+3+2/2) = 6.5

b) Ansétt ps(z) =a+br +cx(r — 1)+ de(z —1)(x —2), p3(0) =1=a=1

ps(1) =2=b=1, ps(2) =3=c=0, ps(3) =2=>d = —1/3

dvs p3(z) =1+ — s2(z — 1)(z — 2).

c) Ja, ty bada delarna &r polynom av grad < 2 och villkoren s1(0) =1, s1(1) =2, 51(2) =
$9(2) = 3, $1(2) = s5(2) och s5(3) = 2 giiller.

7a) min, f(z® + ad®), dir d® dr vald sokriktning i punkten x(*).

b) Lat g(a) = f(z® + ad®). Vi scker min g(a). ¢'(a) = Vf(2® + ad®)Td®).

Via® + ad®) = Hz® + ad®) + b= Hz® + b+ aHd® = V(™) + aHd®.

g (a) =0= [Vf(z®) +aHd®)Td*) =0 som ger a = Vi) Tdl

T (AT HA®)
Yy = Y2
Yy = —4dy1 +a(y — 1)
8a
) y1(0) =0

b) v = [ _04 Cll]y—i— { _Oa } Stabilt om Re(\) < 0. Vifar A = § &+ @. Re(N) <0
oma < 0. —4 < a < 0 ger komplexkonjugerat par med realdel < 0 och a < —4 ger tva
negativa egenvirden. a = —5 ger minsta egenvirde A = —4 med hA = —2 som ligger i
stabilitetsomradet for Euler framat och som déarmed &r stabil.

c) Ekvationen kan skrivas g(a) = 0 med g(a) = a + 2y2(1,a) + y1(1,a). Sekantmetoden

. — o, _ 9lax)(ak—ar_1)
blir ay41 = ay g(ar)—glax—_1)

det dr det som kostar pa.

I varje iteration skall ODE-systemet i a)-uppgiften 16sas och



