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TENTAMEN 1
LINJAR ALGEBRA OCH NUMERISK ANALYS F1, TMA671
2004-08-27

DAG: Fredag 27 augusti 2004 TID: 8.45 - 12.45 SAL: V

Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94 (ankn. 1094)
Forfragningar:  Ivar Gustafsson, &ven mobil: 0705-335450
Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen
Resultat: Anslas pa institutionen senast 15 september

Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13
Betygsgréanser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poédng

Bonus (hogst 10 poéng) fran inldmningsuppgifter far tillgodordknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1.

a) Definiera addition @ och muliplikation med skalir @ i V = R? enligt

(1,22) ® (Y1,92) = (@1 + 1+ Lzg +y2 + 1)

cO (x1,m3) = (c+cxy — 1,c+ cxg — 1).

Visa att V' ar ett vektorrum med avseende pa de givna operationerna. (4p)

b) Visa att om M; och M, &r tva tvadimensionella plan i R", n > 2 sa finns ett plan av
dimension < 5 som innehaller bade M; och M,. (4p)

Uppgift 2.

Lat T': P, — P, vara den linjéra avbildningen T'(p(t)) = p”(t) + tp/(t — 1), Vp € P;.
a) Bestdm matrisen for avbildningen 7' i basen {1, t, t*}. (3p)

b) Ange alla egenvirden och egenvektorer till avbildningen 7'. (2p)



Uppgift 3.
a) Lat u och v vara element i ett vektorrum med skaldrprodukt < -,- > och motsvarande

norm || - ||, sadana att ||u|| > ||v||. Visa att u och u — v inte &r ortogonala. 3p
1 01
. L : 020
b) Gor en kompakt @) R-faktorisering av matrisen A = 9 0 0 (4p)
011

¢) Ange med hjilp av b-uppgiften en ON-bas for Col(A). (1p)

Uppgift 4. Betrakta den kvadratiska formen Q(z) = 223 + 2x175 + 223 + 2.

a) Bestdm storsta viirde pa Q(z) da 2Tz = 3. Bestiim en vektor u med u’u = 3 sa att
Q(u) dr maximal. (4p)

b) Bestim max Q(z) under villkoren z’7z = 3 och z7u = 0, dér u &r vektorn enligt
a-uppgiften. For vilka x antas maxvirdet? (3p)

Uppgift 5.

a) Definiera vad som menas med en kubisk spline med naturliga éndpunktsvillkor. (3p)
b) Bestdm en kvadratisk spline s(x) som interpolerar f(z) = z® i noden z = 0 och i
punkterna x = —1 och x = 1 samt uppfyller villkoret s'(1) = f'(1). (4p)

c¢) Bestdm integralen f_11 s(x) dr med en numerisk metod som ar exakt for denna integral.
(3p)

Ty +2r109—23+1=0
Uppgift 6. Betrakta ekvationssystemet 2t —adry+a3=0 .
23+ 219 — 23 —2=0
a) Gor en iteration med Newtons metod med start i origo. (4p)
b) Det visar sig att efter fyra iterationer enligt a-uppgiften #r felet [|z(¥ — 2*| ~ 0.013
och roten z* ar reguljar. Hur manga ytterligare iterationer kan du férvantas fa gora innan

felet ||2®) — 2*|| < 107197 (2p)

Uppgift 7. Du ska anpassa parametrarna a och b i modellen y(t) = m till
métningar (¢;, y;), i =1, ..., m med m > 2.

a) Formulera om modellen sa att linjir minstakvadrat kan anvindas och skriv upp det
ekvationssystem som ska l6sas. (3p)

b) Anvind den olinjdra modellen som den star och ange residual och Jacobian samt teckna

en iteration med Gauss-Newtons metod. (4p)

Uppgift 8. Betrakta begynnelsevirdesproblemet ¢/ = —y? + ty, y(0) = 1.

a) Anvind Eulers framatmetod med h = 0.1 for att bestdmma en approximation till (0.1).
(2p)

b) Bestdm en ny approximation till y(0.1) genom att utgaende fran approximationen i
a-uppgiften utfora en fixpunktsiteration i trapetsmetoden. (3p)

c) Bestam stabilitetsomradet for metoden i b-uppgiften. (3p)

d) Vad blir stabilitetsomradet om man itererar till konvergens i fixpunktsiterationen enligt
b-uppgiften? (1p)
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la) Vi visar de minst triviala av de 10 reglerna som ska gélla:

4. 0pr=2®0=2x0m0=(-1,-1).

5. —x=(r1— 2,29 —2)=2cd—x=(—-1,—-1)=0.

7.cO(dy) =cO(@m+y+1Lzot+ye+1) = (cte(zi+y1+1) =1, c+c(raty +1)—1) =
(cteri—1+ctep—1+1lctero—1+ctey—14+1)=(cOz)D(cOY).

8. (c+d)Ozr=(c+d+ (c+d)x1 —l,c+d+ (c+d)zs—1) = (c+cx1 —1+d+dxy,c+
crot+d+dre—1)=(cOz)® (dO ).

9. cOdoz) =cO(d+dr;—1,d+dxs—1) = c+c(d+dr;—1) =1, c+c(d+dry—1)—1) =
(ed + cdry — 1,¢d + cdzy — 1) = (cd) © .

10 10oz=(1421— 1,142, — 1) =.

b) Planen kan skrivas:

My :xg+ sxy +tas, v; € R?, s,t€ER

My yo+uyys +vyo, y; € R, u,v €R

Bilda nu M3 : Az + sx1 + txa + (1 — A)yo + uyy + vye. Detta plan innehaller M; och M,
och har 5 parametrar, dr alltsa av dim < 5 (Dimensionen kan bli mindre &n 5 om nagra av
x; och y; &r samma.)

2a) T(1)=0; T(t)=t, T(t*) =2+2t(t —1).
00 2

Matrisen blir M = [ 0 1 -2
00 2

b) Egenvirden till M finns pa diagonalen dvs 0, 1 och 2.
Egenvektorer till matrisen M #r resp. (1,0,0)7, (0,1,0)T och (1,—2,1)", som motsvarar
resp. egenvektorer till avbildningen T 1, ¢t och 1 — 2t + ¢2.

3a) < u,u—v>=<u,u>— < u,v >> (Cauchy-Schwartz)||ul|* — ||ul|||v] >
(forutsdttning) ||u/|* — [Jul|* = 0. Aktuell skaldrprodukt &r alltsa inte noll.

b) De tva forsta kolonnerna &r ortogonala. Gram-Schmidt pa tredje ger
(1,0,0,1)" = £(1,0,2,0)" — £(0,2,0,1)" = (2, -1,-1,2)".

Med normerade kolonner far vi matrisen

1y
F . T V50 %
Q=12 ¥ M |ohR=Q"A=| 0 V5
v 00 s
0 % 76 1

b) Kolonnerna i @) utgor bas for Col(A).



4a) Q(z) = 2T Axr med A =

O = N
O N =
_— o O

11
1 00 -5 »n 0

Egenviarden D= [ 0 3 0 |, egenvektor P = % % 0 |. Storsta virde pa kvoten
0 01 0 0 1

2;”;) ir dr lika med storsta egenvirde, dvs 3. Stérsta viirde pa Q(x) da z7x = 3 ir alltsa 9

och det antas for motsvarande egenvektor dvs u = j:\/g (1,1,0).

4b) Enligt sats i Lay blir maxvirdet pa kvoten % lika med nést storsta egenvirde
dvs 1, och didrmed maz @Q(x) lika med 3. Maxvirdet antas for egenvektorer horande

till egenvérdet 1, dvs vektorer pa formen z = cl(—%, %,O)T + ¢2(0,0,1)T med lingd
|z|| = V/3. Koefficienterna ¢; och ¢, ska alltsa ligga pa cirkeln ¢ + ¢ = 3.

5a) Om s(z) ar splinen sa ska s, s’ och s Gverensstimma i alla noder. I &ndpunkterna
ska andraderivatorna s” var lika med 0.

b) Ansiitt s; = ax +bx?, 0 < x < 1. Da dr s} = a+ 2bz och villkoren ger ekvationssystem
i de obekanta a och b: s7(1) = a + 2b = 3 och s;(1) = a + b = 1. Ekvationssystemet har
16sning @ = —1, b = 2 och dérmed #r splinedelen s; = —z + 222. Den andra splinedelen
ansitts sy = cx +dr?, —1 < x < 0. Da dr sy, = ¢ + 2dz. Villkoret s;(0) = s5(0) ger da
¢ = a = —1 och slutligen ger villkoret so(—1) = —c +d = —1 att d = —2 och splinedelen
S = —x — 222

b) Simpsons formel eller trapetsformeln plus Richardsonextrapolation ar exakt pa delin-
tervallen ty s kvadratisk spline. Integralen blir alltsa f_ll s(z) dx = ffl so(x) dr +

Jysi(e) der=1(~-14+4-0+0)+L0+4-0+1) =0.

1+ 2[1?1.%‘2 — T3+ 1 1+ 21‘2 21‘1 —1
6a) f =1 22 — 313+ 23 J = 2r; —2w9x3 —a5+1
T3+ 2wy — 13 — 2 3z3 2 -1
0 1 1 0 —1
Xo = 0 s f(]: 0 s J(): 00 1 s X1:X0—J0\f0
0 -2 0 2 -1
1 0 -1 1 1
Ekvationssystem Joso = fo< | 0 0 1 | s9= 0 Ss9=| —1
0 2 —1 -2 0
-1
X1 =Xg— Sg = 1
0

b) 3 iterationer ytterligare ty kvadratisk konvergens och 0.013%° < 10710,



7 a) Invertera i = aﬂt(t) + b%(t)7 som ar linjart i parametrarna a och b. Systemet kan

sin(t1) cos(t1) 1
t1 t1 Y1
skrivas pa matrisform { Z ] =
sin(tm)  cos(tm) 1
tm tm Ym
fi
. o e . o t,L
b) Residualvektor F' = | ddr fi = ey — Y
fm
o t1sin(t1) o t1cos(t1)
(asin(t1)+bcos(t1))? (asin(t1)+bcos(t1))?
Jakobian J =
e e
(asin(tm )+bcos(tm))? (asin(tm)+bcos(tm))?
a a Cl1 .. d1 e e e o .. e e
Gauss-Newton: = + , dar ar 1osning till 6verbestamt linjért
b, b ds do
+1 k k k
ekvationssystem: Jj d; = —Fy, dir J, = J(ag, b)), Fp = F(ag,by).
k

8a) yo=1, y1 =y +0.1(=124+0-1)=1-0.1=0.9

b) 1\” = 0.9, ¢V =1+ %(=12-0.9> +0.1-0.9) = 1 — 0.086 = 0.914.
c) Pa testproblemet far vi: y,(c?zl =y + hAys, y,(izl =y + %()\yk + )\y,(le)
= yi + 2O + Ayi + hge) = [1+hA + 20y,

Stabilitetomradet blir alltsa {z € C;| 1+ 2z + % <1}

d) Da far vi stabilitetsomradet for korrektorn dvs Trapetsmetoden som &r

{z € C; Re(z) < 0}.



