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lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!
Uppgift 1.
a) Lat {v;}!™, vara linjért oberoende i ett linjéart rum V. Anta att w € V och u ¢
Span{vy, va, ..., vy }. Visa att da dr méngden {v1, va, ..., Uy, u} linjért oberoende. (4p)

b) Lat V = P, vara rummet av polynom av grad < n. Visa att B = {1, ¢, 2, ..., t"} &r
en basi V. (4p)

Uppgift 2.

a) For vilka véirden pa a dr vektorerna (a, 1, 1) och (a, 1, a) ortogonala med avseende
pa skaldrprodukten < z, y >= z1y; + 272y2 + 3x3y3 1 R3. (2p)

b) Ange samtliga vektorer i R* som iir ortogonala mot de bada vektorerna u; = (1, 2, 1, 3)
och us = (2, 5, 1, 4) (med avseende pa standardskalarprodukten). (3p)

c) Visa att foﬂ/ ? /sin(t) cos(t) dt < 1 genom att anviinda skalirprodukten < f, g >=

T2 p(g(t) dt i vV = Clo, 7/2). (4p)



Uppgift 3. Undersok for vilka reella a och b som matrisen A = ar diago-
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naliserbar. (6p)
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a) Bestam en LU-faktorisering av A. (3p)
b) Bestdm en @ R-faktorisering av A. (5p)

Uppgift 5.
a) Anta att arctan(z) approximeras med Taylorpolynomet av grad 3 nédra x = 0. Teckna
bakatfelet i approximationen i punkten z = 0.1 (2p)

b) Betrakta ekvationssystemet [ ; 3} x = [ \éi

l6sningen om man riknar med tre korrekta decimaler i /2. (4p)

Uppgift 4. Lat A =

} Ge en grins for relativa felet i

Uppgift 6. Beridkna en approximation till integralen ff f(x) dz dar f gar exakt genom
punkterna (1, 2), (1.25, 3), (1.5, 3.5), (1.75, 4.5) och (2, 4). Anvénd trapetsformeln
med stegldngd 0.5 och 0.25. Ta fram ett extrapolerat varde med Richardsons teknik och
uppskatta trunkeringsfelet. (6p)

Uppgift 7. Du ska anpassa parametrarna a och b i modellen y(t) = ﬁ tilll méatningar
(ti, vi), i=1, ..., m med m > 2.

a) Formulera om modellen sa att linjar minstakvadrat kan anvindas och skriv upp det
ekvationssystem som ska l6sas. (3p)

b) Anviind den olinjira modellen som den star och ange residual och Jacobian samt teckna
en iteration med Gauss-Newtons metod. (4p)

Uppgift 8. Betrakta en prediktor/korrektor-metod for begynnelsevirdesproblem,

y/ = f(tvy)a y(O) = Yo.

Lat prediktorn vara Eulers framatmetod och korrektorn Eulers bakatmetod.

a) Skriv upp metoden man far vid fixpunktsiteration i korrektorn. (2p)

b) Bestam stabilitetsomradet for metoden om man itererar till konvergens i korrektorn.
(2p)

c) Anta att man gor en iteration i korrektorn. Vilken approximationsordning far metoden
da? (3p)

d) Bestam stabilitetsomradet for metoden om man gor tva fixpunktsiterationer i korrek-
torn. (3p)
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la) Anta Yo civi+du=0. Vivill visa att ¢; = ¢o = ... = ¢, =d =0 Om d # 0 sa géller
u=—2%" cv; dvs u € Span{v;}7; som motséiger antagandet alltsa &r d = 0. Men da

ar y ', ¢u; = 0. Antagandet att {Ul}?ll ar linjart oberoende ger da att ¢, = co = ... =
cm = 0.

b) 1. B spéanner V ty p € V kan skrivas p = ¢; + cot + ... + cppat™.

2. B ar linjart oberoende ty lat ¢; + cot + ... + ¢, 1t™ = 0, Vt och ta t = 0 sa far vi ¢; = 0.
Derivering ger ¢y + 2cst + ... +nc, 1" 1 =0, Vt och t = 0 ger nu ¢y = 0.

Upprepa att derivera och séttat =0gerc; =0,5 =1,..., n+ 1.

2a) < (a,1,1),(a,1,a) >= a®+2+3a och 16sning av kvadratiska ekvationen a?+2+3a = 0
ger a = —2 eller a = —1.

b) Vektorerna ska alltsa vara ortogonala mot raderna i matrisen A = [ ; g 1 i ] . Vi

l6ser homogena systemet Az = 0 med radreduktion och far z = s[-72 0 1]7 +¢[-3 1 1 0]T.

c) Lat u = y/sin(t) och v = \/cost Da ér || u ||= Oﬂ/Qsin(t) dt =1, || v ||=

foﬂ/Q cos(t) dt =1 och < u,v >= fo V/sin(t)cos(t) dt. Enligt Cauchys olikhet géller

ez < 1och dirmed [/ \/sin(t)cos(t) dt < 1.

3 Genom att blockindela A ser vi att egenvérdena &r 1 och egenvirdena till matrisen

11) Cll och de senare fas ur karakteristiska ekvationen (1 — )\)2 —ab=0dvs A\ = 14++ab.
Om ab # 0 sa ar alla egenvirden olika och A &dr diagonaliserbar.

Om ab = 0 sa &r alla egenvirden = 1. Vi kan anta att b = 0 ty a = 0 analogt (A
diagonaliserbar < AT diagonaliserbar).

Om édven a = 0 sa dr A redan diagonal. For a # 0 loser vi systemet (A — I)x = 0, med
16sning x = [t 0 s]7, som inte spinner hela R3, dvs A #r inte diagonaliserbar. Slutsatsen
blir att A inte &r diagonaliserbar om antingen a # 0 eller b # 0.



0 0 1 4 -2 2
4a) Pivotering med P = | 0 1 0 | ger PA= | 2 4 2 |. Tva stegs Gausselimi-
100 0 2 1
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nation ger uppat triangulir matris U = | 0 5 1 | och multiplikatorerna pa plats ger
0 0 %
100
den nedéat trianguliara matrisen L = % 1 0| saatt PA=LU.
0 21
b) De tva forsta kolonnerna ar redan ortogonala Ortogonalisering med Gramm-Schmidts
5
metod av den tredje mot de tva forsta ger den nya kolonnen | —2 | och normering av
1
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kolonnerna ger matrisen ) = \/%—0 \/% —\{% . Dérefter fas R genom matrismulti-
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plikationen R = QTA = 0 V24 \/%
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5a) arctan(z) ~ x — %-. Bakatfelet x = 0.1 blir tan(0.1 — ) —-0.1

b) Storningsformeln &r ”H;H” < k(A) I\fbeH dar k(A) =[] A ||| A L.

Vihar || A |o=9, A7 = 35 [ _72 _22 ] . | A7 [[oe= 0.9 och k = 8.1. Vidare giller
enligt forutsittningarna att || 00 |00 < 0.5-1073, || b ||o= 2. Detta ger Hllﬁf\lu < 8.1% <
2.1-107°

6) T(0.5) = 0.5(1 + 3.5 +2) = 3.25, T(0.25) = 0.25(1 + 3 + 3.5 + 4.3 + 2) = 3.5.
Extrapolation ger T(2)(0 25) = 3.5+ 35;3 2B = 31—72. Trunkeringsfelet uppskattas med
| R |<| 3.5 —3.25 |= 1. Svaret blir 355 + §




7 a) Invertera i = ae~ % och logaritmera ln(i) = In(a) — bt, som &r linjirt i parametrarna
In(a) och b. Systemet kan skrivas In(a) — bt; = —In(y;), ¢ = 1,..., m eller pa matrisform
I -t —In(y1)
In(a) |
b N
1 —tm _ln(ym>
fi gL uen
b) Residualvektor F' = | " | dar f; = ﬁ —1;. Jakobian J =
fm _.e'b.t;n b obtm

Gauss-Newton: | & = + d , dar d ar 1osning till 6verbestamt linjért
b k+1 b ], dy |, dz ],

ekvationssystem: Jj = —Fy, dar J, = J(ag, b)), Fp = F(ag,bg).

1
dy |,
8a) prediktor: yri1 = yx + hf(te, k),

korrektor med fixpunktsiteration: y,ilif ) = Yk + hf (try, y,(f}rl).

b) Da far vi Euler bakat med stabilitetsomrade: {z € C;| z — 1 |> 1} (enligt foreldsning

och ldarobok).

c) Pa testproblemet far vi: y,(fgl = Y + hA\yg, y,(clﬁl =y + h)\y,(c(l)l = yi + hA(yx + hAyy) =
[1+ hX+ (hX)?]yk

Stammer med tva termers Taylorutveckling av e dvs metoden #r av ordning 1.

d) Pa testproblemet far vi: y,gzl = yp + h)\(yl(;zﬁ = yr + hA\[ye + hA(yx + hAy)] =
Uk + hAyr + (AN 2y + (BA)32y, = [1 4+ hA + (hA)? + (hA)3ys.

Stabilitetomradet blir alltsa {z € C;| 1+ 2z + 2% 4+ 2 |[< 1}.



