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Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen
Resultat: Anslas pa institutionen senast 19 juni

Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13
Betygsgréinser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poédng

Bonus (hogst 10 podng) fran inlimningsuppgifter far tillgodoridknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt satt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vl motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1.

a) Visa att m x n matrisen A har rang=1 da och endast da A = vu® for vektorer v € R™
och u € R" med v # 0 och u # 0. (4p)

b) Lat A = vu® fér v € R" och u € R™ med v # 0. Visa att ett egenviirde till A &r uTv.
Vad ar motsvarande egenvektor? Bestdm alla 6vriga egenvirden till A. Ange en bas av
egenvektorer till A. (4p)

Uppgift 2.
4 0 1
. 102 0
Lat A = 10 —4
02 0

a) Bestam en full QR-faktorisering av A. (4p)

b) Bestédm de singulira vérdena till A. (2p)

c) Lat b=[111 1]7. Los ekvationssystemet Ar = b i minstakvadratmening. Ange felets
(residualens) storlek. (2p)

d) Avgor hur kénsligt normalekvationssystemet dr genom att bestimma konditionstalet
till ATA. (2p)



Uppgift 3. Betrakta avbildningen F(ag + a1t + ast?) = (2a1 — as) + 2apt + (ag — 2a9)t?
fran P2 till PQ.

a) Ta fram matrisen for avbildningen i standardbasen for P, : {1, ¢, t*}. (2p)

b) Ta fram inversen till avbildningen F och beskriv den pa samma sétt som avbildningen
F &r beskriven. (4p)

c) Ar avbildningen F "pa” ("onto”)? Ar avbildningen F "ett till ett” ("one to one”)? Mo-
tivera ordentligt! (2p)

Uppgift 4. Betrakta den kvadratiska formen Q(x) = 2% + 223 + 223 + 2z973.

a) Bestdm storsta viirde pa Q(z) da 27z = 1. Bestim en vektor u med uTu = 1 sa att
Q(u) blir maximal. (4p)

b) Bestim maz Q(z) under villkoren 27z = 1, 27w = 0, déir u #ir vektorn fran a-uppgiften.
Ange en vektor v sa att Q(v) blir maximal under de givna villkoren. (2p)

c) Vilken typ av objekt i R® representerar ekvationen Q(z) =17 (1p)

T

2%1 —$1$’2+1’3—3:0
Uppgift 5. Betrakta ekvationssystemet 13 — Towz — 223 =0 .
22— 20y —2=0
a) Gor en iteration med Newtons metod med start i origo. (4p)
b) Ge en formel for hur felet efter en iteration skulle kunna uppskattas. Nagra berdkningar
behover inte goras. (2p)

Uppgift 6.

a) Bestdm den kvadratiska spline s(x) med inre nod i 1, som interpolerar f(z) = 2° + z i
punkterna 0, 1, 2 och som uppfyller villkoret s'(2) = 12. (4p)

b) Bestdm integralen av s i a-uppgiften 6ver intervallet (0,2) exakt med en numerisk
metod. (2p)

Uppgift 7.

a) Definiera vad som menas med en tillaten riktning resp. en descentriktning i samband
med optimering. Ge ett anvandbart villkor for att en riktning ska vara en descentriktning.
(3p)

b) Skriv upp sdkmetoden Steepest Descent samt diskutera hur steglangden kan bestdmmas.

(3p)

Uppgift 8 Heuns metod for begynnelsevirdesproblem, v = f(t,y), y(0) = yo, dr en-
stegsmetoden

Yrir = Y + 2[f (b, vi) + f(rerr, i + 0 (b yi))

a) Bestdm approximationsordningen for Heuns metod (3p)

b) Bestim stabilitetsomradet for Heuns metod. Ar den A-stabil? (3p)

c) Heuns metod uppstar ur en prediktor/korrektormetod med en fixpunktsiteration i ko-
rrektorn. Prediktorn dr Eulers framatmetod. Vilken metod &r korrektorn? Forklara or-
dentligt! (3p)
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la) <) A=wu! = Az =vu'z = (u"z)v € Span(v),u # 0 = I z med vz # 0,v # 0.
Alltsa har V(A) dimensionen 1.

=) dim V(A) = 1, nagon kolonn # 0 ség den forsta. Da dr A = [v ayv azv ... a,v] for
a; € R, dvs A=vu" med u=1[1ay ... a,)".

b) Av = vu'v = (uv)v dvs u?v egenviirde med motsvarande egenvektor v. Om u = 0
sa dr A = 0 med alla egenviarden 0. Om u # 0 sa finns ON-bas 1 R" : {u, ug, ... ,up}.
D& Au; = vulu; = Ou;, j =2, ..., n dvs A har egenvirde 0 med multiplicitet n-1.
{v, ug, ..., u,} ir bas av egenvektorer, om u’v # 0.

2a) Gram-Schmidt: Kolonnerna a;, as, as dr ortogonala, behover bara normeras. Vi
skaffar en fjérde kolonn med G-S utgaende fran v = [0 1 0 0]" ¢ Span{a,}?_;:

as = v — Oa; — iag —0az =[00.50 —0.5)7. Med normerade kolonner far vi da

417 0 1/V17 0 VIT 0 0
0 2V8 0 V2 g r_gra—| 0 V8 O

@=1 v 0 4T o 0 0 VI7
0 2/V8 0 —1/V2 0 0 0
17 0 0
b) ATA=| 0 8 0 | Egenvirden 17, 8 och 17, dvs singulira virden v/17, V17, /8.
0 0 17
17 0 0 5 5/17
c) ATAz=ATh= | 0 8 0 |z=| 4 |=2= 1/2
0 0 17 -3 ~3/17
r=Ar—b=0, |r]|=0.
117 0 0
d) (ATA)™! = 0 1/8 0 , K(ATA) =|| ATA || - || (ATA)7L ||=17/8.
0 0 1/17

Inte speciellt kénsligt.



3a) Fley) =2t +t* =2eq + €3, Fleg) =2 =2ey, Flez) =—1—-2t* =
0 2 -1
M=1]1220 0
1 0 -2
04 0
by M =541 =2
0 2 —4

F~l(e;) = 0.5t, F1
F~Y(ap + ayt + aqt?) =

—e1 — 2e3.

(eg) = 0.5 40,1250 + 0. 25t2, F~'(es) = —0.25¢ — 0.5
*al + ( ap + CL1 — *ag)t + ( a; — *ag)tQ

¢) Avbildningen F dr bade "pa” och ”ett till-ett” eftersom den &r inverterbar, kolonnerna i

M utgér bas for R3.

200
da) Q(z) =2TAzmed A= | 0 2 1
01 2

, egenvektorer P =

w o o

10

Egenvirden D= | 0 2
00

a

1 1

~1/vV2 0 1/V2
1/vV2 0 1/V2

Storsta virde pa Q(z) dr lika med storsta egenvirde, dvs 3. Antas for motsvarande egen-

vektor u = £5[0, 1, 1]".

b) Enligt sats i Lay, sa &r maximum lika med nést storsta egenvirde dvs 2, och maximum

antas for motsvarande egenvektor, dvs v = £[1, 0, 0]7.

c) Ellipsoid med halvaxlar lings egenvektorerna p; och med lingd 1/ Vi dédr \; dr egen-

vérdet motsvarande p;.

201 — 129 + 23 — 3 2—x9 —xq
5a) f =< o3 — myxs — 213 J=| 323 —ux3
x% — 219 — 2 221 —2
0 -3 2 0 1
Xp = 0 s fo = 0 s JO = 0 0 —2 s
0 -2 0 -2 0
2 0 1
Ekvationssystem Jyso = fo< | 0 0 =2 | 59 =
0 -2 0

X1 =Xp9— S =

b) [ x1 — 2" = IIJ

1
—Ty — 2
0
X1 = Xp Jo\fo
—1.5
0 < So 1
-2 0

)71 f(x) [l eller || sy — 2 IS Ga) = IS Gxa) -



6a) Ansitt so = 10 + a(x — 2) + b(z — 2)%. Da giller s5(2) = f(2) = 10.
sh=a+2b(x—2), s52)=12=a=12
so=104+12(x —2) +b(z — 2)?, s9(1)=10—124+b=f(1)=2=b=4
s =10+ 12(x — 2) + 4(x — 2)? = 42* — 4 + 2. Klar!
Ansitt sy =2 +c(z — 1) + d(z — 1)% Da giller s;(1) = f(1) = 2.
si=c+2d(x—1), si(1)=s54(1)=4d=c=4
s1=244(x—1)+dxz—-1)?2 $(0)=2-4+d=f(0)=0=d=2
s1=2+4(x — 1)+ 2(z — 1)* = 222 klar!
202, 0<x <1
s(z) = 42 — 4z 42, 1<z <2
b) Simpsons formel dr exakt for andragradspolynom. Simpsons formel ver de tva delin-
tervallen ger I = £(04+4-0.5+2) + ¢(2+4 -5+ 10) = 6. Hir anvéinder vi splinevéirdena
$1(0.5) = 0.5 och s9(1.5) = 5.

7 a) s ar en tillaten riktning i z om x 4 as dr tillatna punkter for 0 < a < 4.

s dr en descentriktning till funktionen f iz om f(z + as) < f(x) for 0 < a < Js.
s #r en descentriktning i  om V f(x)Ts < 0.

b) Steepest Descent: x4 = x — .V f (k).

Steglingden oy véljs genom linjesokning dvs genom problemet

ming f(zr — aV f(xy)), ett endimensionellt optimeringsproblem.

8 a) Heuns metod pa testproblemet (T): ¢/ = Ay:

Yk+1 = Yk + %{)‘yk + Mk + hAyR) b =y + hAye + @yk = (1+hA+ @)yk
Tillviixtfaktorn stimmer med tre termer till exakta losningens tillviixtfaktor e*.
Metodens approximationsordning &r 2.

b) | l—i-z—i-% |< 1 med z = h\. Ej A-stabil ty tex z=hA=-3ger |1 -3+ 3|> 1.

c) Prediktor ar Euler framat: yry1 = yr + A f (t, yr)-

Korrektor ér trapetsmetoden: y,1 = yi + %{f(tk, Uk) + f(trrts Yrsr b

En fixpunktsiteration i korrektorn: yy1 = v+ 2{f (te, yu) + f (test, Y+ 1 f (b yi)) b vilket
dr Heuns metod enligt ovan.



