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Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94 (ankn. 1094)
Forfragningar:  Ivar Gustafsson, &ven mobil: 070-5335450
Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen
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Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13

Resultatet kan far per telefon 772 3509, dagligen efter kl 14
Betygsgranser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poédng

Bonus (hogst 10 poéng) fran inldmningsuppgifter far tillgodordknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sitt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall val motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1.
a) Visa att det linjira rummet av polynom av grad < n har dimensionen n + 1. (4p)
b) Visa att méangden av polynom av exakt grad n inte &r ett linjart rum da n > 0. (2p)
¢) Undersok om méngden av symmetriskt positivt definita n x n-matriser med opera-
tionerna
A @ B vanlig matrisaddition
a®A=A"
ar ett linjart rum (ett vektorrum). (3p)
Uppgift 2.

a) Visa spektralsatsen: Lat F' vara en symmetrisk linjar avbildning pa ett dndligtdimen-
sionellt reellt linjart rum V. Da finns det en ON-bas for V bestaende av egenvektorer till

F. (7p)

110
b) Undersck om matrisen A= | 0 1 0 | &r diagonaliserbar. (3p)
0 01



1 1
1 | och vektorn b= | 2
0 1 2
a) Bestdm nollrummet och vérderummet till matrisen A. (4p)
b) Los ekvationssystemet Az = b i minstakvadratmening med hjélp av normalekvationerna.
Ange residualens (felvektorns) norm. (3p)
c¢) Bestdam en kompakt QR-faktorisering av A. (3p)
d) Los ekvationssystemet Ax = b med hjilp av QR-faktoriseringen i ¢)-uppgiften. (3p)

0
Uppgift 3. Betrakta matrisen A = | 1

Uppgift 4. Anta att A ar en symmetrisk positivt definit matris. Ange hur man lampligen
beréiknar 7 A7 z. (4p)

V2
2

felet i 16sningen om man riknar med tre korrekta decimaler i v/2. (4p)

Uppgift 5. Betrakta ekvationssystemet { g ? ] T = [ ] Ge en gréns for relativa

Uppgift 6. Betrakta foljande tabell 6ver funktionsvérden:

X

0
f10

1 2 3
1 1 -1

a) Berdkna en approximation till f03 f(x) dxr med hjilp av tabellen och trapetsformeln.
(3p)
b) Bestédm interpolationspolynomet till punkterna i tabellen. (3p)

iy a2, 0<z<1 | : .
c¢) Undersok om s = 142 —1) -3z -1 1<z<3 ar en kvadratisk spline med
knutpunkt (nod) i = 1 och som interpolerar tabellvérdena. (2p)

Uppgift 7. En modell pa formen V(t) = a sin(b t) + ¢ cos(d t) ska genom val av parame-
trarna a, b, ¢ och d anpassas till en métserie (¢;, ¥;), ¢ =1, ..., m. Formulera motsvarande
icke-linjara minsta-kvadrat problem. Ange residual och Jacobian samt teckna en iteration
med Gauss-Newtons metod. (6p)

Uppgift 8.

a) Betrakta differentialekvationen y’ = —2y3, y(0) = 1. Antag att vi vill anvinda Eulers
bakatmetod med steglingd h = 0.1 for att approximera y(0.1). Skriv upp den ickelinjéira
ekvation som metoden leder till. (3p)

b) Antag att vi vill 16sa den ickelinjira ekvationen i a)-uppgiften med fixpunktsiteration.
Skriv formellt upp hur en sadan iteration ser ut och ange ett lampligt sétt att bestdmma
en startapproximation. (3p)
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1 a) Betrakta miingden B = {7 };.L:O. B spianner rummet P,, mingden av polynom av
grad < n, eftersom p € P, kan skrivas p = Z?:o a;x?. Vidare &r B linjért oberoende ty
q = Z;‘L:o Biz? =0, Vo = 3; = 0,Vj. Detta foljer genom upprepad derivering av ¢ och
inséttning av x = 0.

b) ¢ = 0 tillor inte méngden och nollelementet ska tillhora varje linjért (under)rum.

c) (a+B)®A = A2HP = A~ AP # (a och B positiva heltal t.ex.) # A AP = a©APLBOA.
Alltsa géller inte ridknelag (8) (distributivitet). Slutsats: Ej linjart rum.

2 a) se LAT, sid 66.

b) Alla egenvirden =1 (pa diagonalen).

011 0
Berékna egenvektorer: Los homogena systemet (A — Iz =0< | 0 0 0 [x= |0 |,
0 00 0
4
med parameterlosning = | 0 |. Losningsrummet har dimensionen 2 och spinner alltsa
5

inte hela R3. Slutsats: Matrisen ej diagonaliserbar.

3 a) Az =0 = x =0, dvs nollrummet bestar av endast nollelementet och dimensionen 0.
0 1

Varderummet spanns av | 1 [ och | 1 [. Dessa &r inte parallella och spdnner ett plan,
0 1

dimensionen &r alltsa 2.

1 1] [« 2 1/2
T A — AT O _
b) Normalekvationerna A" Az = Ab<:>[1 3}{@]—{5]@(%—[3/2].
0 1 0 1 1
c) Gram-Schmidt: v; = | 1 |, 1| —-1|1]|=]0][, 2:% 0
0 1 0 1 1
1
= Q= (1)\65 och R=Q7TA = {1 1]
= . 0 V3
V2

d)Ax—b@QRx—b@Rz—QTb«@{(l) \}Q}x_{is/i/ﬁ} éx—[;)?;]



4 A= LL", dvs Cholesky-faktorisering. (D4 giller formellt A~! = L=T[~1)

Los trianguliirt system (framatsubstitution) Ly = z. (Formellt &r da y = L™'z)

Berikna y”y. Detta #r svaret ty formellt giller y’y = 27 LT L 'z = 2T A 2.

5 Foljande uppskattning galler: H < k(A) I, diir £(A) =|| A [[[| A= || &r kondition-
stalet till matrisen A.

Hér har vi || A |«=9, A™'=

7T =2 _
6| o o | A7 o= 0.9, K(A)=38.1
Vidare enligt forutsittning: || b || < 0.5 - 1072 (tre korrekta decimaler) och || b ||= 2.
Uppskattningen blir alltsa: 10%l= < 8.10'5‘;0_3 <2-1073.

lllloo

6a) [ fz)dea1[l-0+1+1+1(-1)] =2

b) Newtons form med villkoret p3(0) = 0 utnyttjat vid ansatsen:
ps =ax +bx(x — 1)+ cx(r — 1)(x — 2)

Villkoret ps(1) =1 ger p3(1) =a =1

Villkoret p3(2) =1 ger p3(2) =2+2b=1=b= —1.

Villkoret p3(3) = —1 ger p3(3) =3 —-1-3-2+¢-3-2-1=¢c=—
Polynomet blir alltsé p; = 2 — sz(z — 1) — tz(z — 1)(z — 2).

c) s ér en kvadratisk spline eftersom s1(1) = so(1) = 1 och s{(1) = s4(1) = 2.
Den interpolerar dock inte tabellvéirdet f(2) =1 ty s2(2) = 2 # 1.

1
g

7 Problem: mingp.q || f ||2 dér fi = a sin(b t;) + ¢ cos(d t;) — U, &r residualerna.
sin(bt1) tyacos(bty) cos(dty) —t1csin(dty)
sin(b ty) ty acos(bty) cos(dty) —tycsin(dty)

Jacobian: J = . .

sin(b ty,) tm a cos(bty) cos(dty) —t, csin(dty,)

a
b k1) — k) 1 gk)
Gauss-Newton: z R { T2 0 = _ f(z09)
d
8a)y=1, y1 =yo— 02y =1— 0.2y, dvs ekvationen 0.2y +y; — 1 = 0.
. . o) 1)
b) Fixpunktsiteration: y; ' =1—0.2 |y .

Startapproximation y§°) med Euler framat dvs ygo) =9— 02y =1-02-13=08.



