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Tentan kan hämtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13
Resultatet kan f̊ar per telefon 772 3509, dagligen efter kl 14

Betygsgränser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poäng
Bonus (högst 10 poäng) fr̊an inlämningsuppgifter f̊ar tillgodoräknas.

Hjälpmedel: Inga

Iakttag följande:
- Skriv tydligt och disponera papperet p̊a lämpligt sätt
- Börja varje ny uppgift p̊a nytt blad
- Alla svar skall väl motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1.
a) Visa att det linjära rummet av polynom av grad ≤ n har dimensionen n + 1. (4p)
b) Visa att mängden av polynom av exakt grad n inte är ett linjärt rum d̊a n > 0. (2p)
c) Undersök om mängden av symmetriskt positivt definita n × n-matriser med opera-
tionerna

A ⊕ B vanlig matrisaddition
α ⊙ A = Aα

är ett linjärt rum (ett vektorrum). (3p)

Uppgift 2.
a) Visa spektralsatsen: L̊at F vara en symmetrisk linjär avbildning p̊a ett ändligtdimen-
sionellt reellt linjärt rum V . D̊a finns det en ON-bas för V best̊aende av egenvektorer till
F . (7p)

b) Undersök om matrisen A =





1 1 0
0 1 0
0 0 1



 är diagonaliserbar. (3p)
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Uppgift 3. Betrakta matrisen A =





0 1
1 1
0 1



 och vektorn b =





1
2
2



.

a) Bestäm nollrummet och värderummet till matrisen A. (4p)
b) Lös ekvationssystemet Ax = b i minstakvadratmening med hjälp av normalekvationerna.
Ange residualens (felvektorns) norm. (3p)
c) Bestäm en kompakt QR-faktorisering av A. (3p)
d) Lös ekvationssystemet Ax = b med hjälp av QR-faktoriseringen i c)-uppgiften. (3p)

Uppgift 4. Anta att A är en symmetrisk positivt definit matris. Ange hur man lämpligen
beräknar xT A−1x. (4p)

Uppgift 5. Betrakta ekvationssystemet

[

2 2
2 7

]

x =

[ √
2

2

]

. Ge en gräns för relativa

felet i lösningen om man räknar med tre korrekta decimaler i
√

2. (4p)

Uppgift 6. Betrakta följande tabell över funktionsvärden:

x 0 1 2 3
f 0 1 1 -1

a) Beräkna en approximation till
∫

3

0
f(x) dx med hjälp av tabellen och trapetsformeln.

(3p)
b) Bestäm interpolationspolynomet till punkterna i tabellen. (3p)

c) Undersök om s =

{

x2, 0 ≤ x ≤ 1
1 + 2(x − 1) − 3

2
(x − 1)2, 1 ≤ x ≤ 3

är en kvadratisk spline med

knutpunkt (nod) i x = 1 och som interpolerar tabellvärdena. (2p)

Uppgift 7. En modell p̊a formen Ψ(t) = a sin(b t) + c cos(d t) ska genom val av parame-
trarna a, b, c och d anpassas till en mätserie (ti, Ψi), i = 1, ..., m. Formulera motsvarande
icke-linjära minsta-kvadrat problem. Ange residual och Jacobian samt teckna en iteration
med Gauss-Newtons metod. (6p)

Uppgift 8.
a) Betrakta differentialekvationen y′ = −2y3, y(0) = 1. Antag att vi vill använda Eulers
bak̊atmetod med steglängd h = 0.1 för att approximera y(0.1). Skriv upp den ickelinjära
ekvation som metoden leder till. (3p)
b) Antag att vi vill lösa den ickelinjära ekvationen i a)-uppgiften med fixpunktsiteration.
Skriv formellt upp hur en s̊adan iteration ser ut och ange ett lämpligt sätt att bestämma
en startapproximation. (3p)
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1 a) Betrakta mängden B = {xj}n

j=0. B spänner rummet Pn, mängden av polynom av

grad ≤ n, eftersom p ∈ Pn kan skrivas p =
∑n

j=0 αjx
j. Vidare är B linjärt oberoende ty

q =
∑n

j=0 βjx
j = 0, ∀x ⇒ βj = 0,∀j. Detta följer genom upprepad derivering av q och

insättning av x = 0.
b) q = 0 tillör inte mängden och nollelementet ska tillhöra varje linjärt (under)rum.
c) (α+β)⊙A = Aα+β = Aα·Aβ 6= (α och β positiva heltal t.ex.) 6= Aα⊕Aβ = α⊙A⊕β⊙A.
Allts̊a gäller inte räknelag (8) (distributivitet). Slutsats: Ej linjärt rum.

2 a) se LAT, sid 66.
b) Alla egenvärden =1 (p̊a diagonalen).

Beräkna egenvektorer: Lös homogena systemet (A − I)x = 0 ⇔





0 1 1
0 0 0
0 0 0



x =





0
0
0



,

med parameterlösning x =





t
0
s



. Lösningsrummet har dimensionen 2 och spänner allts̊a

inte hela R3. Slutsats: Matrisen ej diagonaliserbar.

3 a) Ax = 0 ⇒ x = 0, dvs nollrummet best̊ar av endast nollelementet och dimensionen 0.

Värderummet spänns av





0
1
0



 och





1
1
1



. Dessa är inte parallella och spänner ett plan,

dimensionen är allts̊a 2.

b) Normalekvationerna AT Ax = AT b ⇔
[

1 1
1 3

] [

x1

x2

]

=

[

2
5

]

⇔ x =

[

1/2
3/2

]

.

c) Gram-Schmidt: v1 =





0
1
0



 , ṽ2 =





1
1
1



 − 1
1





0
1
0



 =





1
0
1



 , v2 = 1√
2





1
0
1



 .

⇒ Q =





0 1√
2

1 0
0 1√

2



 och R = QT A =

[

1 1

0
√

2

]

.

d) Ax = b ⇔ QRx = b ⇔ Rx = QT b ⇔
[

1 1

0
√

2

]

x =

[

2

3/
√

2

]

⇒ x =

[

1/2
3/2

]

.
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4 A = LLT , dvs Cholesky-faktorisering. (D̊a gäller formellt A−1 = L−T L−1)
Lös triangulärt system (fram̊atsubstitution) Ly = x. (Formellt är d̊a y = L−1x)
Beräkna yT y. Detta är svaret ty formellt gäller yT y = xT L−T L−1x = xT A−1x.

5 Följande uppskattning gäller: ‖δx‖
‖x‖ ≤ κ(A)‖δb‖

‖b‖ , där κ(A) =‖ A ‖‖ A−1 ‖ är kondition-
stalet till matrisen A.

Här har vi ‖ A ‖∞= 9, A−1 = 1
10

[

7 −2
−2 2

]

. ‖ A−1 ‖∞= 0.9, κ(A) = 8.1

Vidare enligt förutsättning: ‖ δb ‖∞≤ 0.5 · 10−3 (tre korrekta decimaler) och ‖ b ‖∞= 2.

Uppskattningen blir allts̊a: ‖δx‖∞
‖x‖∞ ≤ 8.10.5·10−3

2
≤ 2 · 10−3.

6 a)
∫ 3

0
f(x) dx ≈ 1

[

1
2
· 0 + 1 + 1 + 1

2
(−1)

]

= 3
2
.

b) Newtons form med villkoret p3(0) = 0 utnyttjat vid ansatsen:
p3 = ax + bx(x − 1) + cx(x − 1)(x − 2)
Villkoret p3(1) = 1 ger p3(1) = a = 1
Villkoret p3(2) = 1 ger p3(2) = 2 + 2b = 1 ⇒ b = −1

2
.

Villkoret p3(3) = −1 ger p3(3) = 3 − 1
2
· 3 · 2 + c · 3 · 2 · 1 ⇒ c = −1

6
.

Polynomet blir allts̊a p3 = x − 1
2
x(x − 1) − 1

6
x(x − 1)(x − 2).

c) s är en kvadratisk spline eftersom s1(1) = s2(1) = 1 och s′1(1) = s′2(1) = 2.
Den interpolerar dock inte tabellvärdet f(2) = 1 ty s2(2) = 3

2
6= 1.

7 Problem: mina,b,c,d ‖ f ‖2 där fi = a sin(b t1) + c cos(d ti) − Ψi är residualerna.

Jacobian: J =













sin(b t1) t1 a cos(b t1) cos(d t1) −t1 c sin(d t1)
sin(b t2) t2 a cos(b t2) cos(d t2) −t2 c sin(d t2)

.. .. .. ..

.. .. .. ..
sin(b tm) tm a cos(b tm) cos(d tm) −tm c sin(d tm)













Gauss-Newton: x









a
b
c
d









,

{

x(k+1) = x(k) + d(k)

J(x(k))d(k) = −f(x(k))

8 a) y0 = 1, y1 = y0 − 0.2y3
1 = 1 − 0.2y3

1, dvs ekvationen 0.2y3
1 + y1 − 1 = 0.

b) Fixpunktsiteration: y
(l+1)
1 = 1 − 0.2

[

y
(l+1))
1

]3

.

Startapproximation y
(0)
1 med Euler fram̊at dvs y

(0)
1 = y0 − 0.2y3

0 = 1 − 0.2 · 13 = 0.8.
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