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Bonus (hogst 10 poéng) fran inldmningsuppgifter far tillgodordknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sitt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vél motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1

Lat A vara en m X n-matris.

a) Visa dimensionssatsen: dimN(A) + dimV (A) =n. (6p)

Anta nu att m > n och att A har full rang.

b) Ange matrisen for spegling i V(A), virderummet till A. (2p)

c) Ange matrisen for spegling i N(A), nollrummet till A. (2p)

d) Matriserna i b) och ¢) ar ortogonala. Visa det for matrisen i b). (2p)

Uppgift 2

Lat V = Span{x, sin’z, cos’xr} vara underrum i C'(R), rummet av kontinuerliga funk-
tioner pa R, med de angivna elementen som standardbas. Visa att dven {1, =, sinz}
ar bas och bestdm koordinaterna i denna bas for den vektor som i standardbasen har
koordinaterna [2, 4, 1]. (5p)

Uppgift 3

Undersok for vilka varden pa o > 0 som matrisen ar diagonaliserbar. (6p)
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Uppgift 4
10
Lat A= |0 1
0 2
a) Bestdm en full QR-faktorisering av A. (5p)
b) Bestam de singuldra vérdena till A. (3p)

Uppgift 5
Bestdm den kvadratiska spline s, med nod i punkten 7/2, som interpolerar f(z) = cos(z)
i punkterna 0, 7/2 och 7 och som uppfyller villkoret s'(0) = f’(0). (5p)

Uppgift 6

4 -1 0 1
Betrakta ekvationssystemet Ax = bmed A = | =1 4 —1 | ochb= |0]. Vi
0o -1 4 2

onskar 16sa systemet med fixpunktsiteration. Ekvationssystemet formuleras om genom
att x; loses ut ur forsta ekvationen, x, loses ut ur andra ekvationen och x3 loses ut ur
tredje ekvationen. Da blir systemet pa form x = Bx + ¢, for en matris B och vektor ¢, och
fixpunktsiterationen utfors sedan pa vanligt sdtt. Visa att fixpunktsiterationen konvergerar
och gor tva iterationer med start i origo. (5p)

Uppgift 7
En modell pa formen U (t) = a sin(5t) ska genom val av parametrarna « och [ anpassas
till en métserie (t;, ¥;), i = 1, ..., m. Formulera motsvarande icke-linjira minsta-kvadrat

problem. Ange residual, Jacobian och teckna en iteration med Gauss-Newtons metod.
(6p)

Uppgift 8

Betrakta ett system av forsta ordningens differentialekvationer:

)y = F(t, y), ylto) = co.

a) Hirled trapetsmetoden for 16sning av systemet genom att anvéinda lamplig approxima-
tion av integralformuleringen av problemet. (3p)

b) Bestdm approximationsordningen for trapetsmetoden. (2p)

c) Bestédm stabilitetsomradet for trapetsmetoden. (2p)

d) Betrakta foljande tva-punkts randvardesproblem med given funktion f(z):
y'+2 =3y =f(z), 0<z<1

y(0)=1 y(1)=2

Overfor med inskjutningsteknik problemet pa formen (*) och formulera en lamplig iterativ
metod for att 16sa den ekvation som uppkommer. (6p)
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1 a) Se LAT, sid 17.

b) P, = 2A(ATA)"'AT — I, ("dubbla” projektionen).

c) P,=—1I, (N(A) = O, spegling i origo).

d) PP = (2A(ATA) AT — 1)?2 = 4A(ATA) AT A(ATA) AT + T — 4A(ATA) AT = 1

010
2 1 = sin’z + cos’z, Overforingsmatris T = | 1 0 1 |. T &r reguljir sa nya basen &r
100
010 o 3 o} 1
okey. Ekvationssystem | 1 0 1 B =1]4]|gersvaret | B | = | 2
1 00 0% 1 0% 3
. . . . 2 2
3 Egenvidrden: A\; = 3 och egenvirdena till delmatrisen 0 2 ], dvs A\y3 = 2 £ V2a.
Olika egenvéirden om « # 0 och « # 0.5 Da diagonaliserbar.
0 20 0
Undersok a = 0 som ger A\o3 = 2. Homogena systemet [ 0 0 0 |vy = | O | ger
00 1 0
1 0
parameterlosningen vo = t | 0 [, som tillsammans med egenvektorn v; = s | 0 | till
0 1
egenvirdet \; = 3 inte spinner hela R3, alltsa dr matrisen inte diagonaliserbar da o = 0.
-1 2 0
Undersok o = 0.5 som ger Ay = 1, A3 = 3. Homogent system | 0.5 —1 0 [wv3 =
0 0 0
0 s/2
0 | ger parameterlosningen vy = s |. Vidare ger pa motsvarande sitt Ay = 1 en
0 t
—u/2
parameterlosning vy = U . Tillsammans spinner dessa R? och matrisen ar dérfor

0
diagonaliserbar. Slutsatsen blir att matrisen &r diagonaliserbar for alla @ # 0.



4 a) Gram-Schmidt: ¢, ¢o okey som forsta kolonnerna i A ty ortogonala.

0 0 0
= |1|—-0-%]1]=] 4/5
0 2 —2/5
1 0 0 1 0
Normering ger @ = | 0 1/v/5 2/v5 | och R=QTA= |0 5
0 2/v5 —1/V5 0 0
b) ATA = [ (1) (5) ] har egenvirden 1 och 5. Singuldra virdena till A #r da v/1 = 1 och

V5.

5 s= 2: 2/§2 2§ 7;/7% och ansiitt s; = 1+ax+bx? och sy = c(x —7/2) +d(x —m/2)2.
Villkoren s1(0) = cos(0) = 1 och s9(7/2) = cos(mw/2) = 0 har da redan utnyttjats vid
ansatsen.

Vi har s§ = a + 2bx och #ndpunktsvillkoret slg ) = f(0) = 0 ger a = 0 och interpola-
tionsvillkoret s;(7/2) = cos(m/2) =0 ger 1 +b%- =0 dvs b= —%.

Vidare blir s}, = ¢+ 2d(z — 7/2 och sphnevﬂlkoret 52(7T/2) = 51(7r/2) =—2gerc=—1.

Interpolationsvillkoret so(7) = cos(m) = —1 ger —2 + Id =—ldvsd=3%.

. . . 1-— %xQ 0<z<m/2
Splinen blir alltsa s = { (x —x/2)+ (:1: —r/22 r2<z<n
xry = i(l + 1)
6 Det omskrivna systemet blir { x5 = i(xl + x3) med Jacobian av hogersidan
_1
010
J=1110 1| med| J|o=1/2.
010
Eftersom Jacobianens norm &r mindre &n 1 sa har vi konvergens. Tva iterationer ger
0 1/4 1/4
t@O=1o0],20=1] 0 |, 2®=13/16
0 1/2 1/2

7 Problemet formuleras: min, s || f ||2 dér f; = a sin(f t;) — ¥, ar residualerna.
sin(B t1)  «aty cos(B ty)

Jacobianen blir J =
sin(fB tm) oty cos( tny)

o N d o (k+1) — 4 d®)
auss-Newtons metod: = = 5| J(aj(k))d(k) _ —f(g;(k))



8 a) ftik+1 y'dt = tt:ﬂ fty) dt, =t +h
Trapetsregeln ger: y(tpp1) — y(te) = % [f (te, i) + f(trsr, i)
och s& metoden: yyy1 =y + % [f (b, Yi) + [ (Eosr, Yor1))-

b) Tillimpad pa testproblemet 3’ = Ay blir metoden: yr11 = yp + % Ay + A\Ygi1]

Om vi l6ser ut ygy1 far vi: ypyq = (%) &

och tillviixtfaktorn utvecklad blir (1+hXN/2)(1+hN/24 (hA/2)? 4+ (RA/2)3+...) = 1+ hA +
(RA)?2/2 + (hA)? /4 + ...

Detta stimmer med tre termer i utvecklingen av e = 1+ hX + (hA)?/2 + (hA)3/6 + ...
Alltsa har metoden ordning 2.

c) Stabilitetsomrade: {z € C| }Zﬁ |< 1}, dér z = hA. Med z/2 = a + ib far vi

(1+a)*+0* <(1—a)®>+b*dvsa<0eller Re(z) <0.

y’1 = Y2
e —
d) Sitt y, =y och y, = /. Dé system: { 2~ f=2y2 43
y/1 = Y2
- —
Inskjutning: 52 (_)f 52y2 + 30 . Beteckna 16sningen y(z, s).
1 —
y2<0) =1

Ekvationen &r da: ya(1,s) —2 = 0.

(y2(1,58)—2)(sF) —s (k1)) k=1.2

Kan lésas med sekantmetoden: s*+1) = gk) — s (s g (st




