Institutionen for
Matematik
Goteborg

TENTAMEN I
LINJAR ALGEBRA OCH NUMERISK ANALYS F1, TMA671
2002-01-14

DAG: Mandag 14 januari 2002 TID: 8.45 - 12.45 SAL: V

Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94 (ankn. 1094)
Forfragningar:  Ivar Gustafsson, &ven mobil: 070-5335450
Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen
Resultat: Anslas pa institutionen senast 28 januari

Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13

Resultatet kan far per telefon 772 3509, dagligen efter kl 14
Betygsgranser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poédng

Bonus (hogst 10 poéng) fran inldmningsuppgifter far tillgodordknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sitt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1
a) Visa spektralsatsen: Lat F' vara en symmetrisk linjar avbildning pa ett dndligtdimen-
sionellt reellt linjért rum V. Da finns det en ON-bas for V' bestaende av egenvektorer till

F. (7p)
b) Den reella symmetriska 3 x 3 - matrisen A har egenvérdena 2, 5 och 7. Dessutom géller
1 1 1 1
att A| 1| =2| 1| ochA| -1 | =5] —1 |. Ange en egenvektor till egenvéirdet
0 0 0 0
(3p)
Uppgift 2

a) Lat u € V, ett linjirt rum med skaldrprodukt och 1at {e;}¥ ; vara ON-bas for ett
underrum U till V. Visa att 325 | <u,e; > < | u | (3p)

b) Betrakta det linjira rummet C[—m, 7] med skalérprodukt < f, g >= [ f(t)g(t) dt samt
funktionen f(t) =t¢, —m <t < 7. Bestdm bésta approximationen till f i underrummet

Span {\/%, %sin(t), ﬁcos(t)}. (4p)



Uppgift 3

Betrakta den reella matrisen A = . Bestédm p och ¢ sa att dim V(A) = dimN(A)

o~ 3
QN

—_

och ange baser for rummen V/(A) och N(A) samt for ortogonala komplementen till dessa
rum, for dessa virden pa p och q. (6p)

Uppgift 4

Lat A vara en n X 1-matris (bara en kolonn).

a) Ange explicit den kompakta QR-faktoriseringen av A. (2p)

b) Ange minstakvadratlosningen till det 6verbestdmda ekvationssystemet Az = b, dér b &r
en n-vektor. (2p)

c) Bestédm explicit den kompakta SVD-faktoriseringen av A. (2p)

d) Bestdm explicit den kompakta SVD-faktoriseringen av A”. (2p)

Uppgift 5
En funktion &r given genom tabellen

x| 0 1 2 3 4
fl1-1.2 03 12 24 3.0

Berékna en approximation till f04 f(z) dxr genom att anvénda trapetsformeln och ett
stegs Richardsonextrapolation. Gor feluppskattning. Tabellvirdena antas vara korrekt
avrundade. (6p)

Uppgift 6
a) Definiera vad som menas med fixpunktsiteration vid ekvationslésning och skriv upp ett
villkor for konvergens for fallet en variabel. (3p)

33?1’ +3r9—4=0

b) Betrakta ekvationssystemet x5 — 223 =0
Gor en iteration med Newtons metod och start i origo. (4p)
Uppgift 7

Du ska anpassa parametrarna a och b i modellen y(t) = ﬁ till métningar (¢;, v;), i =
1, ..., m med m > 2.

a) Formulera om modellen sa att linjir minsta kvadrat kan anvéndas och skriv upp det
ekvationssystem som ska losas.  (4p).

b) Anvind den olinjdra modellen som den star och ange residual och Jacobian samt teckna
en iteration med Gauss-Newtons metod. (4p)



Uppgift 8
Rorelseekvationen for en vertikalt upphéngd kedja av ldngd 1, som sétts i rorelse med ett
distinkt slag med hastighet 1 m/sek pa mitten, kan modelleras av differentialekvationen

ryl 4y =gy, 0<z<1,t>0
/ . . 1, =05
yt<x,0>—f<x>—{ v

y(0,t) =0

dér g ar gravitationen. Vi vill 16sa problemet med linjemetoden. Sétt upp det system av
forsta ordningens ordinéra differentialekvationer som ska 16sas. Anvénd centraldifferens
vid rumsdiskretiseringen. (8p)
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a) Se LAT, sid 66.
b) Egenvektorer till olika egenviirden dr ortogonala. [I 1 0]7 &r egenvektor till A = 2 och
[1 —1 0]7 &r egenvektor till A = 5. Egenvektor till A =7drda[l 1 0] x[1 —1 0)]F =
00 -2
2 a) Biista approximation till u i U &r 4 = .5 | < u,¢; > e;, med u — @ ortogonal mot .
Pythogoras sats ger || 4 ||<|| u ||[& S5, < u,e; >2<|| u ||
b) De angivna funktionerna e; = —=, ez = ﬁsm(t) och ez = ﬁcas(t) ar ON-bas ty
ST etdt=1, i=1,2 3och [T ee; dt =0, i j. Bista approximation blir da
Z?:1<f,ei>ei—rfﬂrtle—gmt)f - tszn()dt+cos(t)f - 7= 1 cos(t) dt =
0+ 2sin(t) + 0 = 2sin(t).
3 dim V(A) +dim N(A) = 2 = dim V(A) = dim N(A) = 1. Kolonnerna ska alltsa
vara parallella dvs p = 2, ¢ = 2. V(A) = Span([2 1 2 1]7),dvs [2 1 2 1] &r bas

for V(A). Vidare dr A [ _11 ] = 0 dvs [ _11 } € N(A) och { _11 ] ar bas for N(A).

N(A)* spinns av : ], som alltsd dr bas for N(A)*. Slutligen fas V(A)t = N(AT) ur

1
1 0 . 1 T
homogena systemet 1 0 med 16sning z = [3(—u —25s—t) u s t]',
dvs [-1 0 0 1)7 % 1 0 O] och [-1 0 1 0]T &r bas for V(A)*.

4 a) A= R, Q1:A/ | A2 har norm =1 = R=|| A |2

b) Rz = Qfb =z =Q7b/ | A= ATv/ || A}

c) A=UX\ Vi, U =A/| Az har norm =1 = X, =|| A |l, Vi =1 har norm = 1.
d) AT = ViElUlT, dvs AT = UlEl\/lT med U1 = 1, 21 :H A ||2, ‘/1 = A/ || A ||2

5 T(4) = 4(—1.2/2 +3.0/2) = 3.6, T(2) = 2(~1.2/2+1.2+3.0/2) = 4.2
T(1)=1(=1.2/2+ 03+ 1.24+24+3.0/2) = 4.8

R(2) =42+ 2530 =4 4 R(1) = 4.8+ 2842 — 5

| Ry |<| R(1) = R(2) [= 0.6, | Ry|<4-0.05=02. Svar: [ f(z) do~5+0.8



6 a) f(r) =0 < x = g(r). Fixpunktsiteration: z-+1) = g(2*)) k=0, 1,
Konvergens om | ¢'(z) |< 1 i en omgivning av 16sningen och om man startar i den om-
givningen.

23+ 3zy — 4 322 3 0 0
b) f = i 29:3 L, J=1 0 2z, -2 |, 20=1]0
I 1 0 —3a3 0
2 =20 — O dir J(2)d® = f(2). Ekvationssystem
0 3 0 —4 2 -2
00 —2 dO=1 0 | =2d9=| —-4/3 | = 2W = | 4/3
10 2 0 0
7 a) Invertera: % = ae . Logaritmera : In % =Ilna—>btellerina—bt=—Iny.
1 —tl —In U1
e . Ina
Linjart ekvationssystem [ b } = ger In a och b och
1 —t, —In ym

sedan a = ™ @
tyebtl

a? a

bt

b) Residualer f; = 7% —1;, Jacobian: J =

ae .o e
ebtm ¢, obtm

a? a

a (+1) a O]
Gauss-Newton: [ b ] = [ b } — J(a®, )= f(a® pD).

Y1 Y
8 Linjemetoden: yj;, = g(x v, +y.). LatY = | ™ |,och W =Y'= | ™ [, déar y;(¢) ér

Yn Yn
linjefunktioner motsvarande en diskretisering i rummet (z-led).

Y'=W ,Y(0)=0
fi

Vi far da foljande system av forsta ordning: W= AY | W(0) =
In

Matrisen A kommer fran rumsdiskretiseringen som vi gér med centraldifferens och steglingd

h. Vi far se till att diskretiseringen gors sa att z; = 0.5 f6r nagot i. For detta i-vérde tar

vida f; =1 och alla 6vriga f; =0, j # i (distinkt slag).

—2z; m+ % 0 0 0 ]
XTo — g —2x9 To + % 0 0
Centraldifferensmatrisen blir A = %
0 0 Tpo1 — % —2Tp1 Tpo1t+ 3
.0 0 0 Ty — & 21y,




