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DAG: Lordag 26 maj 2001 TID: 8.45 - 12.45 SAL: V

Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94 (ankn. 1094)
Forfragningar:  Jonas Juel, tel. 0740-459022

Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen
Resultat: Anslas pa institutionen senast 15 juni

Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13

Resultatet kan far per telefon 772 3509, dagligen efter kl 14
Betygsgréanser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poédng

Bonus (hogst 10 podng) fran inlimningsuppgifter far tillgodoriknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sitt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall val motiveras

LYCKA TILL!
Uppgift 1
a) Visa att egenvektorer till en matris A, som hor till olika egenvérden, &r linjért oberoende. (6p)
2200
R . 0 2 01 . .. .
b) Undersok om matrisen A = 00 1 o2& diagonaliserbar. (3p)
0001

Uppgift 2
Lat P, vara det linjara rummet av alla polynom av grad < 2. Avbildningarna F och G,
fran P, till P, definieras genom

F(ag + a1 + a9z?) = ay + 2apx + (ag + az)x?
Glag + a1r + axx?®) = —ay + 2a¢z + (ag + a1 + as)z?

a) Bestdm matrisen till den sammansatta avbildningen F'G i basen {1, z, z?} (4p)

b) Bestédm alla egenvérden och egenvektorer till avbildningen F'G. (3p)

c¢) Bestam den omvénda (inversa) avbildningen till F'G och ange den pa samma form som
F och G dr angivna ovan. (2p)



Uppgift 3

Betrakta funktionerna f = z och g = z* i rummet C[0 , 1] med skaldrprodukt
1

<f,g>=, fl2)g(z) dx

a) Bestdm vinkeln mellan f och g. (2p)

b) Anvind Gramm-Schmidts process for att ortogonalisera g mot f. (3p)

Uppgift 4

Anta att Du har en SVD-faktorisering av en m x n -matris A med rang(A) = r och
m>n>r.

a) Visa hur man kan fa fram nollrummet till A ur SVD-faktoriseringen. (2p)

b) Ange hur man kan berikna en trunkerad minsta-kvadrat-losning till problemet

min, || Ax — b || ur SVD-faktoriseringen. (2p)

¢) Ange hur man ur SVD-faktoriseringen kan fa fram bésta approximation av rang = k
till A. Hur stort blir felet i approxiamtionen? (2p)

Uppgift 5

For en harmonisk svingning med amplitud a och fasvinkel v géller modellen wu(t) =
a sin(t +v). Vi vill bestimma a och v fran métningar (t;, w;), ¢ = 1, ... , m med
m > 2.

a) Formulera om modellen sa att linjar minsta-kvadrat kan anvéndas och skriv upp det
ekvationssystem som ska losas samt hur a och v kan fas ur 16sningen. (4p)

b) Anvind den olinjdra modellen som den star och ange residual och Jacobian samt teckna
en iteration med Gauss-Newtons metod (4p)

Uppgift 6
Vid minimering i flera variabler utan bivillkor anvénds sa kallade sokmetoder:

a) Ange Newtons metod for att bestdmma sokriktningen. (2p)

b) I en Kvasi-Newton-metod approximeras hessianen med By. Visa att sokriktningen blir
en descentriktning om By, &r positiv definit. (3p)

c) Newtons metod kan #ven anvéndas vid linjesokningen. Skriv explicit upp hur den
metoden ser ut. (4p)

Uppgift 7

a) Skriv upp prediktor /korrektor-metoden:

(p) Euler framat

(k) Euler bakat

for ett begynnelsevirdesproblem for ett system av ordinira differentialekvationer. (2p)

b) Vilken approximationsordning och vilket stabilitetsomrade har metoden i a)-uppgiften? (2p)
c¢) Vilken explicit metod far man om man endast gor en fixpunktsiteration i korrektorn i
a)-uppgiften? (2p)

d) Bestédm stabilitetsomradet for metoden i ¢)-uppgiften. (2p)



Uppgift 8
I samband med ett stromningsproblem med griansskikt vill man 16sa foljande randvérde-
sproblem for en ordinér differentialekvation:

flx)f"(z)+2f"(x) =0, 0<z<hb,
f(0)=f(0)=0, f'(b)=1

med inskutningsmetoden.

a) Formulera det begynnelsevirdesproblem for ett forsta ordningens system av ordinéra
differentialekvationer som man upprepade ganger skall 16sa. (2p)

b) Ange den funktion g, i en variabel, vars nollstélle s svarar mot 1osningen till randvérde-
sproblemet. (2p)

c¢) Skriv upp en lamplig iterationsformel for 16sning av ekvationen ¢(s) = 0 och ange det
visentliga arbetet som krévs i varje iteration. (2p)
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1 a) Se LAT, sid 63.

02 0 0 0
. 00 0 0 0
b) Egenvérden 2, 2, 1 och 1. A = 2: (A— )z = 0 ger system 00 -1 21%= 1o
00 0 1 0
t
med 16sning z = 8 . Losningen spdnner inte run av dimensionen 2 och dirmed ar A ej
0
diagonaliserbar.
010 0 -1 0
2 a) Matris for F: A= |2 0 0 |, matrisfor G: B= | 2 0 0 |. Matrisen for FG
1 01 1 1 1
2 0 0
blirda: AB= | 0 -2 0
1 0 1
0 0 0 0
b) Egenvirden 2, -2 och 1. A=2gersystem | 0 —4 0 |z = | 0 | med losning
1 0 -1 0

1
x=t| 0 |. Egenvektor till egenviirdet 2 dr alltsa 1+ 2% och egenvektorerna till egenvér-
1

dena -2 och 1 far enkelt till 2 respektive 2.

2 0 O 0.5 0 O 100 0.5 0 0
c) |0 -2 0 0 —05 0| =1]010]dvs(4AB)™! = 0 —-05 0

1 0 1 -05 0 1 001 —-05 0 1
och dirmed (FG) ! (ag + a1 + asz?) = 0.5a0 — 0.5a1z — (0.5a0 — az)z?.

. fg> _ 1/4 W _ V15
3 a) cosa = HfIIHgH SR A @ = arccos ¥;

b) §=g— M= f =a® — {Ze =2 - 0.752.

4 a) A=UXVT =U,%, V" (kompakt), V ortogonal.
AVy = U5, VIV, = 0 dvs N(A) = V(V3)

b) Minsta-kvadrat- losmng r=WViS WUTh = S0 vio; tulb och trunkerad: 2, = S5 vio; tul'b.

c) Ay = Zl lulalv med || A — Ay ||a= op41-



5 a) u(t) = a sin(v) cos(t) + a cos( U sm t = as cos(t) + ac sin(t) med nya parame-

trar as = a sin(v) och ac = a cos(v). dessa parametrar har vi det linjara prob-
cos(ty)  sin(ty)

lemet Z Med sambandet as? + ac® = a* far vi
cos(tm) sin(ty)

da a = vas? + ac? och v = arcsin %*

b) modell: u(t) = a sin(t + v), residualer: f; = a sin(t; +v) — u;,

sin(ty +v) a cos(ty +v)

Jacobian: J =

sin(tm +v) a cos(ty, +v)

Gauss-Newton: z = | * g+ = ) 4 q®
auss-Newton: r = R J(x(k))d(k) _ —f(x(k)) .

6 a) H(z®)d® = -V f(z®).

b) —(d"NTV f(2®)) = (d*)TB,d® > 0 om By, &r positivt definit, dvs d*® #r en decsen-
triktning ty spetsig vinkel med —Vf(x(k)).

c) Linjesckning: min, f(z® + ad®) = min, g(a).

Newtons metod: ot =) — 9//((‘1((?))) dvs

al+) — o0 w{gﬁ;ﬁ@g{fiifjgl}ﬁgjjk), 1=0,1

7 a) (p): Y1 =Yk + 1f (b yi), (K): Yrsr = Y + Af (toir, Yrsr)

b) Approximationsordning 1, stabilitetsomrade {z € C;| z — 1 |> 1}

€) Yrt1 = Yi + hf (Cosrs yk + RS (tr yie)

d) i1 = yr + EA Yk + hAyk) = yi + hAyi + (AA)?ye = [1 4 hA + (RA)?]ye
Stabilitetsomrade: {z € C,| 1+ z + 2% |[< 1}

yi:yz ) yl(o):O
8a)y = f, y2=f, ys = f" ger systemet (P): 5 = y3 , 42(0) =0
yé = —0.5nys , yg(O) =S

b) y2(b,s) —1=0

$(9))— 1]((F) (k1)
c) Sekantmetoden: s*+! = sk — [yz(zbéb,s(k')))11152(1)75(;6_1)) ) k=1, 2,

I varje iteration loses systemet (P).




