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Uppgift 1. Visa spektralsatsen: L3 vara en symmetrisk linjar avbildning pa ett
andligtdimensionellt reellt linjart runv. D& finns det en ON-bas fov bestaende av
egenvektorer tilF. (8p)

Uppgift 2

3y , . o la . , ;
a) Unders6k om mangden av matriser pa formgn; , for godtyckligaa, bR ar ett
linjart rum med avseende pa de vanliga matrisoperationerna. Om inte, ange alla axiom

som inte galler. Hur blir det om man i stallet betraktﬁr(a)1 ? @p)

b) Lat A =D +auut, daradR, uR" ochD =diag(d4, dy, - - -, dy). Visa att om det

for nagoti galler attd, = d; ;1 eller atty; =0 sa ard; ett egenvarde tilA. Bestam egen-
vektorerna horande titl; i de bada fallen. 4p)

c) Visa att om en matris ar ortogonal och triangular sd ar den diagonal. Bestam
diagonalelementen. 4p)

p1
. . 11
Uppgift 3. Betrakta den reella matrisén= q
11

Bestamp ochq sd attdim V(A) =dim N(A) och ange ON-baser fér rummen for dessa

varden pd ochq.

Bestam aven baser fo¥ (A)Y och V(A)Y (ortogonala komplementen till nollrummet
resp varderummet). 60)



Uppgift 4
a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetd8ep:

X1'(t) = —xa(t) —xa(t), x2(0)=2

X2'(t) ==2xo(t) = X3(t) , x2(0)=3

X3 (t) =—3xa(t), x3(0)=2
b) Vad blir det for problem med diagonaliseringsmetoden om tredje ekvationen andras
till x3'(t) = —x3(t)? Motivera ordentligt! 2p)
c) Betrakta Trapetsmetoden for att I6sa systemet i b)-uppgiften. Metoden ar i allmanhet
implicit, som bekant. Visa att den kan formuleras explicit i detta faBp) (
Uppgift 5

b

Visa hur man kan bestamma integralfrh (x) dx genom att formulera och losa ett

lampligt ODE-problem. Om man anvander trapetsmetoden pa ODE-problemet, vilken
numerisk metod for kvadratur, dvs for att approximera integralen, motsvarar é&@? (

Uppgift 6
12

Bestdm en QR-faktorisering och en SVD-faktorisering av matidsen 2 -1 . (5p)
10

Uppgift 7

a) Ange fdéljande metoder vid optimering i flera variabler:

Steepest Descently)

Newtons metod med och utan dampnind@p)(

Levenberg-Marquardts metod for icke linjar minsta kvadra2p) (

b) Harled Gauss-Newtons metod for icke-linjara minsta kvadrat proble3p) (

Uppgift 8
For studium av mekaniska pafrestningar pa ryggraden hos manniskan anvands féljande
differentialekvationsmodell

y'" =p2y + a)(J/z(y )2-1), 0sx<L

(0) 0, y'(0)=

a=-(qy'L) +y(L))

dar p, g och v argivna parametrar.
a) For over problemet till ett system av forsta ordningens ekvation2p) (

b) Om a vore kant vore det inga problem att I6sa systemet. Helt analogt med inskjut-
ningsmetoden kan man formulera en ekvation vars losning ger komekirde och
darmed losningen. Ange denna ekvation och ange en lamplig metod att I6sa4i®n. (



Matematik
Chalmers
Ivar Gustafsson

F1 - Linjir algebra och numerisk analys, TMA671
Losningar till tentamen 25 augusti 2000

1. Se LAT sid 66.

1 a
2. a) b1
giller, (5) géller inte ty nollmatrisen dr inte med, (6) - (9) géller, (10)
giller inte eftersom (5) inte géller.

} utgor ej linjart rum : (1) och (2) géller inte, (3) och (4)

0 a e ea
[ b0 } utgor linjart rum.
b) u; = 0: Med ¢; = (0,0,..,0,1,0,...,0,0)" (ettan pa plats 4) far vi:
Aez- = De,- +0= d,-e,-

di = di—|—1: Med fz = (0, 0, ey O, Ujt1, — Uy, 0, ceey O, O)T (UZ pé plats 14+ 1)

c) Betrakta matrismultiplikationen AA” = E, som giller eftersom A &r
ortogonal. Anta att A ir nedat triangulir, da ir AT uppat triangulir.
Forsta kolonnen i A maste da ha nollor under diagonalen, annars skulle
inte AAT kunna ha det. Forsta elementet i kolonn 1 maste ha virdet
+1 eller -1 eftersom kvadraten blir 1. Fortsétt sedan resonemanget for
successivt kolonn 2, kolonn 3 etc. Vi finner att A maste vara diagonal
med +1 eller -1 i diagonalen.

3. Enligt dimensionssatser ar dimV (A) + dimN(A) = 2 och eftersom de
ar lika maste rummens dimension vara 1. Kolonnerna i A ska alltsa vara
linjart beroende och enda méjligheten ar alltsd p = 1 och ¢ = 0. En ON-
bas fér V(A) ar da %(1, 1,0,1)T. Vidare ser vi direkt att %(1, -1t
ar en ON-bas for N(A) och dess ortogonala komplement har da ON-
basen %(1, 1)T. Slutligen &r ortogonala komplementet till V' (A) samma
som N(AT) och detta kan bestimmas genom att 16sa ett homogent

ekvationssystem A"z = 0. Denna l6sning blir tre-parametrig och vi
kan ta ut foljande bas: (0,0,1,0)%, (-=1,0,0,1)T, (=1,1,0,0)T



4. a) A = —

oo~
oo
W = =

1 1
D= 9 =101 2
-3 0 2
och vi far 21 = cie™, 20 = e ™, 23 = cse™ och z = Tz =
cre”t + cze™
coe™ 2 + 2¢3e73! | . Begynnelseviirdena z(0) = (2, 3, 2)” ger
2cze 3

o = O

c=(1, 1, 1)T och losningen z = (e * + e 3, e 2 + 2e 73, 23T,
1 01 10 -1

b)A=—|0 2 1 | e diagonaliserbar, 7= | 0 1 0 | &r singu-
0 01 00 O

lar.

c¢) Trapetsmetoden: zp 1 = a:k + 2 (Axk + Azpi1). Om vi l6ser ut g q
far vi alltsa: zpy = (B — 2A)~ (E + 2A)z, = B(h)zy dir B(h) =
(E—-2%)"HE+%2A)ar oberoende av iterationsindex.

b F'=f -
. I=[f(z)dz. ODE: Fla)=0 Y25 16sning ger F'(b) = I. Trapets-
rnetoden Fo=0, Fi =Fy+ 2[f0 + fi], Fo=F + %[fl + fol, o, B =

Fo1+3 ). 1+fn] = [f0+2f1+ A2 fn_1+ fa], vilket &r trapetsformeln
for approx1mat10n av I )

6 0

0 5 ] . Vi skaffar en

. Vi ser att kolonnerna i A ir ortogonala, AT A = [

tredje ortogonal kolonn med Gram-Schmidt’s metod: e; = (1,2,1)T, ey =

(2,-1,00T, e3 = (1,1, 1)T = £(1,2,1)T = £(2,-1,0)" = (-1, -2,5)".

2 _ 1

5 V3 p [ V6 9
NormeringgerQ = | 75 —5 —5 | och RblirddaR=| 0 V5

1 5

v 0 7 Lo o
SVD: A = USVT giller med U = @ (enligt ovan) och XV = R, dvs

Y=Roch VI =V =E.

o a) 2D = g®) 4 g®) SD: d®) = — 7 f(2®),

Newton: d*) = —aH(z®)~1y7 f(2®)), a < 1 innebir dimpning, o = 1
innebir oddmpad Newton.

LM: d®) = —(J(@®)TJ(z®) + pB) =1 I (20)T f (2)

b) min, || f(z) ||~ ming || f(@®) + J(a®)(z — 2®) ||;. Ta ) som
16sningen till minproblemet, da far vi Gauss-Newtons metod:

|
|



2B+ — (k) o k)
J(x*+D)dk) = — (k)

Y1 = Yo

gy =p*(y1 —a) 3y — 1)
y1(0) =10

y2(0) = v

b) Inskjutning pa a innebér att 16sa ekvationen

g(a) = 0 dér g(a) = a+ qy2(L, a) + y1(L, a)

8. a) Systemet skrivs om som (BVP):

Sekantmetoden pa ekvationen blir: a1 = q(k) — ¢ (ga(zc(),c))()‘zjl;)(;&(:l))) k=

1,2,.... Varje nytt g(a®) kriiver att (BVP) Ises, dvs detta gors en gang
per iteration i sekantmetoden.




