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Uppgift 1
a) Lat U vara ett underrum till det linjara rummat och latU" vara ortogonala kom-
plementet tillU . Visa att féljande tva egenskaper ar ekvivalenta for vektarérV och
u gu
() u-u Oub
(i) lu-uflsffu-w]|, OwdOU  (6p)
b) Tillampning pa a-uppgiften: LAY vara det underrum tilR4 som definieras av
X1+ 2Xo— 3x4=0
—2X1+Xo+x3=0
Bestdim m.a.p. standardskalarprodukten basta approximatignCJ U till
u=(-2,-7,3,4). Gp

Uppgift 2

Betrakta interpolationsoperatoinC (R) — P, (R), dvs fran mangden av kontinuerliga
funktioner till m&ngden av polynom av grad hogstdar interpolationspunkterna (n+1
st) ar givna punkter dar funktion och polynom éverensstammer.

a) Visa att | ar en linjar operator4f)

b) Vad ar dimensionen pa nollrummet till | och vad ar dimensionen pa varderummet?
Motivera ordentligt. 2p)

c)Latf =x3, x;=0, xp=1, x3=2. Bestanp, som interpoleraf i punkterna. 2p)



Uppgift 3
Lat P, vara det linjara rummet av alla polynom av gra@. AvbildningenF definieras
genom

(FP)(x) =x?p ()

a) Visa attF ar en linjar avbildning frarP, till P, (2p).

b) Bestam matrisen fd¢ i basen {1x, x2} (2p).

c) Bestam matrisen foF i basenp;=1+Xx, po=1-X, p3=1+x2. Visa forst att
detta ar en bas3p).

d) Bestam alla egenvéarden och egenvektoreFtil(2p)

Uppgift 4
a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetddep:

Xq'(t) ==xa(t) = xo(t), x12(0)=2
X2'(t) = —2xo(t), X2(0)=1
X3'(t) =—3xa(t) , x3(0)=1

b) Vad blir det for problem med diagonaliseringsmetoden om andra ekvationen andras
till x5'(t) =—xo(t)? Motivera ordentligt! 2p)

c) Foresla en numerisk metod som klarar av problemet i b-uppgiften. Skriv upp ett rekur-
sionssteg med metoden. Far du nagra stabilitetsproblem nar din metod tillampas pa det
aktuella problemet? 3f)

Uppgift 5

a) Definiera singularvardesuppdelning (SVD) avrerx n-matris,m>n (2p)
b) Vad menas med kompakt SVD2p)

c) Definiera en pseudoinvers utifrdn SVDLpj

d) Pa vilket satt kan SVD anvandas for att fA basta approximation av en matris och hur
stort blir felet? 2p)

Uppgift 6
—e-02
Vi dnskar berakna = =€~
1+ e 0.1
e 0-1H0.90, e~0-2H0.82. Anvand felfortplantningsformeln for att bestamma felet i det
berdknadea-vardet. Hur manga signifikanta siffror har taljaren och hur manga har

namnaren? Gor en (grov) uppskattning av felet i det berakaaekirdet och ange antalet
signifikanta siffror i approximationen.5p)

med hjélp av de korrekt avrundade approximationerna



Uppgift 7

Det tryck som behdvs for att sanka ner tunga foremal i mjukt underlag kan bestammas
genom experiment med lattare foremal. Speciellt galler att trygkebm kravs for att en
cirkular platta med radie ska sjunka ner ett avstamti underlaget, kan approximeras
med ekvationen

p =kqek? +kar

dark,, ko ochks ar konstanter som beror pa underlagets beskaffenhed peten inte pa
r. FOr att bestamma dessa konstanter kan man alltsd mata trycken som kravs for att sanka
ner tre sma plattor med olika radiey, r » ochr 5 till samma djupd.

a) Skriv upp det icke-linjara ekvationssystem som ska l6sas. Ange en iterativ metod for
dess losning och kommentera vilket subproblem som ska l6sas i varje iteration och
vilken metod som kan anvandas for detta subprobl&m). (

b) Om man gor fler &n tre prov av ovanstaende slag blir systemet Gverbestamt. Ange en
iterativ metod att I6sa detta problem i minsta-kvadrat mening. Tala aven héar om hur
ingaende subproblem ser ut och hur det 16ss). (

Uppgift 8
| en cirkular, pords katalysatorpartikel beskrivs koncentrationen av det amne katalysatorn
verkar pa av féljande randvardesproblem
n — 2 l - 2
y'(0)=0,y(1)=1
dar @, y och B ar konstanter.

a) Formulera inskjutningsmetoden for problemet. Ange speciellt den icke-linjara ekva-
tion som ska losas samt teckna en numerisk metod for att I6sa denna ekvdppn. (

b) Formulera en differensmetod for problemet och skriv upp det resulterande icke-linjara
ekvationssystemet.4p)
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1. a) se LAT sid 35.

[ 120 -3 e [140]  [-28
b)A—[_2 11 0},AA x—Aubhrda[ 0 6}:}:—[ 0]

0
Vifaralltsav” = ATz = (=2, —4, 0, 6)7, v/ = u—u" = (0, =3, 3, —=2)7

med l6sning x = [ —2 ]

2. a) I(f) = p innebér f; = p(x;) = p; , i = 1,...,n+ 1 och pad samma
satt innebér I(g) =qatt g =¢; , i=1,..,n+1

Vidare galler (f + g)(z;) = fi+ 9 =pi + ¢ = (p+ q)(z;) dvs
I(f+9)=p+q=1I(f)+ I(g) ty interpolationen ar entydig.

P& liknande sétt visas I(af) = ap = al(f), dar « dr en skaldr och
ddarmed har vi visat att I dr en linjar operator.

b) Nollrummet &r odndligtdimensionellt eftersom det dr méngden av
alla funktioner som ar noll i interpolationspunkterna, exempelvis funk-
tioner (z — z1)(x — x2)...(x — Tp41)h(x) f6r godtycklig funktion A(z).
Véarderummet dr P,(R) eftersom till ett givet polynom finns alltid en
funktion med samma virden som polynomet i de givna interpolations-
punkterna. Dimensionen pa virderummet ar alltsa n + 1.

¢) Ansitt py = a + bz + cx(z — 1). Interpolationsvillkoren ger: py(0)
f(0)=0dvsa=0, po(1) = f(1) =1 dvs b =1 och ps(2) = f(2) =
dvs ¢ = 3. Polynomet &r alltsa pe(z) = = + 3z(z — 1).

8

0
3.a) F(1)=2?% F(z) =z, F(z?)=1ger A= | 0
1

o = O
o O =

b) A (linjir) matris, V(F') = P, sa ok!



1 11

c¢) Transformationsmatrisen 7 = | 1 —1 0 | &r reguljir, alltsa basen
0 01
ok! Vidare giller Fp; = 224+ = p3—py, Fpy = 22 —x = p3—p1, Fp3 =
0 -1 0
224+ 1=pydvs A= -1 0 0
1 11

d) Fran b) ser vi att —1 + z? #r egenvektor med egenvirde —1 och
att x dr egenvektor med egenvirde 1. Vidare ser vi fran c¢) att p3 &r
egenvektor med egenvirde 1, dvs Span(z, 2? + 1) egenvektorer med
egenvirde 1.

1 10 -1 1 10
La)A=—-|020]|, D= ) T=1010
0 0 3 -3 0 01
och vi far 21 = cie™, 2 = e ™, 23 = cze3 och z = Tz =
cre b+ coe ®
coe™ 2t . Begynnelseviirdena z(0) = (2, 1, 1) ger
c=(1, 1, 1)T och Iésningen z = (et + e %, e 2 e 3)T
1 10 1 -1 0
b)A=—| 0 1 0 | ejdiagonaliserbar, 7= | 0 0 0 | &r singu-
0 0 3 0 0 1
lar.

¢) Exempelvis Eulers framatmetod: zx,1 = xx + hAz,. Matrisen A ar
inte styv sa det blir inga problem med stabilitet. Steglingden h viljes
endast med tanke pa 6nskad noggrannhet.

a) A=UXVT dir U #r ortogonal m x m, ¥ ar diagonal m x n och V
ar ortogonal n x n.

b) A=U%, V! dar Uy &c m xr, S arr xr, V arn xr och r ir A:s
rang.

Q) A* = VST = X, of vl
d) Ap =30, o], || A= Ay ||2= Okt1
. Med z = e %! =~ 090, y = e%? ~ 0.82 ska vi alltsi berikna a =
1o Felfortplantning: da ~ (lﬂy ox — Hw&y med | da |< (?gégg +
T 85 )() 005 < 0.005. Den utridknade approximationen blir a = 1+8 Sg =
0.18

T = 0.09.. och vi ser att téljaren 1 —y = 0.18 dr angiven med tva

©olr
(=]



signifikanta siffror, ndmnaren 1 4+ x ~ 1.90 med tre signifikanta siffror
och a =~ 0.09 med en signikant siffra.

. a) Los f(k) = 0dér f; = p; — k1e®"i — ksry, i = 1,2, 3. Newtons metod
blir: k&Y = kO 4+ dO JkWO)dD = —f(kW), I =1, 2, .... Har ar
| | |

J Jacobianmatrisen J = | —ef2mi  —pr;kef2mi —p; | Ett linjirt ekva-

tionssystem lOses i varje iteration, exempelvis med Gausselimination.
b) Problemet kan formuleras
mink || f(k) ”27 fZ =Di— klekQ’ri - k'3’l"i, 1= 1,2: “eey M.

Har kan Gauss-Newtons metod anvidndas. Den ser ut som Newtons
metod ovan men ett 6verbestiamt ekvationssystem l6ses i varje iteration
exempelvis med QR-faktorisering (eller SVD).

= 0)=1
.y, =y och y, = i ger system 4 71~ P2 { y(
n Yy Yo y g Yy { yé — g(y1) y2(0) =0
a) Begynnelsevirdesproblemet blir { Y= { n(0) =s
Y vh=9(n) * | 5(0)=0

Om I6sningen till detta system &r y(z, s) ska ekvationen
q(s) = y1(1,s) — 1 = 0 16sas. Med sekantmetoden blir det:

k+1) _ o(k y1(1,s®)(s(*) —s(k—1)) _
S( +1) — S( ) — yll(l,s(k))*yl(l,s(k_l))’ k= ]_’2’

b) Centraldifferenser ger berdkningsspindlarna: 3" ~ hl—z [ 1 -2 1 ]

y' ~ 5[ -1 0 1 ]. Villkoret /(0) = 0 ger spindeln

"N~ 1

YR [ 0 -2 2 } i vinster andpunkt.

Det ickelinjira ekvationssystemet som approximerar y” — g(y) = 0 blir
alltsa:

—2 2 Y1 9(y1) 0
1 -2 1 Yo 9(y2) 0
. ]
7z - =
1 -2 1 Yn—2 g(yn—2) 0
i T =21 | yn-1 | | 9(Yn—1) | i —# i



