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2001-05-26 X X
2001-08-31 X X
2002-01-14 X X
2002-05-31 X X
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2005-08-26 X X
2006-01-09 X X
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Institutionen for LINJAR ALGEBRA OCH NUMERISK ANALYS F1
Matematik
Goteborg 2000-05-26

TENTAMEN I LINJAR ALGEBRA OCH NUMERISK ANALYS F1, TMAG671

DAG: Fredag 26 maj 2000 TID: 8.45-12.45 SAL:VV
Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94 (ankn. 1094)
Forfragningar:  lvar Gustafsson

Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen

Resultat: Anslas pa institutionen senast 13 juni

Betygsgranser: 30, 42, 54 av maximalt 60 podng
Bonus (hogst 10 poéng) fran inlamningsuppgifter far tillgodoréaknas.

Hjélpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt satt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vl motiveras

LYCKATILL'!

Uppgift 1
a) Lat U vara ett underrum till det linjara rummet V och lat UE vara ortogonala kom-
plementet till U. Visa att foljande tva egenskaper ar ekvivalenta for vektorer u 0V och
u ou
(i) u—-uv OuUb
(i) lu—u [Isflu—w], OwOU  (6p)
b) Tillampning pa a-uppgiften: Lat U vara det underrum till R4 som definieras av
X1+2Xo—3x4=0
—2X1+ X9 +Xx3=0
Bestdam m.a.p.  standardskal&rprodukten  bésta approximation u' OU till
u=(-2-7,34). (3p)

Uppgift 2

Betrakta interpolationsoperatorn 1:C(R) - P,(R), dvs fran méangden av kontinuerliga
funktioner till mangden av polynom av grad hogst n, dér interpolationspunkterna (n+1
st) ar givna punkter dar funktion och polynom éverensstammer.

a) Visa att | ar en linjar operator. (4p)

b) Vad ar dimensionen pa nollrummet till 1 och vad &r dimensionen pa varderummet?
Motivera ordentligt. (2p)

c)Latf =x3, x;=0, x,=1, x3=2. Bestdm p, som interpolerar f i punkterna. (2p)



Uppgift 3
Lat P, vara det linjara rummet av alla polynom av grad < 2. Avbildningen F definieras
genom

(Fp)(x) =x?p ()

a) Visa att F &r en linjar avbildning fran P till P, (2p).

b) Bestam matrisen for F i basen {1, x, x2} (2p).

c) Bestam matrisen for F i basen p1=1+x, po=1—x, p3=1+x2 Visa forst att
detta ar en bas (3p).

d) Bestam alla egenvarden och egenvektorer till F. (2p)

Uppgift 4
a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden: (4p)

x1'(t) =—xa(t) — x2(t), x1(0)=2
x2'(t) = —2x,(t), x2(0)=1
x3'(t) =—3x3(t), x3(0) =1

b) Vad blir det for problem med diagonaliseringsmetoden om andra ekvationen andras
till xo'(t) = —x»(t)? Motivera ordentligt! (2p)

c) Foresla en numerisk metod som klarar av problemet i b-uppgiften. Skriv upp ett rekur-
sionssteg med metoden. Far du nagra stabilitetsproblem nar din metod tillampas pa det
aktuella problemet? (3p)

Uppgift 5

a) Definiera singularvardesuppdelning (SVD) av en m x n-matris, m>n (2p)
b) Vad menas med kompakt SVD? (1p)

c) Definiera en pseudoinvers utifran SVD. (1p)

d) Pa vilket satt kan SVD anvandas for att fa basta approximation av en matris och hur
stort blir felet? (2p)

Uppgift 6

1-¢e702
1+e 0l
e 01H0.90, e~02H0.82. Anvind felfortplantningsformeln for att bestamma felet i det
berdknade a-vardet. Hur manga signifikanta siffror har taljaren och hur manga har
namnaren? Gor en (grov) uppskattning av felet i det berédknade a-vardet och ange antalet
signifikanta siffror i approximationen. (5p)

Vi 6nskar berdkna a = med hjalp av de korrekt avrundade approximationerna



Uppgift 7

Det tryck som behdvs for att sanka ner tunga féremal i mjukt underlag kan bestammas
genom experiment med lattare foremal. Speciellt géller att trycket p, som kravs for att en
cirkular platta med radie r ska sjunka ner ett avstand d i underlaget, kan approximeras
med ekvationen

p =kek +kar

dar kq, k, och k3 &r konstanter som beror pa underlagets beskaffenhet och d, men inte pa
r. For att bestimma dessa konstanter kan man alltsa méta trycken som kréavs for att sanka
ner tre sma plattor med olika radier rq, r, och r till samma djup d.

a) Skriv upp det icke-linjara ekvationssystem som ska lGsas. Ange en iterativ metod for
dess l6sning och kommentera vilket subproblem som ska l6sas i varje iteration och
vilken metod som kan anvandas for detta subproblem. (3p)

b) Om man gor fler &n tre prov av ovanstaende slag blir systemet 6verbestamt. Ange en
iterativ metod att I6sa detta problem i minsta-kvadrat mening. Tala &ven har om hur
ingaende subproblem ser ut och hur det I6ses. (3p)

Uppgift 8
| en cirkulér, poros katalysatorpartikel beskrivs koncentrationen av det &mne katalysatorn
verkar pa av foljande randvérdesproblem

y" =d2y exp(yp ﬁéﬁ_Lyy), 0<x<1
y'(0)=0, y(1)=1
dar &, y och B &r konstanter.

a) Formulera inskjutningsmetoden for problemet. Ange speciellt den icke-linjara ekva-
tion som ska l6sas samt teckna en numerisk metod for att I6sa denna ekvation. (4p)

b) Formulera en differensmetod for problemet och skriv upp det resulterande icke-linjara
ekvationssystemet. (4p)



Matematik
Chalmers
Ivar Gustafsson

F1 - Linjir algebra och numerisk analys, TMA671
Losningar till tentamen 26 maj 2000

1. a) se LAT sid 35.

_ 1 2 0 -3 T . .. | 14 0 | —28
b) A = 9 11 0},1414 x—Aubhrda[ 06 |%= 0}
med 16sning =z = [ _g ]

Vifaralltsd v = ATz = (=2, —4, 0, 6)7, v/ = u—u" = (0, =3, 3, —2)7

2. a) I(f) = p innebar f; = p(x;) = p;, i = 1,...,n+ 1 och pad samma
satt innebar I(g) =qatt gi=¢;, i=1,...,n+1

Vidare galler (f + g)(z;) = fi+ 9 =pi + ¢ = (p+ ¢)(x;) dvs
I(f+9)=p+q=1I(f)+ I(g) ty interpolationen ar entydig.

P& liknande sétt visas I(af) = ap = al(f), dar « ar en skaldr och
ddrmed har vi visat att I dr en linjar operator.

b) Nollrummet &r odndligtdimensionellt eftersom det dr méngden av
alla funktioner som &r noll i interpolationspunkterna, exempelvis funk-
tioner (z — z1)(z — z2)...(z — Tpy1)h(x) for godtycklig funktion h(z).
Vérderummet dr P,(R) eftersom till ett givet polynom finns alltid en
funktion med samma virden som polynomet i de givna interpolations-
punkterna. Dimensionen pa virderummet ar alltsa n + 1.

¢) Ansitt po = a + bz + cx(z — 1). Interpolationsvillkoren ger: py(0) =
f(0)=0dvsa=0,p(1) = f(1) =1dvs b =1 och p2(2) = f(2) =8
dvs ¢ = 3. Polynomet &r alltsa py(z) = = + 3z(z — 1).

0
3.a) F(1)=42?% F(z)==z, F(z*)=1ger A= | 0
1

o = O
o O =

b) A (linjér) matris, V(F) = P, s& ok!



1 11

c¢) Transformationsmatrisen 7 = | 1 —1 0 [ dr reguljir, alltsa basen
0 01
ok! Vidare giller Fp; = 2241 = p3—py, Fpy = 22 —x = p3—p1, Fp3 =
0 -1 0
224 1=p3dvs A= -1 0 0
1 11

d) Fran b) ser vi att —1 + 22 #r egenvektor med egenvirde —1 och
att x ar egenvektor med egenviirde 1. Vidare ser vi fran c) att ps ar
egenvektor med egenvirde 1, dvs Span(x, z? + 1) egenvektorer med
egenvarde 1.

[110] [—1 ] [110]
,a) A=—-102 0}, D= -2 , TT=1010
[003J [ —3J [()OlJ
och vi far z; = ciet, 20 = coe ™, 23 = cge 3 och v = Tz =

[ cret + cpe™ -|

[ coe %t J . Begynnelseviirdena z(0) = (2, 1, 1)T ger
3t

c= (1, 1, 1)T och l6sningen z = (et + e 2, e 2, e 3T
1 10 1 -1 0

b)A=—| 0 1 0 | ejdiagonaliserbar,7=| 0 0 0 | &r singu-
0 0 3 0 0 1

lar.

c¢) Exempelvis Eulers framatmetod: 25,1 = xx + hAzg. Matrisen A ar
inte styv sa det blir inga problem med stabilitet. Steglingden h viljes
endast med tanke pa 6nskad noggrannhet.

.a) A=UXVT dér U &r ortogonal m x m, ¥ r diagonal m x n och V
ar ortogonal n X n.

b) A=US,VE dir Uy &r m xr, S drr xr, V drn xr och r ir A:s
rang.

) AT = ViEUT = 30, o7 v

i=1"1%

d) A =38 ol || A= Ay |lo= 0k

. Med z = e%! =~ 0.90, y = %% ~ 0.82 ska vi alltsd berikna a =

L:—Z. Felfortplantning: da = 6z — 1170y med | da [< (3355

+

1—y
(T+a)?
7355)0.005 < 0.005. Den utriknade approximationen blir a = {7552 =
0.1

790 = 0.09.. och vi ser att taljaren 1 —y ~ 0.18 &r angiven med tvéi

oot



signifikanta siffror, ndmnaren 1 4+ x =~ 1.90 med tre signifikanta siffror
och a ~ 0.09 med en signikant siffra.

. a) Los f(k) =0 dér f; = p; — k1e®™ — ksry, i = 1,2, 3. Newtons metod
blir: k¢+D = kO 4+ dO JkD)dD = —f(kW), I =1, 2, ... Har ar

| | | 1
J Jacobianmatrisen J = [ —ek2ri —pikief2ri —r; 1 Ett linjart ekva-
N

tionssystem lGses i varje iteration, exempelvis med Gausselimination.
b) Problemet kan formuleras
ming || f(k) |2, fi = pi — kie®r; — kari, i =1,2,...,m.

Har kan Gauss-Newtons metod anvindas. Den ser ut som Newtons
metod ovan men ett 6verbestdmt ekvationssystem l6ses i varje iteration
exempelvis med QR-faktorisering (eller SVD).

I = 0)=1
.y =y och y, = y' ger system 4 71 2 , { o
ST VO = YRR { vy =9y) " | %2(0)=0

=V { ylEO) =

!
a) Begynnelsevirdesproblemet blir { z}
2

Om I6sningen till detta system &r y(z, s) ska ekvationen
q(s) =y1(1,s) — 1 =0 16sas. Med sekantmetoden blir det:

B1) _ (R _ (@)W sty
S( +1) = 8( ) — yi(l,s(’“))—yl(l,s(k—l))’ k = ]_’ 2’

b) Centraldifferenser ger berdkningsspindlarna: y” ~ hl—Q [ 1 -2 1 }

y'~ 5= [ -1 0 1 ]. Villkoret 4'(0) = 0 ger spindeln

y"~ 5[0 —2 2] ivinster indpunkt.

Det ickelinjira ekvationssystemet som approximerar " — g(y) = 0 blir
alltsa:

92 2 Y1 9(y1) 0
1 -2 1 Ys 9(y2) 0
1 _ _
h? -
1 -2 1 Yn—2 9(Yn—2) 0
I 1 =2 | [yt | L9Wnt) | | =32



Institutionen for LINJAR ALGEBRA OCH NUMERISK ANALYS F1
Matematik

Goteborg 2000-08-25

TENTAMEN | LINJAR ALGEBRA OCH NUMERISK ANALYS F1, TMA671

OBS! NYA KURSEN

DAG: Fredag 25 augusti 2000 TID: 8.45-12.45 SAL:VV
Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94 (ankn. 1094)
Forfragningar:  Ivar Gustafsson

Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen

Resultat: Anslas pa institutionen senast 11 september

Betygsgranser: 30, 42, 54 av maximalt 60 podng
Bonus (hdgst 10 poang) fran inlamningsuppgifter far tillgodoraknas.
Hjalpmedel: Inga
lakttag foljande:
- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad
- Alla svar skall val motiveras

LYCKATILL'!

Uppgift 1. Visa spektralsatsen: Lat F vara en symmetrisk linjar avbildning pa ett
andligtdimensionellt reellt linjart rum V. D4 finns det en ON-bas for V bestaende av
egenvektorer till F. (8p)

Uppgift 2

" iy . 2 la . : iy
a) Undersok om mangden av matriser pa formen |, 1 , for godtyckliga a, bUR ar ett
linjart rum med avseende pa de vanliga matrisoperationerna. Om inte, ange alla axiom

som inte galler. Hur blir det om man i stéllet betraktar g 8 ? (4p)

b) Lat A =D +auut, dar aR, uJR" och D =diag(d4, dy, - - -, dy). Visa att om det
for nagot i galler att d; =d;4q eller att u; =0 sa ar d; ett egenvarde till A. Bestam egen-
vektorerna horande till d; i de bada fallen. (4p)

c) Visa att om en matris ar ortogonal och triangular sa ar den diagonal. Bestam
diagonalelementen. (4p)

p1
Uppgift 3. Betrakta den reella matrisen A = (1) é
11
Bestam p och q sa att dim V(A) =dim N(A) och ange ON-baser for rummen for dessa

varden pa p och g.
Bestam dven baser for N(A)= och V(A)Y (ortogonala komplementen till nollrummet
resp varderummet). (6p)



Uppgift 4
a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden: (5p)

X1'(t) =—xa(t) —xs(t), x1(0)=2

X2'(t) =—2x(t) — xa(t), x2(0)=3

x3'(t) = —=3xs(t) , x3(0) =2
b) Vad blir det for problem med diagonaliseringsmetoden om tredje ekvationen andras
till x3'(t) = —x3(t)? Motivera ordentligt! (2p)
c) Betrakta Trapetsmetoden for att 16sa systemet i b)-uppgiften. Metoden ar i allmanhet
implicit, som bekant. Visa att den kan formuleras explicit i detta fall. (3p)
Uppgift 5

b
Visa hur man kan bestdmma integralen ‘[f (x) dx genom att formulera och lésa ett

lampligt ODE-problem. Om man anvéander trapetsmetoden pa ODE-problemet, vilken
numerisk metod for kvadratur, dvs for att approximera integralen, motsvarar det? (6p)

Uppgift 6
12

Bestam en QR-faktorisering och en SVD-faktorisering av matrisen A = 2 =1 . (5p)
10

Uppgift 7

a) Ange foljande metoder vid optimering i flera variabler:

Steepest Descent (1p)

Newtons metod med och utan ddmpning (1p)

Levenberg-Marquardts metod for icke linjar minsta kvadrat. (2p)

b) Harled Gauss-Newtons metod for icke-linjara minsta kvadrat problem. (3p)

Uppgift 8
For studium av mekaniska pafrestningar pa ryggraden hos méanniskan anvands foljande
differentialekvationsmodell
y"=p3y +a)(2(y')>-1), 0<x<L
y(0)=0, y'(0)=v
a=-(qy'(L)+y(L))
dar p, q och v &rgivna parametrar.
a) FOr over problemet till ett system av forsta ordningens ekvationer. (2p)

b) Om a vore ként vore det inga problem att I16sa systemet. Helt analogt med inskjut-
ningsmetoden kan man formulera en ekvation vars losning ger korrekt a-varde och
darmed l6sningen. Ange denna ekvation och ange en l&mplig metod att I6sa den. (4p)



Matematik
Chalmers
Ivar Gustafsson

F1 - Linjir algebra och numerisk analys, TMA671
Losningar till tentamen 25 augusti 2000

1. Se LAT sid 66.

2. a) [ 2 ? } utgor ej linjart rum : (1) och (2) géller inte, (3) och (4)

giller, (5) géller inte ty nollmatrisen &r inte med, (6) - (9) géller, (10)
géller inte eftersom (5) inte géller.

0 a . 1o eu
[ b0 ] utgor linjart rum.
b) u; = 0: Med ¢; = (0,0,..,0,1,0,...,0,0)T (ettan pa plats 7) far vi:
Ae,- = Dei + 0= di6i

d; = di;1: Med f; = (0,0, ...,0,u;11, —u;, 0, ..., 0,0)T (u; pa plats i + 1)

c) Betrakta matrismultiplikationen AA” = E, som giller eftersom A dr
ortogonal. Anta att A ir nedat trianguliir, da ir AT uppat triangulr.
Forsta kolonnen i A maste da ha nollor under diagonalen, annars skulle
inte AAT kunna ha det. Forsta elementet i kolonn 1 méste ha virdet
+1 eller -1 eftersom kvadraten blir 1. Fortsétt sedan resonemanget for
successivt kolonn 2, kolonn 3 etc. Vi finner att A maste vara diagonal
med +1 eller -1 i diagonalen.

3. Enligt dimensionssatser ar dimV (A) + dimN(A) = 2 och eftersom de
ar lika maste rummens dimension vara 1. Kolonnerna i A ska alltsa vara
linjart beroende och enda méjligheten ar alltsa p = 1 och ¢ = 0. En ON-
bas for V(A) ar da %(1, 1,0,1)". Vidare ser vi direkt att %(1, -T
ar en ON-bas for N(A) och dess ortogonala komplement har da ON-

basen %(1, 1)T. Slutligen &r ortogonala komplementet till V (A) samma
som N(AT) och detta kan bestimmas genom att 16sa ett homogent

ekvationssystem A’z = 0. Denna ldsning blir tre-parametrig och vi
kan ta ut foljande bas: (0,0,1,0)%, (-=1,0,0,1)T, (-=1,1,0,0)T



1 01 -1 1 01
4. a) A=—-102 11|, D= -2 , T = 01 2
00 3 -3 0 0 2

och vi far 21 = cie™, 20 = e ™, 23 = cze™ och x = Tz =

cie”t + cze™
cpe™? + 2¢c3e73t | . Begynnelsevirdena x(0) = (2, 3, 2)T ger
2cze 3

c= (1, 1, 1) och lésningen x = (e7t + e, e % 4 2e73, 2737,
—1

0 ar singu-

1
byA=—|0
0 0

o NN O
o = O

1 1
1 | ej diagonaliserbar, "= | 0
1 0

lar.

¢) Trapetsmetoden: zy,1 = x + %(Axk + Azgy1). Om vi léser ut zx 1
far vi alltsa: 241 = (F — 2A)"YE + 2A)z, = B(h)z, dir B(h) =

(E — 2)~Y(E + 2 A) &r oberoende av iterationsindex.

I __
I = fabf(:v) dz. ODE: { F(l:) ;‘é vars 16sning ger F'(b) = I. Trapets-
metoden: Fo =0, F; = Fy + %[fo + fil, Fo=F1 + %[ﬁ + foy ooy Fn =
Fn,l—i—%[fn,l-i-fn] = %[f0+2f1+...+2fn71+fn], vilket ar trapetsformeln
for approximation av 1.

6 0

0 5 ] . Vi skaffar en

. Vi ser att kolonnerna i A ir ortogonala, AT A = [

tredje ortogonal kolonn med Gram-Schmidt’s metod: e; = (1,2,1)T] ey =

2,-1,0)7, es = (1,1, )" —=4(1,2,1)" = 1(2,-1,0)" = L (-1,-2,5)".

[T B TV [\/6 0
Normering ger ) = { —% —% och Rblirda R = [ 0 5
0 0

SIS

0
SVD: A = UXVT giller med U = @ (enligt ovan) och XVT = R, dvs
Y=Roch VI =V =E.
o a) 2D = k) 1 d*) SD: gk = — 7 f(2®)),
Newton: d®) = —aH (z®)) =157 f(z®), o < 1 innebér dimpning, o = 1
innebar odampad Newton.
LM: d®) = —(J ("N T J(x®)) + uE) "1 J (xE)7T f(2*))
b) ming || f(z) ||~ ming || f(=®) + J(z®)(z — 2®) ||5. Ta z*+1) som
16sningen till minproblemet, da far vi Gauss-Newtons metod:

i
|



k1) — (k) o q(k)
J(x*+D)d®) = — f (k)

Y1 =12 .

o =p’(y1 —a) (595 — 1)
y2(0) = v

b) Inskjutning pa a innebéir att 16sa ekvationen

g(a) = 0 dér g(a) = a+ qy2(L, a) + y1(L, a)

8. a) Systemet skrivs om som (BVP):

Sekantmetoden pa ekvationen blir: ¢! = g*) — ¢ ga(:(ic))()a_(’:(;&(:?)’ k=

1,2,.... Varje nytt g(a®)) kriver att (BVP) loses, dvs detta gors en gang
per iteration i sekantmetoden.




Institutionen for LINJAR ALGEBRA OCH NUMERISK ANALYS F1
Matematik

Goteborg 2001-01-09

TENTAMEN | LINJAR ALGEBRA OCH NUMERISK ANALYS F1, TMA671

OBS!NYA KURSEN

DAG: Tisdag 9 januari 2001 TID: 8.45-12.45 SAL:V
Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94 (ankn. 1094)
Forfragningar: Ivar Gustafsson, ankn. 1094

Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen
Resultat: Anslas pa institutionen senast 29 januari

Betygsgranser: 30, 42, 54 av maximalt 60 podng
Bonus (hdgst 10 poang) fran inlamningsuppgifter far tillgodoraknas.
Hjalpmedel: Inga
lakttag foljande:
- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt satt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad
- Alla svar skall val motiveras

LYCKATILL'!

Uppgift 1
a) Visa Cauchy-Schwartz’ olikhet, dvs
[<u,v=>|<||u ||||v || foralla u,v OV
dar V ar ett reellt linjart rum med skaldrprodukt. Ange speciellt nar likhet intraffar. (7p)
b) Visaatt |[xyt|> = XLy |l fér x OR", y ORDN,
Ledning: Definition av matrisnorm samt Cauchy-Schwartz olikhet. (5p)

Uppgift 2

ar diagonaliserbar.  (4p)

= OO

2 2
a) Undersok om matrisen A = |0 2
00

b) Ta fram en startvektor sadan att potensmetoden inte fungerar pa matrisen A. (2p)
Uppgift 3

Betrakta matrisen A =

N - O
R OR

-1
2
3

a) Bestamrang (A) (2p)

b) Ange en bas for N (A). (2p)

c) Ta fram en faktorisering PA = LU, dar P star for systematiska (stabila) radbyten vid
Gausselimineringen. (4p)



Uppgift 4

Lat P: R3 - R3vara den ortogonala projektionen pa planet x + 2y + 3z =0.
a) Bestam standardmatrisen for P. (4p)

b) Bestdm genom geometriskt betraktande egenvérdena till P. (2p)

c) Ar avbildningen inverterbar? (1p)

d) Bestdm en bas av egenvektorer till P. (2p)

Uppgift 5

Vi Onskar bestdmma den linjara spline med nod i x =2 som i minsta-kvadrat-mening
bést anpassar till punkterna (0, 0), (1, 2),(3,1) och (4,0) i planet. S&tt upp det
Overbestdamda ekvationssystem som ska l0sas for att bestdmma splinen. Ekvationssys-
temet behover inte losas.  (5p)

Uppgift 6

a) Betrakta approximationen eX 51 +x for x nara noll. Ange framét och bakat-felen da
x =0.1. (2p)

b) Betrakta algoritmen att berdkna 1+x i ett flyttalssystem med IEEE-standard.

Genomfor bakatanalys av algoritmen. Ta hansyn till att x maste lagras avrundat, talet 1
daremot lagras exakt. Ange, med tydlig motivering, om algoritmen &r stabil eller inte.

(3p)

Uppgift 7
En modell pa formen (t) = ae Pt +y ska genom val av parametrarna o, 3 och y anpas-
sas till en matserie (tj, gi),1 =1,2 --- ,m, dar m > 3. Formulera motsvarande icke-

linjara minsta-kvadrat problem. Ange residual, Jacobian och teckna en iteration i Gauss-
Newtons metod. (6p)

Uppgift 8
Betrakta ode-problemy’ =f (t,y), y (tg) =cCo.

a) Harled Eulers framatmetod for problemet genom att anvanda lamplig approximation
av derivatan. (2p)

b) Harled trapetsmetoden for problemet genom att anvénda lamplig approximation av
integralformuleringen av problemet. (2p)

c) Betrakta problemet y =-Ay,y(0)= [(1) 0<t<5 dar A= E g . Ar Eulers
framatmetod resp trapetsmetoden stabila for steglangen h =0.1? (3p)

d) Rakna fram en approximation till y (0.1) med Eulers framatmetod och steg h = 0.1 for
problemet i c-uppgiften. (2p)
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1. a) Se LAT sid 31.
b) || zy" 2= (def)

maz || 2y'z || maz | y'z ||z |2

2170 fzlla — [zl0 [z,

< (C-9)
L9 Il = flll = [l
=1k

=y ll2ll 2 flz -

Om z och y linjirt beroende sa likhet i C-S (v.s.v.)

2. a) Egenviirden dr A\ = Ay = 2 och A3 = 1. Egenvektor till A3 = 1
ar (0,0,1)". Egenvektorer till A\; = Ay = 2 fas frin homogent system

02 0
med matrisen | 0 O 0 |. Fran 16sningen kan vi plocka fram basen
00 —1

(1,0,0)", (0,0,1)" for egenvektorsrummet. Vi kan alltsa inte spianna
hela R3 med egenvektorer. A #r inte diagonaliserbar.

b) xo = (0,0,1)" fungerar inte, det ger Az = x hela tiden och xq &r
inte ratt egenvektor.

3. ¢) Gausselimination med radbyten ger successivt matriserna:

01 -1 2 1 3 2 1 3
A=|10 2 |, |10 2 |,]0 =2 1 [,
2 1 3 01 -1 0 1 -1

2 1 3 21 3
0 1 —-1],]01 -1|=U.
0 —5 1 00 0



Vi gor alltsa radbyten i bada stegen och permutationsmatrisen blir

001

P=PP =1 0 0 |.Vidare samlar vi ihop multiplikatorerna till
010

1 0 0]

0 1 0

b1

a) Rangen for A dr antal linjirt oberoende kolonner i U, dvs 2.

b) Bas for N(A) kan fas genom att 16sa homogent system Uz = 0 och
ur l6sningen tar vi fram basen (—2,1,1)"

a) Vi ska projicera standardbasens element e; pa N(A) ddr A = [1 2 3].
Projektionen pa V(A") tas med normalekvationerna. For e; = (1,0, 0)"
far vi systemet AA'x = Ae; med 16sning x = ﬁ och projektionen Alx =
+(1,2,3)". Projektionen av e; pa N(A) blir sedan Pe; = ey — A'zw =
(13, -2, —3)". Pa samma sétt far vi Pe; = 17(—2,10, —6)" och Pes =

13 -2 =3
#(—=3,-6,5)". Standardmatrisen for P blir alltsd &5 | —2 10 —6
-3 —6 5

b) Normalen projiceras pa nollvektorn dvs A; = 0.
Allt i planet blir oféréndrat vid projektionen dvs Ay = A3 = 1.
¢) Nej, ty ett egenvirde &r noll.

d) Egenvektor (1,2, 3)" 4r normalen och hor alltsa till egenvirde A\, = 0.
Tva linjért oberoende egenvektorer i planet duger for Ay = A3 = 1. Vi
kan exempelvis ta (2,—1,0)" och (3,0, —1)"

si(z)=a+br, 0 <z <2
So(x) =cHdr, 2<ax<4°

Splinevillkoret s1(2) = s2(2) ger ekvationen a = ¢ + 2d — 2b.

. Ansétt splinen som s(z) = {

Anpassning till punkterna, dvs s(0) ~ 0, s(2) =2, s(3) =1, s(4) =0
-2 1 2 0
-1 1 2 b 2
fas genom det Gverbestdmda systemet: 0 1 3 cl=1ql
0 1 4 d 0
Losningen ger b, ¢, d och a fas ur sambandet a = ¢ + 2d — 2b.
a) Framat: 1+ 2 —e* ~ -2 = % = 0,005

Bakat: f'(1+2)—2z=In(1+2)—z~ -2 = -2 — _0005



b)y=1+z, g=(1+z(l+ea))(l+e)=1+e+a(l+ea)(l+e)
dvs § = 1+ #, dar l=1+e och = z(1 + €1)(1 + €2) De relativa
felen blir alltsa: 1% = ¢y med | 1 1 |< p och jf_x = €1 + €9 + €165 med

== 227 1< 2p 4 p?. Sma stdrningar, dvs algorltmen ar stabil.

. Det icke-linjéra minsta-kvadrat problemet blir

amﬁm7 | fll2 dér f; = ae™P% + v — W(¢t,) &r residualerna.
| | |
Jacobianen blir J = | e P —t,ae P4 1

Lat x = (o, (3, 7)" Da kan Gauss-Newtons metod skrivas:

{ L) — () | g(k)

ca) y'(t) m WO qys y(t + h) — y(t) = hy'(t) = hf(t, y(t)). Med
Urs1 ~ y(t+k) och yr ~ y(t) far vi Eulers metod: yg11 = yx+hf (tr, yr)-
b) Integralform: ft’““ '(t) dt = t’c“ f(t, y(t)) dt ger y(tpa1) —y(te) =

ft':?“ f(t, y(t)) dt = (trapetsformeln) Bty i) + f(tesr, Yren)], som
ar trapetsmetoden.

¢) Egenvirdena till —A &r Ay = —1 och Ay = —2 med h)\; = —0.1
och h\; = —0.2, bada i stabilitetsomradet for metoderna, som alltsa ar
stabila for problemet.

1 10 1
d) y1 = yo — hAyo, yo = (1, 0)7, ylz[o]—o.l[l QHO}:

HEGIRES
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Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94 (ankn. 1094)
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Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen
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Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13

Resultatet kan far per telefon 772 3509, dagligen efter kl 14
Betygsgranser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poang

Bonus (hogst 10 poéng) fran inlamningsuppgifter far tillgodoridknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!
Uppgift 1
a) Visa att egenvektorer till en matris A, som hor till olika egenvérden, ar linjért oberoende. (6p)
2200
. . 02007]. . .
b) Undersok om matrisen A = 001 2| diagonaliserbar. (3p)
0001

Uppgift 2
Lat P, vara det linjira rummet av alla polynom av grad < 2. Avbildningarna F' och G,
fran P, till P,, definieras genom

F(ag + a1z + azz?) = ay + 2apx + (ag + ag)z?
G(ag + a1z + ax?®) = —ay + 2a0x + (ap + ay + as)z?

a) Bestdm matrisen till den sammansatta avbildningen F'G i basen {1, =, 2%} (4p)

b) Bestam alla egenvérden och egenvektorer till avbildningen FG. (3p)

c) Bestdm den omvinda (inversa) avbildningen till F'G och ange den pa samma form som
F och G ar angivna ovan. (2p)



Uppgift 3

Betrakta funktionerna f = x och g = 2% i rummet C[0 , 1] med skaldrprodukt
<[, g>= [y [(@)g(x) de

a) Bestdm vinkeln mellan f och g. (2p)

b) Anvénd Gramm-Schmidts process for att ortogonalisera g mot f. (3p)

Uppgift 4

Anta att Du har en SVD-faktorisering av en m x n -matris A med rang(A) = r och
m>mn>r.

a) Visa hur man kan fa fram nollrummet till A ur SVD-faktoriseringen. (2p)

b) Ange hur man kan berdkna en trunkerad minsta-kvadrat-l6sning till problemet

min, || Az — b ||s ur SVD-faktoriseringen. (2p)

c) Ange hur man ur SVD-faktoriseringen kan fa fram bésta approximation av rang = k
till A. Hur stort blir felet i approxiamtionen? (2p)

Uppgift 5

For en harmonisk svéngning med amplitud a och fasvinkel v géller modellen u(t) =
a sin(t + v). Vi vill bestimma a och v fran métningar (¢;, w;), ¢« = 1, ... , m med
m > 2.

a) Formulera om modellen sa att linjar minsta-kvadrat kan anvindas och skriv upp det
ekvationssystem som ska lsas samt hur a och v kan fas ur 16sningen. (4p)

b) Anviind den olinjdra modellen som den star och ange residual och Jacobian samt teckna
en iteration med Gauss-Newtons metod (4p)

Uppgift 6
Vid minimering i flera variabler utan bivillkor anvands sa kallade sokmetoder:

a) Ange Newtons metod for att bestdmma sokriktningen. (2p)

b) I en Kvasi-Newton-metod approximeras hessianen med Bj. Visa att sokriktningen blir
en descentriktning om By, dr positiv definit. (3p)

c) Newtons metod kan dven anvindas vid linjesdkningen. Skriv explicit upp hur den
metoden ser ut. (4p)

Uppgift 7

a) Skriv upp prediktor/korrektor-metoden:

(p) Euler framat

(k) Euler bakat

for ett begynnelsevirdesproblem for ett system av ordinéra differentialekvationer. (2p)

b) Vilken approximationsordning och vilket stabilitetsomrade har metoden i a)-uppgiften? (2p)
c¢) Vilken explicit metod far man om man endast gor en fixpunktsiteration i korrektorn i
a)-uppgiften? (2p)

d) Bestam stabilitetsomradet for metoden i c¢)-uppgiften. (2p)



Uppgift 8
I samband med ett stromningsproblem med gransskikt vill man 16sa foljande randvérde-
sproblem for en ordinér differentialekvation:

f@)f"(x) +2f"(x) =0, 0 <z <0,

med inskutningsmetoden.

a) Formulera det begynnelsevirdesproblem for ett forsta ordningens system av ordinéra
differentialekvationer som man upprepade ganger skall losa. (2p)

b) Ange den funktion g, i en variabel, vars nollstélle s svarar mot 16sningen till randvérde-
sproblemet. (2p)

c) Skriv upp en lamplig iterationsformel for 16sning av ekvationen ¢(s) = 0 och ange det
vésentliga arbetet som krévs i varje iteration. (2p)
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1 a) Se LAT, sid 63.

02 0 0 0
, 00 0 0 0
b) Egenvirden 2, 2, 1 och 1. A =2: (A—AI)x = 0 ger system 00 -1 2110
00 0 1 0
t
med l6sning z = 8 . Losningen spénner inte run av dimensionen 2 och didrmed &r A ej
0
diagonaliserbar.
010 0 -1 0
2 a) Matrisfor F: A= |2 0 0 |, matrisfor G: B= | 2 0 0 |. Matrisen for FG
1 0 1 1 1 1
2 0 0
blirda: AB=[0 -2 0
1 0 1
0 0 0 0
b) Egenvirden 2, -2 och 1. A=2gersystem | 0 —4 0 |z = | 0 | med l6sning
1 0 -1 0
1
x=t| 0 |. Egenvektor till egenviirdet 2 #r alltsa 1 + 2% och egenvektorerna till egenvér-
1
dena -2 och 1 far enkelt till x respektive z2.
2 0 0 0.5 0 O 1 00 0.5 0 0
c) |0 -2 0 0 —05 0| =1]010]dvs(AB)!= 0 —-05 0
1 0 1 -05 0 1 0 0 1 -05 0 1
och dirmed (FG) ' (ag + a1z + azx?®) = 0.5a¢9 — 0.5a,2 — (0.5a¢ — az)z?>.
3a)cosa=F2 = U VI 4 = arccos YO

sl = isy/is 4

b) j=g— =) =0 — {Gw =2 —0.75z.

4 a) A=UxVT =U,3, Vi (kompakt), V ortogonal.
AVy = Uy, ViTVa = 0 dvs N(A) = V(V5)

b) Minsta-kvadrat- losmng z=WVY ULy =37 vio; 'ul'boch trunkerad: z), = Zf Lvio; b,

c) A, =3¢ wow! med || A— Ay |l2= opp1.



5 a) u(t) = a sin(v) cos(t) + a cos(v) sin(t) = as cos(t) + ac sin(t) med nya parame-

trar as = a sin(v) och ac = a cos(v). 1 dessa parametrar har vi det linjara prob-
cos(ty) sin(tq) Uy

lemet Zi = | 7 |. Med sambandet as®* 4+ ac® = a? far vi
cos(ty) sin(tm) U,

da a = vas? + ac? och v = arcsin .
b) modell: u(t) = a sin(t + v), residualer: f; = a sin(t; +v) — u,
sin(ty +v) a cos(ty +v)

Jacobian: J =

sin(ty, +v) a cos(t, +v)

N 2D — 2 | k)
Gauss-Newton: = = [ ; } : { J(a®)d® = — f(z®)
6 a) H(z®)d® = -V f(z®).
b) —(d*"NI'V f(x®) = (d*))TBrd® > 0 om By #r positivt definit, dvs d*) &r en decsen-
triktning ty spetsig vinkel med —V f(2®).
c) Linjesckning: min, f(z® 4+ ad®) = min, g(a).

Newtons metod: a1 = o) — 5/’/(&?))) dvs
A+ = ) _ [FIEOraOatnrat

T [d®)TH (@ +aDdE)dE)
7a) (p): Yrs1 =y + hf (s ur), (K): Ykrr = Yo + Bf (trr1, Yrs1)
b) Approximationsordning 1, stabilitetsomrade {z € C;| z — 1 |> 1}
C) Yrr1 = Yk + hf(tesr, ye + Af (te, yr))
Stabilitetsomrade: {z € C,| 14+ 2z + 2 |< 1}

Y1 =y , y1(0) =0
8a)y,=/f, yo = [, ys = f" ger systemet (P):¢ v5 = y3 , ¥2(0) =0

ys = —0.5p1y3 , y3(0) = s
b) y2(b,s) =1 =0

s()_1](5(k) _g(k=1)
c) Sekantmetoden: s*+! = sk — [yng(’b,s(k)>)i];,z(b,s(k—u) \ k=1, 2, ..

I varje iteration loses systemet (P).
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LYCKA TILL!

Uppgift 1
Visa att for en reell symmetrisk matris A med minsta egenvérde \,,;, och storsta egenvéarde
Amaz giller att

Amin || © HQS T Az < Mpaa | x ||2

for alla x. Visa ocksa att likhet géller (forutom for x = 0) da och endast da x dr egenvektor
horande till A, respektive Apoe.  (7P)

Uppgift 2

a) Vid produktionen i en viss fabrik finns begrénsningen att férhallandet mellan tre in-
gaende &mnen x, y och z maste uppfylla villkoret x —y+2z = 0. Det blir alltsa fraga om att
véilja bésta approximation i detta plan. For att hjilpa foretaget att automatisera produk-
tionen ska Du ta fram (standard-)matrisen fér den ortogonala projektionen P : R* — R3
pa planet z —y + 2z =0. (4p)

b) Bestédm alla egenvirden och en bas av egenvektorer till projektionen i a)-uppgiften. (4p)



Uppgift 3

Betrakta avbildningen F : C(R) — C(R) definierad av F(f) = [g(z)f(z) dz, dir g €
C(R) och integrationskonstanten tas lika med noll.

a) Visa att F' &r en linjér avbildning. (2p)

b) Lat g(z) = x och betrakta avbildningen F' pa méngden av polynom av grad hogst n,
dvs F: P, — P, 5. Bestdm matrisen for F' i lampliga baser for P, och P,12. (5p).

Uppgift 4

a) Visa genom att anvinda Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess att man kan faktoris-
era en m r n-matris A, dar m > n, i en produkt A = QR, dér @) har ortonormala kolonner
och R &r uppat triangulidr. (4p)

1 2

b) Bestdm den kompakta ) R-faktoriseringen enligt a)-uppgiftenda A= | 0 1 |[. (2p)
1 -2

c) Bestdm kompakt SVD-faktoriseringen av matrisen i b)-uppgiften. (2p)

Uppgift 5
a) Definiera vad som menas med konvergensordning for en numerisk metod for ekvation-
slosning i en variabel.  (2p)
b) Vilken konvergensordning har Newtons metod vid enkelrot resp vid multipelrot av mul-
tiplicitet m? Vad blir den asymptotiska felkonstanten i det senare fallet? (2p)
24219 —3=0
c) Betrakta ekvationssystemet 3 —13=0
20 — 22— 1=0
Gor en iteration med Newtons metod med start i origo. (4p)

Uppgift 6
Du ska anpassa parametrarna a och b i modellen y(t) = 1/(a + be™") till métningar
(ti, vi), i=1, ..., m med m > 2.

a) Formulera om modellen sa att linjar minsta kvadrat kan anvéndas och skriv upp det
ekvationssystem som ska losas.  (4p)

b) Anvind den olinjira modellen som den star och ange residual och Jacobian samt teckna
en iteration med Gauss-Newtons metod. (4p)

Uppgift 7

a) Formulera linjesokningsproblemet vid minimering av en funktion av flera variabler utan
bivillkor. (3p)

b) Ange tva lampliga metoder for att 16sa linjesokningsproblemet. (2p)

Uppgift 8

Heuns metod for begynnelsevirdesproblem for ordinéra differentialekvationer definieras av:
Yrrt = Yo + 2{f (te, w) + f(te + hy ye + hf(tes ye))}

a) Klassificera metoden - &r den enstegs eller flerstegs, dr den explicit eller implicit, dr den
en Runge-Kutta-metod? (3p)

b) Visa att stabilitetsomradet for Heuns metod ér {z € C;| 1+ 2z + % |<1}. (6p)
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1 Se LAT, sid 77.

5 1 =2
2a) A=[1 —12], P=1—-AT(AAT)"A=}| 1 5 2
-2 2 2
b) Normalen projiceras till origo: A\; =0
Allt i planet ar oférédndrat av projektionen: Ay = A3 = 1.
Egenvektorer ir normalen= [1 — 1 2|7 samt tva linjirt oberoende vektorer i planet,
exempelvis [1 1 0]7 och [2 0 —1)7
3 a) F (f +h) = fg )+ h(x)] dv = [g(z)f(z) dx + [ g(x)h(x) dv = F(f) + F(h)
= [g(z)af(z dx:ozfg (2)f(x) de = aF(f). Alltsa linjér.
b) Bas for P,: ei =271 i=1, ..., n+1. Basfor Ppo: e, =21 i=1, ..., n+3.
=[xzt dox = [2' do = ﬁx”l Zil o i=1, ..., n+1
[0 0 0 ... .. 0
0 0 0 0
12 0 0 0
Matrisen blir | 0 1/3 0 0
0 0 1/4 0
0 0 0 .. .. 1/n+2) |

4 a) Gramm-Schmidt pa kolonnerna i A = [A; Ay ... A,] ger Q = [Q1 Qs ... Q). Kan
utokas till (), m x m ortogonal matris. Gramm-Schmidt berdknar skaldrprodukter

ri; =< Qi, A; > och om vi later R vara matris med element r;; s& giller QT A = R

eller A=QR,darr;; =0, 1> j, ty < @, A; >=0, 7 > j enligt Gramm-Schmidt.

5 1/vV2 2/3

09 ], som ar ortogonal. Normalisera ) = 0 1/3 och R ar da

b) ATA = {
1/v/2 —2/3
V2 0
0 3 }
c) Eftersom R i b)-uppgiften ér diagonal sa duger den som > i SVD och som V' kan vi ta

enhetsmatrisen, dvs A = UXVT = QRI.



. .. .. . q- \x(k+1)_x*| .
5 a) Konvergensordning &r storsta ¢ i limy .o T = C <o

b) Kvadratisk resp. linjir med C' =

x% + 2x9 — 3 2¢1 2 0
c) f(z)= T3 — x3 , J@)=| 0 323 -1
2r1 — ZL‘% -1 2 0 —2z3
=0 0 07, 20 =20 — @)1 f(2®) Ekvationssystemet J(2()d® = f(2®)
02 0 -3
blir | 0 0 —1 |d® =] 0 | medlosning d® =[-0.5 — 1.5 0]” och déirmed
20 0 —1
2V =20 —d =105 1.5 0T
6 a) y(t) =1/(a+be™?). Invertera 1/y(t) = a + be™".
1 e™ /)y
Ekvationssystem | = 7 [ Z ] =
1 etm 1/ Ym
1 el
" (atbet1)2 " (atbe1)2
b) Residualer f; = Mﬁ — 1;, Jacobian J = )
1 e~ tm
T latbe ) (atbetm)?

q 1Y a 1%
Gauss-Newton: [ b } = { b ] — J(a(l),b(l))_lf(a(l),b(l)).

7 a) Sokmetod: 1) = 2 4, d® for att minimera f(z).
Linjesokning: min, f(z® + ad®)
b) Gyllene snittet, polynomapproximation, Newtons metod med varianter.

8 a) Enstegs, explicit och Runge-Kutta-metod.

b) Testproblem for stabilitet: ¢y = Ay, dvs f = )\y

Yk+1 = Yk + ﬁ[)\yk = Myr + hAyr)] = yp + hAyy, + 2) yp = [L+hA+ (h’\) Jyr. Begriansade
16sningar for z = hA i stabilitetsomradet: {z € C;| 1+ 2z + % 22 <1}
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Resultatet kan far per telefon 772 3509, dagligen efter kl 14
Betygsgréanser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poédng

Bonus (hogst 10 poéng) fran inlimningsuppgifter far tillgodoriknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1
a) Visa spektralsatsen: Lat F' vara en symmetrisk linjar avbildning pa ett &ndligtdimen-
sionellt reellt linjart rum V. Da finns det en ON-bas for V' bestaende av egenvektorer till

F. (7p)

b) Den reella symmetriska 3 x 3 - matrisen A har egenvéirdena 2, 5 och 7. Dessutom géller
1 1 1 1

att Al 1 | =21 och Al =1 | =5]| —1 |. Ange en egenvektor till egenvéirdet
0 0 0 0

7. (3p)

Uppgift 2

a) Lat u € V, ett linjirt rum med skaldrprodukt och lat {e;}% , vara ON-bas for ett
underrum U till V. Visa att S2F | < wu,e; >2 < | ul|® (3p)

b) Betrakta det linjira rummet C[—m, 7] med skaldrprodukt < f,g >= ["_ f(¢)g(t) dt samt
funktionen f(t) =t, —=m <t < m. Bestdm bésta approximationen till f i underrummet

Span {\/%7’ ﬁsin(t), ﬁcos(t)}. (4p)



Uppgift 3

Betrakta den reella matrisen A = . Bestam p och ¢ sa att dim V(A) = dimN(A)

N =3
T

1
och ange baser for rummen V(A) och N(A) samt for ortogonala komplementen till dessa
rum, for dessa vérden pa p och q. (6p)

Uppgift 4

Lat A vara en n x 1-matris (bara en kolonn).

a) Ange explicit den kompakta QR-faktoriseringen av A. (2p)

b) Ange minstakvadratlosningen till det 6verbestémda ekvationssystemet Az = b, dér b ar
en n-vektor. (2p)

c¢) Bestdm explicit den kompakta SVD-faktoriseringen av A. (2p)

d) Bestdm explicit den kompakta SVD-faktoriseringen av A”. (2p)

Uppgift 5
En funktion ar given genom tabellen

x| 0 1 2 3 4
fl1-1.2 03 1.2 24 3.0

Berdkna en approximation till f04 f(z) dxr genom att anvéinda trapetsformeln och ett
stegs Richardsonextrapolation. Gor feluppskattning. Tabellvirdena antas vara korrekt
avrundade. (6p)

Uppgift 6
a) Definiera vad som menas med fixpunktsiteration vid ekvationslosning och skriv upp ett
villkor for konvergens for fallet en variabel. (3p)

m:{’ + 3ZE2 —4=0

b) Betrakta ekvationssystemet r3 — 213 =0
Gor en iteration med Newtons metod och start i origo. (4p)
Uppgift 7

Du ska anpassa parametrarna a och b i modellen y(t) = ﬁ till matningar (¢;, y;), i =
1, ..., m med m > 2.

a) Formulera om modellen sa att linjar minsta kvadrat kan anvéndas och skriv upp det
ekvationssystem som ska losas.  (4p).

b) Anvind den olinjidra modellen som den star och ange residual och Jacobian samt teckna
en iteration med Gauss-Newtons metod. (4p)



Uppgift 8
Rorelseekvationen for en vertikalt upphéngd kedja av lingd 1, som sétts i rorelse med ett
distinkt slag med hastighet 1 m/sek pa mitten, kan modelleras av differentialekvationen

(wyl,+y,=9"yl 0<x <1, t>0
y(x,0) =0
1, =0.5
e =1 = { 50203
y(0,t) =0
L y(1,t) =0

dér g ar gravitationen. Vi vill 16sa problemet med linjemetoden. Satt upp det system av
forsta ordningens ordinéra differentialekvationer som ska 16sas. Anvéand centraldifferens
vid rumsdiskretiseringen. (8p)
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Matematik
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F1 - Linjir algebra och numerisk analys, TMA671
Losningar till tentamen 14 januari 2002

1 a) Se LAT, sid 66.

b) Egenvektorer till olika egenvirden #r ortogonala. [1 1 0]7 #r egenvektor till A = 2 och
[1 —1 0]T dr egenvektor till A = 5. Egenvektor till A\ =7arda [l 1 0T x[1 —1 0T =
00 —2]7.

2 a) Bista approximation till v i U &r o = Zle < u,e; > e;, med u — u ortogonal mot .
Pythogoras sats ger || @ [|<| u |[& S35, <u,e; >2<| u ||

b) De angivna funktionerna e; = \/%, ey = %sin(t) och e3 = ﬁcos(t) ar ON-bas ty

fﬂw e2dt=1, i=1, 2, 3 och fjﬁ e;e; dt =0, 1 # j. Bésta approximation blir da

Sl < fei>ei= = [T A= tdt+ 20 [T g sin(t) dt+ S8 [T -t cos(t) dt =
0+ 2sin(t) + 0 = 2sin(t).

3 dim V(A) +dim N(A) =2 = dim V(A) = dim N(A) = 1. Kolonnerna ska alltsa
vara parallella dvs p = 2, ¢ = 2. V(A) = Span([2 1 2 1]7),dvs [2 1 2 1]* &r bas
1

for V(A). Vidare ar A [ 1 } = 0 dvs [ _11 ] € N(A) och [ _11 } ar bas for N(A).

N(A)* spinns av , som alltsa &r bas for N(A)*. Slutligen fas V(A)t = N(AT) ur

1
1

1 21 0 .
homogena systemet [ 5 1 9 1 } xr = [ 0 } med 16sning © = [3(—u—2s —t) u s t]7,
dvs [-2 0 0 1]7, [-2 1 0 0" och [-1 0 1 0]" &r bas for V(A4)*.

4a) A= R, Qi=A/|Alzharnorm=1= R=|A|}

b) Rr = Q7b=x=Qib/ | Al=ATb/ | A3

c) A=UX\ V', U =A/|| Al harnorm =1 = %; =|| A ||z, V4 =1 har norm = 1.
d) AT = ‘/121U1T, dvs AT = UlEl\/lT med U1 = 1, 21 :H A ||2, ‘/1 = A/ || A ||2

5 T(4) = 4(—1.2/2+3.0/2) = 3.6, T(2) =2(~1.2/2 + 1.2 + 3.0/2) = 4.2

T(1) = 1(—1.2/2+ 0.3+ 1.2+ 2.4 + 3.0/2) = 4.8

R(2) =424 2538 — 44, R(1) =48+ 2842 =5

| Rr |[<| R(1) — R(2) |= 0.6, | Ry |<4-0.05=0.2. Svar: [, f(z) do ~5+0.8



6 a) f(z) =0 < x = g(z). Fixpunktsiteration: 2*+) = g(z®), k=0, 1, ...
Konvergens om | ¢’(z) |< 1 i en omgivning av lésningen och om man startar i den om-
givningen.

T34 3wy — 4 327 3 0 0
b) f = r2 — 214 ,J=1 0 22, -2 |, 2O =10
Ty — x5+ 2 1 0 -3z 0
zW =20 — 4O dir J(20)d® = f(2®). Ekvationssystem
03 0 —4 2 —9
00 —2(dY=]0 |=dY=]| -4/3|=20=1|4/3
10 0 2 0 0
7 a) Invertera: + = ae™". Logaritmera : In i =Ilna—>btellerina—bt=—Iny.
1 —tl —In Y1
. . Ina
Linjart ekvationssystem [ b } = ger [n a och b och
1 —t, —In Ym

sedan a = €™ 2.
ebtl tlebtl

a? a

b) Residualer f; = Flbtl —1;, Jacobian: J =

a (I+1) a 0]
Gauss-Newton: [ ) } = { ) } — J(a®, b= f(a® pD).

8 Linjemetoden: v}, = g(x vy, +v,). Lat Y = | 7 |,och W =YY"= | ™ |, dér y;(t) ar

yTL yn
linjefunktioner motsvarande en diskretisering i rummet (z-led).

Y'=W  Y(0)=0
fi

Vi far da féljande system av forsta ordning: W= AY , W(0) =
fn

Matrisen A kommer fran rumsdiskretiseringen som vi gér med centraldifferens och stegléngd

h. Vi far se till att diskretiseringen gors sa att x; = 0.5 fér nagot ¢. For detta i-virde tar

vida f; =1 och alla 6vriga f; =0, j # ¢ (distinkt slag).

—2z; z+ L 0 0 0 ]
Lo — % —21’2 To + % 0 0
Centraldifferensmatrisen blir A = ;%
0 0 @p1—2% 22, zoq+2
|0 0 0 T, — & 22,
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Matematik
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TENTAMEN I
LINJAR ALGEBRA OCH NUMERISK ANALYS F1, TMA671
2002-05-31

DAG: Fredag 31 maj 2002 TID: 8.45 - 12.45 SAL: V

Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94 (ankn. 1094)
Forfragningar:  Ivar Gustafsson, &ven mobil: 070-5335450
Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen
Resultat: Anslas pa institutionen senast 17 juni

Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13

Resultatet kan far per telefon 772 3509, dagligen efter kl 14
Betygsgranser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poang

Bonus (hogst 10 poéng) fran inlimningsuppgifter far tillgodoriknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall val motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1

Lat A vara en m X n-matris.

a) Visa dimensionssatsen: dimN(A) + dimV (A) = n. (6p)

Anta nu att m > n och att A har full rang.

b) Ange matrisen for spegling i V(A), virderummet till A. (2p)

c) Ange matrisen for spegling i N(A), nollrummet till A. (2p)

d) Matriserna i b) och c) dr ortogonala. Visa det for matrisen i b). (2p)

Uppgift 2
Lat V = Span{z, sin’z, cos’z} vara underrum i C'(R), rummet av kontinuerliga funk-
tioner pa R, med de angivna elementen som standardbas. Visa att dven {1, z, sin’z}

ar bas och bestam koordinaterna i denna bas for den vektor som i standardbasen har
koordinaterna [2, 4, 1]. (5p)

Uppgift 3

Undersok for vilka vérden pa o > 0 som matrisen ar diagonaliserbar. (6p)

O QN
O NN
w o o



Uppgift 4
10
Lat A=| 0 1
0 2
a) Bestdam en full QR-faktorisering av A. (5p)
b) Bestdm de singuldra vérdena till A. (3p)

Uppgift 5
Bestdm den kvadratiska spline s, med nod i punkten /2, som interpolerar f(z) = cos(x)
i punkterna 0, /2 och 7 och som uppfyller villkoret s'(0) = f/(0). (5p)

Uppgift 6

4 -1 0 1
Betrakta ekvationssystemet Av = b med A = [ -1 4 —1 | och b= |0 ]|. Vi
0 -1 4 2

onskar 16sa systemet med fixpunktsiteration. Ekvationssystemet formuleras om genom
att x; loses ut ur forsta ekvationen, xo loses ut ur andra ekvationen och x3 loses ut ur
tredje ekvationen. Da blir systemet pa form x = Bx + ¢, for en matris B och vektor ¢, och
fixpunktsiterationen utfors sedan pa vanligt satt. Visa att fixpunktsiterationen konvergerar
och gor tva iterationer med start i origo. (5p)

Uppgift 7
En modell pa formen ¥(t) = a sin(ft) ska genom val av parametrarna « och [ anpassas
till en métserie (¢;, ¥;), ¢ =1, ..., m. Formulera motsvarande icke-linjira minsta-kvadrat

problem. Ange residual, Jacobian och teckna en iteration med Gauss-Newtons metod.
(6p)

Uppgift 8

Betrakta ett system av forsta ordningens differentialekvationer:

)y = f(t, y), ylts) = co.

a) Harled trapetsmetoden for 16sning av systemet genom att anvénda lamplig approxima-
tion av integralformuleringen av problemet. (3p)

b) Bestdm approximationsordningen for trapetsmetoden. (2p)

c) Bestdm stabilitetsomradet for trapetsmetoden. (2p)

d) Betrakta foljande tva-punkts randvardesproblem med given funktion f(z):

y'+2y = 3y=f(x), 0<z<1

y(0) =1, y/(1) =2

Overfor med inskjutningsteknik problemet pa formen (*) och formulera en limplig iterativ
metod for att 16sa den ekvation som uppkommer. (6p)
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1 a) Se LAT, sid 17.

b) P, = 2A(ATA)=*AT — [, ("dubbla” projektionen).

c) P, =—1, (N(A) = O, spegling i origo).

d) PIPy = (2A(ATA)1 AT — [)2 = 4A(AT A) ' AT A(ATA) AT 4+ [ — 4A(ATA) AT = |

010
2 1= sin?x + cos®z, Overforingsmatris T = | 1 0 1 |. T &r reguljir sa nya basen &r
1 00
010 « 3 « 1
okey. Ekvationssystem [ 1 0 1 G| =14]| gersvaret | B | = | 2
100 y 1 y 3
N N . . 2 2
3 Egenvidrden: \; = 3 och egenvérdena till delmatrisen 0 9 ], dvs A\g3 = 2 £ V2.
Olika egenvirden om a # 0 och a # 0.5 Da diagonaliserbar.
020 0
Undersék a = 0 som ger A3 = 2. Homogena systemet | 0 0 0 |vy = | O | ger
0 01 0
1 0
parameterlosningen v, = ¢t | 0 |, som tillsammans med egenvektorn v; = s | 0 | till
0 1
egenviirdet \; = 3 inte spinner hela R3, alltsa #r matrisen inte diagonaliserbar da a = 0.
-1 2 0
Undersok o = 0.5 som ger Ay = 1, A3 = 3. Homogent system | 0.5 —1 0 | vy =
0 0 0
0 5/2
0 | ger parameterlosningen vy = s |. Vidare ger pa motsvarande sédtt Ao = 1 en
0 t
—u/2
parameterlosning vy = U . Tillsammans spinner dessa R® och matrisen dr darfor

0

diagonaliserbar. Slutsatsen blir att matrisen &r diagonaliserbar for alla o # 0.



4 a) Gram-Schmidt: ¢, ¢ okey som forsta kolonnerna i A ty ortogonala.

0 0 0
Gp=|1|=-0=-%]1|=1] 4/5
0 2 —2/5
10 0

e}

10
Normering ger @ = 1/vV5 2/V5 | och R=QTA=|0 V5
0

2/vV/5 —1/v/5 0

(1) g ] har egenvirden 1 och 5. Singulidra viirdena till A #r da v/1 = 1 och

e}

b)ATA::[

V5.

5 s:{ s, 0<x<7/2
So, m/2<x<T

Villkoren s1(0) = cos(0) = 1 och sg(7/2) = cos(m/2) = 0 har da redan utnyttjats vid

ansatsen.

Vi har s] = a + 2bx och @ndpunktsvillkoret 51g )= f'(0) =0 ger a = 0 och interpola-

tionsvillkoret s1(7/2) = cos(n/2) =0 ger 1 +b7- =0 dvs b =

Vidare blir s, = ¢ + 2d(z — 7/2 och sphnevﬂlkoret 82(7T/2) = sl(7r/2) =—2gerc=—1.

Interpolationsvillkoret so(m) = cos(m) = —1 ger =2+ 7 Zd=—1dvsd= 5.

. . . 1— Sa?, 0<z<m/2
Splinen blir alltsas-{ —%(x—ﬂ/2)+%(x—7r/2)2, T2<w<nm

och ansiitt s; = 1+az +bz? och sy = c(x —7/2) +d(z —7/2)>.

1
xr = Z(l —+ SL’Q)
6 Det omskrivna systemet blir ¢ x5 = i(xl + x3) med Jacobian av hogersidan
1
T3 = Z(2 -+ lL‘Q)

010
1 0 1| med| J|e=1/2.
010

Eftersom Jacobianens norm &r mindre &n 1 sa har vi konvergens. Tva iterationer ger

0 1/4 1/4
0 =10 , (D = 0 ’ (2 — 3/16
0 1/2 1/2

7 Problemet formuleras: min,g || f |2 dir fi = a sin(5 t;) — U; &r residualerna.
sin(f t1) «aty cos(B ty)

Jacobianen blir J =
sin(f ty) «aty, cos(f tny)

k1) —
Gauss-Newtons metod: x = { g } , { T(z®)d :tcjlc( (k)



8 a) [y dt = [ f(t.y) dt, e =t +h

Trapetsregeln ger: y(tx1) — y(te) = 5 [f(tr, ) + f(tri1, Yrsr)]

och sa metoden: yy1 = Yk + % [f (tr, yr) + f(trs1, Yrs1)].

b) Tillimpad pa testproblemet ' = Ay blir metoden: yj41 = yx + & [ANyr + Ayp1]

Om vi loser ut yy1 far vi: yryq = (%)yk

och tillviixtfaktorn utvecklad blir (1+hX/2)(1+hA/2+ (RA/2)? 4+ (hA/2)3+..) = 1+ hA+
(RA)2/2 + (hA)3 /4 + ...

Detta stimmer med tre termer i utvecklingen av e = 1 4+ hX + (hX)?/2 + (hA)3/6 + ....
Alltsa har metoden ordning 2.

c) Stabilitetsomrade: {z € C}| izg |< 1}, ddr z = hA. Med z/2 = a + ib far vi

(1+a)?*+b < (1—a)*+b*dvs a<0eller Re(z) <0.

Yi =192
/ p— —
d) Sétt y; =y och yo = 3. Da system: Vo= —2y2+3u
y2(0) =1
Y1 =Y
A —_
Inskjutning: '7;2 (_)f 32y2 34 . Beteckna l6sningen y(z, s).
1 pu—
yg((]) =1

Ekvationen dr da: ys(1,s) —2=0.

Kan 13sas med sekantmetoden: s*+1) = gk — 020" 2(W—s0-1) 1, 2, ..

y2(1,sF))—ya(L,sk=1))



Institutionen for
Matematik
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TENTAMEN I
LINJAR ALGEBRA OCH NUMERISK ANALYS F1, TMA671
2002-08-30

DAG: Fredag 30 augusti 2002 TID: 8.45 - 12.45 SAL: V

Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94 (ankn. 1094)
Forfragningar:  Ivar Gustafsson, &ven mobil: 070-5335450
Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen
Resultat: Anslas pa institutionen senast 23 september

Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13

Resultatet kan far per telefon 772 3509, dagligen efter kl 14
Betygsgréanser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poidng

Bonus (hogst 10 poédng) fran inlaimningsuppgifter far tillgodoriknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sitt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1
a) Lat U vara ett underrum till det linjira rummet V och 1at U+ vara ortogonala kom-
plementet till U. Visa att foljande tva egenskaper ar ekvivalenta for vektorer u € V' och
u e U:
(i) u—u €Ut
(i) | v — ' [[<| u—w [, Vw € U (6p)
b) Tillimpning pa a-uppgiften: Lat U vara det underrum i R* som definieras av
T+ 2.CE3 — Ty = 0
{ 2x1+x2—x3:0
Bestdm map standardskalarprodukten bésta approximation v’ € U till
u=1(2, 025, 0, —1). (3p)



1 0 2
Uppgift 2. Betrakta matrisen A= | 2 1 3

01 —1
a) Ta fram en faktorisering PA = LU, dar P star for systematiska (stabila) radbyten vid
Gausselimineringen. Ange explicit P, L och U. (4p)
b) Bestdam rang(A), gérna med hjalp av resultatet i a)-uppgiften. (2p)
c) Bestdm en bas for nollrummet N(A), gdrna med hjélp av resultatet fran a)-uppgiften.
(2p)
Uppgift 3. Lat P, var det linjéra rummet av polynom p av grad < n, med bas {1, z, ..., 2"}.
Betrakta avbildningarna F' och G definierade genom
(Fp)(z) = 2°p(3)
Gp = p' (derivering)
a) Visa att F' &r en linjdr avbildning fran P, till 1. (2p)
b) Bestdm matrisen for den sammansatta avbildningen GF' fran P, till P, (i angiven bas).
(5p)
c) Ar den sammansatta avbildningen GF' inverterbar? Motivera! (1p)
Uppgift 4
a) Ange hur en singulérvirdesuppdelning (SVD) av en m X n-matris A med rang r < n < m
ser ut. (3p)
b) Visa genom att betrakta diagonalisering av AT A att de singulira viirdena till A #r roten
ur egenvirdena till ATA. (3p)
c) Hur kan det storsta singuldra virdet av A bestdmmas med potensmetoden? Hur hénger
den vektor, som potensmetoden itererar fram, ihop med SVD-faktorerna? (3p)

Uppgift 5. En kalkylator arbetar med sexsiffrig decimal aritmetik och korrekt avrund-
ning. Kalkylatorn klarar dven att ge sex korrekta siffror i virdena for enkla matematiska
funktioner bland annat /.

a) Vad blir pa denna kalkylator /4318 — /43177 Uppskatta absoluta och relativa fe-
lens grianser. (2p) Hjdlpresultat: Foljande korrekt avrundade vérden géller: /4318 =
65.7115, v/4317 = 65.7039

b) Skriv om uttrycket i a)-uppgiften sa att det kan berdknas med béttre noggrannhet och
genomfor utrdkningen sa som kalkylatorn skulle ha gjort det. Uppskatta absoluta och rel-
ativa felen samt ange svar med felgrins. (4p) Hjilpresultat: Foljande korrekt avrundade
varde géller: = 0.00760948

Uppgift 6

a) Gor tva iterationer med Steepest Descent-metoden pa problemet att minimera funktio-
nen f(r) = 5z + x179 + 0.523 — x1. Starta i origo. (4p)

b) Hur manga iterationer skulle det kravas med Newtons metod pa problemet i a)-uppgiften
om man startar i origo? Motivera! (1p)

c) Hérled Gauss-Newtons metod for 16sning av 6verbestéamda icke-linjéra ekvationssystem.

(4p)

I
131.415



Uppgift 7

a) Skriv upp prediktor/korrektor-metoden:

(p) Euler framat (k) Trapetsmetoden

for ett begynnelseviardesproblem for ett system av ordinéra differentialekvationer. (2p)
b) Vilken explicit metod far man om man endast gor en fixpunktsiteration i korrektorn i
a)-uppgiften? (3p)

Uppgift 8. Betrakta foljande tva-punkts randvérdesproblem med given funktion f(x):
y'+2y —3y=f(z), 0<x<1

y'(0)=1, y'(1) =2

Formulera en numerisk metod att 16sa problemet som bygger pa centraldifferens av deriva-
torna. Skissa det linjéra ekvationssystem som man ska l6sa for att fa fram approximationen.

(6p)
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1 a) Se LAT, sid 35.
(10 2 -1 s [60 [ 3
b)A_{22—1 o}’AA_{o 9}’14“_{4.5}

Systemet AATz = Aw har 16sning x = [ 1/2 1 med v’ = ATz = (3/2, 1, 1/2, —1/2) och

1/2
svaret o' =u —u" = (1/2, —3/4, —1/2, —1/2).
1 0 2 2 1 . 2 1 3 2 1 3
2a) |2 1 3 i 10 2 dim 0 —1/2 1/2 Iz 0o 1 -1
01 —1 01 -1 0 1 —1 0 —1/2 1/2
li 21 3 1 0 0
Mmool 1 |l=U L= 0 1 0
—
00 0 1/2 —1/2 1
1 00 010 010
P=PFP -P=|001 1 00(=1001
010 0 01 1 00
b) rang(A) = dim V(A) = 2 ty 2 linjart oberoende kolonner i U.
—2 —2
c) Los Uz = 0: Ger parameterlosning z = s | 1 |, dvs som bas kan vita | 1
1 1
3a)p=a+tbr+c’eP,, Fp=ar’+br+cebh
0 01
Avbildningens matris: Fe; =e3, Feg =e9, Feg3=e;dvs A= |0 1 0
1 00
A ar en (linjdr) matris sa avbildningen &r linjér.
b) Avbildningen G’s matris: Ge; = 0, Gey = e1, Gez = 2eq, dvs B = {8 (1) g

Sammansatta avbildningens matris BA = [ 010 } .

200
c) BA ej inverterbar matris alltsa dr avbildningen inte inverterbar.



T
4a)A:UZVT:[U1 Ug] {%T 8} [?T1,déonchVérortogonalamxmresp
2

n x n matriser. U; och V; har lika manga kolonner som rangen r av A. ¥, dr en diagonal-
matris med de positiva singuldra virdena oy, o9, ..., o, i diagonalen.

b) ATA = VETUTUXVT = VYTEVT diagonalisering med egenviirdena till ATA i X7,
dvs egenviirdena till ATA dr o2, i=1, 2, ..., n.

c) Potensmetoden pa AT A ger 0%, dér oy ér storsta singuliira viirde. Vektorn blir motsvarande
kolonn i V, dvs den forsta.

5a)y=4318—+/4317 = 65.7115—65.7039 = 0.0076+10"* med relativt fel 1071/0.0076 <
1.3-1072

b) Forling med konjugatkvantiteten: y = “43187\/—'3:?;;1\/7%%4317) = m =

s = 0.00760948.
Relativ felgréins &~ 0.6 - 1072/131 < 4.6 - 107°
Absolut felgrins ~ 0.0076 - 4.6 - 107 < 3.5-1078

Svaret kan anges: y = 0.00760948 =4 - 1078

6 a) oY) = 2 1 0, d® |y dr steglingd och d®) &r sokriktning.
SD: d*) = —V f(z®). Kvadratisk funktion: Steglingd enligt sluten formel.

[ 102y + 2y — 1 [10 1
Vv f£(0).q(0)

0 ~1
x“’):{ol, Vf(o)z[ 0 } d(o)z[ } a0 = — gy grqm = U-1
0 0
0

M%m =[] o[ 2]

IO 01 _ 0(51]+1{—81}:{—0611}

M= TUm D T T o0 T

b) Kvadratisk funktion gor att det blir endast en iteration oavsett startpunkt med Newtons
metod.

c) f(x)=0, f:R"— R™, m>n.

Minstakvadratlosning: min, || f(z) [|a.

Stegvis linjérisering enligt Taylor: f(z) =~ f(z®) 4 J(2®)(z — 2*))

Approximation: min, || f(z) ||a~ min, || f(2®) + J(2®)(x — 2*)) ||,

Detta #r nu ett linjirt minstakvadratproblem. Ta z*+1) som 16sning till detta problem och
iterera vidare, sa har vi Gauss-Newtons metod.



7a) (p): Yer1 = Yo+ hf (ovn)s (B) 0 Yk = U + 5 [tk yi) + f(trs, Yrrn)]

b) Yks1 = Yk + 2 [f (tes yr) + f (tesr, e + B (b yi)]

8 Diskretisering i punkterna xo =0, xr1 =29+ h, o =21+ h, ..., xpn =2, 1 +h =1
och y; ~y(x;), i =0, 1, ,..., n.

Lat vidare f; = f(x;), i = 1, 2, ..., n och infor hjalppunkterna x_; = —h och z,,,; = 1+h.

Centraldifferenser: y." ~ %, i=1,2, .,n—-1, yyr82L =01, .., n
Diskretiseringen ger foljande linjédra ekvationssystem for de obekanta y_1, ..., ypi1:
[ —h 0 h 11 yor ] [ 1]
1—-2h —3h?>—-2 1+2h Yo fo
— K2
1—2h —3h?*—2 1+2h Yn fn
| —h 0 h 1L YUn+1 | L 2 ]
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TENTAMEN I
LINJAR ALGEBRA OCH NUMERISK ANALYS F1, TMA671
2003-01-13

DAG: Mandag 13 januari 2003 TID: 8.45 - 12.45 SAL: V

Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94 (ankn. 1094)
Forfragningar:  Ivar Gustafsson, &ven mobil: 070-5335450
Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen
Resultat: Anslas pa institutionen senast 27 januari

Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13

Resultatet kan far per telefon 772 3509, dagligen efter kl 14
Betygsgréinser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poidng

Bonus (hogst 10 podng) fran inlaimningsuppgifter far tillgodoriknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1.
a) Visa att det linjira rummet av polynom av grad < n har dimensionen n + 1. (4p)
b) Visa att méngden av polynom av exakt grad n inte &r ett linjart rum da n > 0. (2p)
c) Undersok om méngden av symmetriskt positivt definita n x n-matriser med opera-
tionerna
A @ B vanlig matrisaddition
a®A=A"
ar ett linjart rum (ett vektorrum). (3p)
Uppgift 2.

a) Visa spektralsatsen: Lat F' vara en symmetrisk linjir avbildning pa ett &dndligtdimen-
sionellt reellt linjart rum V. Da finns det en ON-bas for V' bestaende av egenvektorer till

F. (7p)

b) Undersok om matrisen A = ar diagonaliserbar. (3p)

oo
O~ =
N



1 1
1 | och vektorn b= | 2
01 2
a) Bestdm nollrummet och virderummet till matrisen A. (4p)
b) Los ekvationssystemet Ax = b i minstakvadratmening med hjilp av normalekvationerna.
Ange residualens (felvektorns) norm. (3p)
c) Bestdm en kompakt QR-faktorisering av A. (3p)
d) Los ekvationssystemet Ax = b med hjilp av QR-faktoriseringen i c¢)-uppgiften. (3p)

0
Uppgift 3. Betrakta matrisen A = | 1

Uppgift 4. Anta att A &r en symmetrisk positivt definit matris. Ange hur man ldmpligen
beriiknar 27 A~'z. (4p)

27 2
felet i losningen om man riknar med tre korrekta decimaler i /2. (4p)

Uppgift 5. Betrakta ekvationssystemet [ 22 ] T = [ V2 ] Ge en gréns for relativa

Uppgift 6. Betrakta foljande tabell 6ver funktionsvérden:

T

f

01 2 3
01 1 -1

a) Berdkna en approximation till f03 f(z) dz med hjilp av tabellen och trapetsformeln.
(3p)
b) Bestdm interpolationspolynomet till punkterna i tabellen. (3p)

x2, 0<z<l1
14+2(x—1)—3(x—-1)?2 1<z<3
knutpunkt (nod) i # = 1 och som interpolerar tabellvérdena. (2p)

c) Undersok om s = ar en kvadratisk spline med

Uppgift 7. En modell pa formen ¥ (¢) = a sin(b t) + ¢ cos(d t) ska genom val av parame-
trarna a, b, ¢ och d anpassas till en métserie (¢;, ¥;), ¢ = 1, ..., m. Formulera motsvarande
icke-linjdra minsta-kvadrat problem. Ange residual och Jacobian samt teckna en iteration
med Gauss-Newtons metod. (6p)

Uppgift 8.

a) Betrakta differentialekvationen y' = —2y3, y(0) = 1. Antag att vi vill anviinda Eulers
bakatmetod med steglingd h = 0.1 for att approximera y(0.1). Skriv upp den ickelinjira
ekvation som metoden leder till. (3p)

b) Antag att vi vill 16sa den ickelinjéra ekvationen i a)-uppgiften med fixpunktsiteration.
Skriv formellt upp hur en sadan iteration ser ut och ange ett lampligt sédtt att bestamma
en startapproximation. (3p)
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Losningar till tentamen 13 januari 2003

1 a) Betrakta méngden B = {2’ }?:0. B spénner rummet P,, mingden av polynom av
grad < n, eftersom p € P, kan skrivas p = Z?:o a;jz?. Vidare dr B linjért oberoende ty
q= Z?:o Bjz? =0, Vo = (; = 0,Vj. Detta f6ljer genom upprepad derivering av ¢ och
inséttning av x = 0.

b) ¢ = 0 tillor inte méngden och nollelementet ska tillhora varje linjéart (under)rum.

c) (a+B)OA = A**P = A*. AP + (a och B positiva heltal t.ex.) # A*DA® = aOADLOA.
Alltsa géller inte riknelag (8) (distributivitet). Slutsats: Ej linjart rum.

2 a) se LAT, sid 66.
b) Alla egenvéirden =1 (pa diagonalen).

011 0
Berdkna egenvektorer: Los homogena systemet (A—I)xr=0< | 0 0 0 |z= |0 |,
000 0
t
med parameterlosning x = | 0 |. Losningsrummet har dimensionen 2 och spénner alltsa
s

inte hela R3. Slutsats: Matrisen ej diagonaliserbar.

3 a) Az = 0 = z = 0, dvs nollrummet bestar av endast nollelementet och dimensionen 0.

0 1
Varderummet spanns av | 1 | och | 1 |. Dessa ér inte parallella och spénner ett plan,
0 1
dimensionen ar alltsa 2.
11 x 2 1/2
T _ AT L —
b) Normalekvationerna A" Ax = A'b < 1 3} |:33'2 } = [5} ST = [3/2 } :
0 1 0 1 1
c) Gram-Schmidt: v; = | 1 |, L|=3]1]|=]|0]|, vu= % 0
0 1 0 1 1
1
= Q= 1? och R=Q7TA = [1 1]
0 - 0 V2
V2

d)Az:b@Qszb@szQTb@H \}ilxz{:s/f/ﬁ]:»x:{;g]



4 A= LL", dvs Cholesky-faktorisering. (Da géller formellt A~1 = L=TL71)

Los trianguldrt system (framatsubstitution) Ly = x. (Formellt &r da y = L™ 'z)

Berikna y”y. Detta &r svaret ty formellt géller y'y = 27 L TL 2 = 2T A~ 2.

5 Foljande uppskattning géller: HM‘” < K(A) ”H‘Sbe” dir k(A) =| A ||| A~ || 4 kondition-
stalet till matrisen A.

Hir har vi || A ||=9, A1—1[7 2

0| _9 9 | A7 [lo=0.9, x(A) =81

Vidare enligt forutsittning: || 6 ||< 0.5 - 1073 (tre korrekta decimaler) och || b ||.o=

Uppskattningen blir alltsa: HII(ZEHHOO < 8.1% <2-1073.

6a) [ fle)de~1[L-04+1+141(-1)] =2

b) Newtons form med villkoret p3(0) = 0 utnyttjat vid ansatsen:
ps =ax +br(r — 1)+ cx(r — 1)(x — 2)

Villkoret p3(1) =1 ger p3(1) =a =1

Villkoret p3(2) =1 ger p3(2) =24+2b=1=b= —3.

Villkoret p3(3) = —1 ger p3(3) =3 —-1-3-2+¢-3-2- 1= ¢c=—
Polynomet blir alltsa p; = = — sz(z — 1) —tx(z —1)(z —2).

c) s &ar en kvadratisk spline eftersom s;(1) = s3(1) = 1 och (1) = s5(1) = 2.
Den interpolerar dock inte tabellvirdet f(2) =1 ty s2(2) = 2 # 1.

7 Problem: mingp.q4 || f ||2 dér f; = a sin(b t1) + ¢ cos(d t;) — ¥, dr residualerna.
sin(bty) tyacos(bty) cos(dty) —tycsin(dty)
sin(b ty) to acos(bty) cos(dty) —tyc sin(dts)

Jacobian: J = .. " ..

sin(b ty) tm acos(bty) cos(dty) —tn,csin(dty,)

2D — () 4 gk

a
b
Gauss-Newton: x R {J(x(k) B = — f(x(0)

d
8a)y =1, y1 =y —0. Qy% =1-0. 2yf’, dvs ekvationen 0.2yi” +y1—1=0.
3
b) Fixpunktsiteration: y(l+1) 1-0.2 [ l+1))] .

Startapproximation y\” med Euler framat dvs y\” =y — 0.2y3 =1 —0.2- 13 = 0.8.
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2003-05-30

DAG: Fredag 30 maj 2003 TID: 14.15 - 18.15 SAL: V

Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94 (ankn. 1094)
Forfragningar:  Ivar Gustafsson, &ven mobil: 070-5335450
Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen
Resultat: Anslas pa institutionen senast 19 juni

Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13
Betygsgréanser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poang

Bonus (hogst 10 poédng) fran inldmningsuppgifter far tillgodoriknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1.

a) Visa att m x n matrisen A har rang=1 da och endast da A = vu” for vektorer v € R™
och u € R" med v # 0 och u # 0. (4p)

b) Lat A = vu® for v € R™ och u € R™ med v # 0. Visa att ett egenvirde till A ar u’v.
Vad ar motsvarande egenvektor? Bestdm alla 6vriga egenvirden till A. Ange en bas av
egenvektorer till A. (4p)

Uppgift 2.
4 0 1
. 10 2 0
Lat A = 10 —4
02 0

a) Bestdm en full QR-faktorisering av A. (4p)

b) Bestam de singulira véirdena till A. (2p)

c) Lat b=[1 11 1]7. Los ekvationssystemet Az = b i minstakvadratmening. Ange felets
(residualens) storlek. (2p)

d) Avgor hur kénsligt normalekvationssystemet dr genom att bestimma konditionstalet

till ATA. (2p)



Uppgift 3. Betrakta avbildningen F(ag + a1t + ast?) = (2a; — as) + 2at + (ag — 2as)t>
fran P2 till P2.

a) Ta fram matrisen for avbildningen i standardbasen for P : {1, ¢, t*}. (2p)

b) Ta fram inversen till avbildningen F och beskriv den pa samma séitt som avbildningen
F &r beskriven. (4p)

c) Ar avbildningen F "pa” ("onto”)? Ar avbildningen F “ett till ett” ("one to one”)? Mo-
tivera ordentligt! (2p)

Uppgift 4. Betrakta den kvadratiska formen Q(z) = 22?3 + 223 + 223 + 2x973.

a) Bestdm storsta viirde pa Q(x) da 27z = 1. Bestdm en vektor u med uTu = 1 s att
Q(u) blir maximal. (4p)

b) Bestim max Q(z) under villkoren 272 = 1, 27w = 0, dir u ir vektorn fran a-uppgiften.
Ange en vektor v sa att @(v) blir maximal under de givna villkoren. (2p)

c) Vilken typ av objekt i R? representerar ekvationen Q(x) = 1?7 (1p)

T

2I1—ZE11’2+[E3—3:0
Uppgift 5. Betrakta ekvationssystemet T3 — Tows — 203 =0 .
22— 219 —2=0
a) Gor en iteration med Newtons metod med start i origo. (4p)
b) Ge en formel for hur felet efter en iteration skulle kunna uppskattas. Nagra berdkningar
behover inte goras. (2p)

Uppgift 6.

a) Bestim den kvadratiska spline s(x) med inre nod i 1, som interpolerar f(z) = 2® + z i
punkterna 0, 1, 2 och som uppfyller villkoret s'(2) = 12. (4p)

b) Bestam integralen av s i a-uppgiften 6ver intervallet (0,2) exakt med en numerisk
metod. (2p)

Uppgift 7.

a) Definiera vad som menas med en tillaten riktning resp. en descentriktning i samband
med optimering. Ge ett anvdndbart villkor for att en riktning ska vara en descentriktning.
(3p)

b) Skriv upp sokmetoden Steepest Descent samt diskutera hur steglingden kan bestammas.

(3p)

Uppgift 8. Heuns metod for begynnelsevirdesproblem, v = f(t,y), y(0) = yo, ar en-
stegsmetoden

Yrir = Y + 20 (b i) + f (besrs yr + DS (b, yi))]

a) Bestdm approximationsordningen fér Heuns metod (3p)

b) Bestém stabilitetsomradet for Heuns metod. Ar den A-stabil? (3p)

c) Heuns metod uppstar ur en prediktor/korrektormetod med en fixpunktsiteration i ko-
rrektorn. Prediktorn dr Eulers framatmetod. Vilken metod ar korrektorn? Forklara or-
dentligt! (3p)
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la) <) A=’ = Az = vulz = (uTz)v € Span(v),u # 0= 3 x med u'x # 0,v # 0.
Alltsa har V(A) dimensionen 1.

=) dim V(A) = 1, nagon kolonn # 0 ség den forsta. Da &r A = [v apv azv ... ayo] for
a; € R, dvs A=vu" med u=[1 ay ... a,,)".

b) Av = vuTv = (uTv)v dvs ulv egenvirde med motsvarande egenvektor v. Om u = 0
sa d&r A = 0 med alla egenvérden 0. Om u # 0 sa finns ON-bas i R" : {u, ug, ... ,u,}.
Da Au; = vu'u; = Ouj, j =2, ..., n dvs A har egenvirde 0 med multiplicitet n-1.
{v, uy, ..., u,} ar bas av egenvektorer, om u’v # 0.

2a) Gram-Schmidt: Kolonnerna ay, ag, as dr ortogonala, behéver bara normeras. Vi
skaffar en fjérde kolonn med G-S utgaende fran v = [0 1 0 0] ¢ Span{a;}’_;:
ay =v — 0a; — iag —0az =1[00.50 — 0.5]". Med normerade kolonner far vi da
417 0 1/VIT 0 VIT 0 0
0 2/V8 0 1/v/2 T 0 V8 0
= . = A=
=1y 0 —yvir o Sedan ft =Q

0 0 V17
0 2/V8 0 —1/v2 0o 0 0
17 0 0
b) ATA=| 0 8 0 | Egenviirden 17, 8 och 17, dvs singulira virden v/17, V17, v/8.
0 0 17
17 0 0 5 5/17
c) ATAz=ATh= | 0 8 0 |z=| 4 |[=2=| 1/2
0 0 17 -3 —3/17
r=Az—-b=0, | r]=0.
1/17 0 0
d) (ATA)™ = 0o 1/8 0 , k(ATA) =|| ATA || - || (ATA)~L ||=17/8.
0 0 1/17

Inte speciellt kansligt.



3a) Fe) =2t + 12 =2ey +e3, Fley) =2 =2¢;, Fes) = —1—2t> = —e; — 2e3.
0 2 -1
M=1]12 0 0
1 0 =2
04 0
by Ml=1]4 1 -2
0 2 —4

F~Y(ey) = 0.5t, F~'(e3) = 0.5+ 0.125¢ + 0.25t2, F~(e3) = —0.25¢t — 0.5¢>

F~ao + art + ast?) = a1 + (3ag + ga1 — taz)t + (Fa1 — 2az)t®.

c) Avbildningen F ar bade "pa” och "ett-till-ett” eftersom den &r inverterbar, kolonnerna i
M utgér bas for R3.

2 00
4a) Q(z)=aTAzmed A= | 0 2 1
01 2
1 00 0 1 1
Egenvarden D= | 0 2 0 |, egenvektorer P = —1/\/5 0 1/\/5
00 3 1/vV2 0 1/V2

Storsta varde pa Q(z) &r lika med storsta egenvarde, dvs 3. Antas for motsvarande egen-
vektor u = £5[0, 1, 1]".

b) Enligt sats i Lay, sa 4r maximum lika med nést storsta egenvérde dvs 2, och maximum
antas fér motsvarande egenvektor, dvs v = £[1, 0, 0]7.

c) Ellipsoid med halvaxlar lings egenvektorerna p; och med lingd 1/y/); diir \; dr egen-

vardet motsvarande p;.

2r1 — x1T9 + 23 — 3 2—x9 —Iq 1
5a) f =< 2} — wows — 23 J = 32 —x3 —1xp—2
x? — 21y — 2 2z, =2 0
0 -3 2 0 1
xo=|01|, fo=| 0 |, Jo=1]0 0 =21, x1=x%x0—Jo\fo
0 -2 0 -2 0
2 0 1 -3 —1.5
Ekvationssystem Jyso = fo< | 0 0 =2 | s9= 0 S50 = 1
0 -2 0 —2 0
1.5
X1 =Xg— 5= | —1
0

b) || x1 — 2" |

2

| J(x0) 7 f(xa) || eller || xq — 2 [[SIF T (x) ™ ] fGea) |l



6a) Ansitt s, = 10 + a(z — 2) + b(z — 2)%. Da giller so(2) = f(2) = 10.
sy =a+2bx —2), sH(2)=12=a=12
5o =10+12(x — 2) + bz — 2)%, s5(1) =10—12+b=f(1) =2 = b =4
sy =10+ 12(z — 2) + 4(x — 2)? = 42 — 4z + 2. klar!
Ansiitt s =2+ c(z — 1) + d(x — 1)% Da giller s,(1) = f(1) = 2.
si=c+2dx—1), (1) =s4(1)=4d=c=14
s1=2+4x—1)+dx—1)?2 50)=2-4+d=f0)=0=d=2
s1=2+4(x —1)+2(x — 1)* = 222, klar!
s(x):{ 202, 0< 2 <1
42 —4x +2, 1 <2 <2
b) Simpsons formel &r exakt for andragradspolynom. Simpsons formel 6ver de tva delin-
tervallen ger I = £(0+4-0.5+2) + £(2+4 -5+ 10) = 6. Hér anviinder vi splinevéirdena
81(05) = 0.5 och 82<15) = 5.

7 a) s ar en tillaten riktning i z om = + as &r tillatna punkter for 0 < a < 4.

s dr en descentriktning till funktionen f iz om f(z + as) < f(z) for 0 < a < ds.
s #r en descentriktning i x om V f(z)Ts < 0.

b) Steepest Descent: zy11 = xx — 'V f ().

Steglingden oy véljs genom linjesckning dvs genom problemet

ming f(zr —aV f(zy)), ett endimensionellt optimeringsproblem.

8 a) Heuns metod pa testproblemet (T): v/ = Ay:

Yrir = Uk + 5L + AMuk + PAye)} =y + hAyy + %yk = (1 +hr+ %)yk
Tillvixtfaktorn stimmer med tre termer till exakta l6sningens tillviixtfaktor e},
Metodens approximationsordning &r 2.

b) | 1—|—z+§ |< 1 med z = h\. Ej A-stabil ty t.ex 2 =hA = -3 ger |1-3+ 5 [> L.

c) Prediktor &r Euler framat: yxi1 = yx + A f (te, Yx)-

Korrektor dr trapetsmetoden: y..1 = yi + %{f(tk, Uk) + f(trs1, Ykat )

En fixpunktsiteration i korrektorn: g1 = yi+ 2{f (te, yn) + f (besr, Yo+ S (b, yi)) ) vilket
ar Heuns metod enligt ovan.
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DAG: Fredag 29 augusti 2003 TID: 8.45 - 12.45 SAL: V

Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94 (ankn. 1094)
Forfragningar:  Ivar Gustafsson, &ven mobil: 070-5335450
Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen
Resultat: Anslas pa institutionen senast 15 september

Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13
Betygsgranser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poédng

Bonus (hogst 10 poéng) fran inlaimningsuppgifter far tillgodordknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vil motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1.
a) Lat U; och U, vara underrum i det linjéra rummet V.
Visa att Uy + Uy = {ug + ug; uy € Uy, ug € Uy} &r ett underrum i V. (4p)

1 2 2 3 112 0

b)LatA=|3 2 2 1 |ochB=|1 2 2 3 |. Undersskom Nul(A) och Nul(B)
2110 21 4 =3

har nagon gemensam vektor # 0 i RY. (4p)

Uppgift 2.

a) Lat u € V| ett linjart rum med skaldrprodukt < -,- > och motsvarande norm || - ||. Lat

{e;}¥_| vara ON-bas for ett underrum U till V. Visa att SF | < u,e; >2<|| u ||*. (3p)
b) Lat u # 0 och v # 0 vara tva vektorer i ett linjart rum med skaldrprodukt, sadana att
| w =] v|=| uw—v|. Bestim vinkeln mellan u och v. (3p)

11
c) Bestdm en kompakt QR-faktorisering av matrisen A= [ 0 1 |. (3p)
10



Uppgift 3. Betrakta avbildningen F(ag + a1t + ast?) = as + (ag + ay — as)t + 2apt* fran
P, till P.

a) Bestdm matrisen for avbildningen i standardbasen F = {1, t, t*} for P,. (2p)

b) Betrakta basen B = {1, 1+ ¢, 1+t + t*} for P,. Bestim transformationsmatrisen
mellan baserna B och E och bestdm med hjilp av den koordinaterna for ¢ = 3 — 2t + 4¢2
i basen B. (3p)

c) Bestdm matrisen for avbildningen F' i basen B och bestdm koordinaterna for F'(q) i
basen B, dir q &r given i b-uppgiften. (4p)

Uppgift 4.
a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden. (4p).

) (t) = —2x1(t) — za(t), 21(0) =1

xh(t) = —x1(t) — 229(t), 22(0) =1

x4 (t) = —3x3(t), z3(0) =2
b) Vad blir det f6r problem med diagonaliseringsmetoden om andra ekvationen i a-uppgiften
dndras till x4 (t) = —2x4(t)? Motivera ordentligt! (2p)
c) Foresla en numerisk metod som klarar av att 16sa b-uppgiften. Vilj en steglingd for
metoden och berdkna ett steg. Blir det nagra stabilitetsproblem? (4p)

Uppgift 5. Betrakta algoritmen y = ;% 1 ett flyttalssystem med IEEE-standard. Indata
a,b och ¢ antas vara flyttal dvs Du behover inte ta hiansyn till felen da dessa lagras i
flyttalssystemet. Genomfor framatanalys och bakatanalys for algoritmen samt konstatera

om den &r stabil eller inte. (6p)

Uppgift 6.

a) Definiera vad som menas med konvergensordning och asymptotisk felkonstant hos en
metod for ekvationslosning i en variabel. (3p)

b) Ange konvergenshastighet och asymptotisk felkonstant hos Newtons metod, dels for
enkelrot, dels for multipelrot med multiplicitet m. (2p)

Uppgift 7. Vid studiet av en viss larv dr man intresserad av sambandet mellan larvens
vikt W och dess syrekonsumtion R. Av biologiska skél géller sambandet R = bW* och
man Onskar bestimma parametrarna a och b genom att anpassa till uppmétta data

(R;, Wy), i=1, ..., m.

a) Linjérisera modellen och ange hur linjir minsta-kvadrat anpassning kan anvéndas. Skriv
upp ekvationssystemet som man far att 16sa. (3p)

b) Behall den ursprungliga modellen och anvénd icke-linjar minsta-kvadrat anpassning.
Ange residual och Jakobian, med explicit angivande av ingaende derivator. Sétt upp Gauss-
Newtons metod for att 16sa problemet. Hur kan man fa lamplig startapproximation? (4p)

Uppgift 8. Betrakta differentialekvationen
{ y' =y =2y05)+yOB)y) -2, 0<t<5

y(0)=0, y'(0)=1
Skriv om problemet som system av forsta ordningen och 16s problemet med inskjutningsme-
toden map randvirdena y'(5) och y(5). Ange den ekvation som ska losas och formulera en
lamplig iterativ losningsmetod for ekvationen. (6p)
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Losningar till tentamen 29 augusti 2003

1la) 1. 0 €Uy + U ty 0 =0+ 0 med 0 € U; och 0 € Us.

2. Lat wu e Uy + Uy och v € Uy + Uy dvs u = uy + ug med u; € U; och uy € Uy och
v =wv;+vy med vy € Uy och vy € Uy. Da dr u+v = ug +us +v1 +vg = (ug +v1) + (ug + v2)
med uy +v; € Uy och ug +v9 € Uy dvs u+ v € Uy 4+ Us.

3. Med a € R har vi au = a(u; + ug) = auy + aug dir au; € Uy och aus € Uy dvs
au € Uy + Us.

1 2 2 3
b) Radreducering av A ger | 0 —4 —4 —8 |. Homogena systemet Ax = 0 har 16sning
0O 0 0 0
11 20
x =[s,—2s—t,t,s]. Radreduceringav Bger | 0 1 0 3 |. Homogena systemet By = 0
0000
har 16sning y = [—2t + 3s, —3s,t,s]. Gemensam vektor finns om s och ¢ kan véljas, inte
bada = 0, sa att x = y. Vi far ett ekvationssystem med de tva ekvationerna s = 3s — 2t
och —2s —t = —3s som ar singulért, alltsa finns icke-trivial 16sning. Exempelvis kan vi ta

s =t =1. Den gemensamma vektorn fér de bada nollrummen ar da x =y = [1, -3, 1, 1].

2a) Bista approximation till w i U &r u = Zle < u,e; > e;, med u — u ortogonal mot .
Pythagoras sats ger || @ ||<|| u ||| @ |*= S2F, < u,e; >*<|| u ||%, ty ON-bas.
b) |u—v|*P=<u—viu—v>=|ul?+|v|*-2<uv>

dvs 2 <u,v>=|u|*+ || v|* = u—v|*=| u|*=| w]]| v |, enligt forutsittningen.
Definition av vinkel ger cos 6 = m = % och 6§ = %

c) Ortogonalisera den andra kolonnen mot den forsta med Gram-Schmidt’s metod:

0.5 1/vV2 1/v6

= 1 . Normalisering av kolonnerna ger da () = 0 2/ V6

1
0
0 1 ~0.5 V2 —1/6



3a) Fey) =t+2t2 =ey+2e3, Fleg) =t =ey, Fles)=1—t=r¢e; —es.

) =
00 1
M=]111 -1
20 0
1 11
b)blzel, b2:€1+€2, by = e +ey+e3 = Pg = 01 1 Forqgaller[q]E:
0 01
[3 —2 4] och koordinattransformationen blir Pglq]s = [q]g. Detta ir ett uppat triangulirt
system som litt 1oses till [¢]p =[5 —6 4]7.
C) F(b1> - t+2t2 - 2b3—b2—b1, F(bg) - 2t+2t2 - 2()3-2()1, F(bg) - 1+t+2t2 - 2b3—b2.
-1 -2 0
M' =] -1 0 -1 |. Alternativt kan M’ bestimmas genom M’ = P5'M Pg.
2 2 2

[F(q)s =Mlgls=1[7 -9 6.

210 -1 0
4a) Systemet kan skrivas2’ = Azmed A=— | 1 2 0 |. EgenvardeniD = | 0 -3
00 3 0 0
-1 1 0
egenvektorer i P = 1 10
0 01
—1 1] [ 0]
Losningen kan skrivas z = cie™ | 1 | + e ™3| 1 | +e3e73 | 0 |. Begynnelsevillko-
0 0 1]
1 -1 10][a [ 1] 0
ret z(0) = | 1 | ger ekvationssystem | 1 1 0 co | =11 =c=1]1] och
2 0 0 1] |c 2 2
1
16sningen blir da xz = e3¢ | 1
2
210 -2 0 0 1 10
b)yA=—-102 0|medD=| 0 -2 0 [ochP=1]00 0], som inte ar
00 3 0o 0 =3 0 0 1
inverterbar.
c¢) Eulers framatmetod gar bra. Vilj steglingd h = 0.1. Vi far da z,,1 = x, + hAxy,
1 1 -2 -1 0 1 0.7
o= 1|11, z1=11|+0.1 0o -2 0 11 =108
2 2 0 0 -3 2 1.4

Det blir inga stabilitetsproblem om h viljs tillrackligt litet, A < %



5) Framatanalys: fl(;3;) = % med | ¢; |< p, i =1, 2 dér p dr avrundningsenheten

(maskintalet). Vi far da fl(3%) = 552 (1+ €)(1 + €)' = 35 (1+ ) (1 — e + O(1?)).
For relativa framatfelet F, far vi alltsa F, = w = e5—¢1+0(p?) och uppskattningen

b+c

i norm blir | F, |< 2u + O(p?), dvs framatfelet &r alltid litet.

a(l4+e) a(l+e2) _a
Ba’katana’lys fl(bJrc) - (b+c)(1<2ke1) o b(1+61)+C?1+61) - m’

dir & = a(1+€), b="b(1+€) och é = ¢(1 + €).
Resultatet motsvarar alltsa de relativa felen i indata enligt: | “=% |=| ez |< p,

| %5 b-b |=] €1 |< p, \ ¢ |=| &1 |< pu. Bakatfelen ar alltsa sma och algoritmen &r stabil.

6a) Storsta mojliga tal ¢ sa att limy_ % < (' < oo, dir z* ar exakta losningen och

x), approximationer, &r metodens konvergensordning och C' ar asymptotlska felkonstanten.

b) Newtons metod har konvergensordnlng 2 med felkonstant % 2 |7 L (’3 | for enkelrot och

konvergensordning 1 med felkonstant ™= vid multipelrot med multlphCltet m.

7 a) R; = bWW/. Linjarisering: ln(Ri) = b+ a In(W;), med b = In(b)

Overbestédmt linjirt ekvationssystem: In(Ws) 1 { Z } = In( 1) . Aterfrans-
In(W,,) 1 In(R,,)

formera b = e?.
—b In(Wy)Wg —W¢e
b) Residualer f; = Ri—bW, F =[fi fo ... f)". Jakobian J = —bIn(Wo)W5 W3

—b In(W)We —We

m

Gauss-Newton: | * =9 + & da di ar 16sning till 6verbestamt linjart
b k+1 b k dy dy
ekvationssystem: Jj, [ Zl } = —F}, dar J, = J(ak,bk), Fy, = F(ag, by).
2 g

Starta med losningen fran linjériserat problem enligt a-uppgiften.

Y1 =12
[ —
8) Sétt a = —2¢/(5)+y(5) och skriv pa systemform genom y; =y, y2 =y ‘ZQ (6) (310—'— o)z = 2)
1(0) =
Inskjutning pa @ innebér att l6sa ekvationen g(a) = 0 dér g(a) = a + 2y2(5,a) — y1(5, a).

Ekvationen ¢(a) = 0 kan l6sas med sekantmetoden, som blir

_  _ qlag)(ak—ak_1) _
Qp4+1 = G q(ar)—qlag_1) k= 17 27

ode-problemet for att fa nya varden pa yo(5, ax) och y;(5, a).

.. I varje iteration i sekantmetoden maste man losa
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TENTAMEN I
LINJAR ALGEBRA OCH NUMERISK ANALYS F1, TMA671
2004-01-12

DAG: Mandag 12 januari 2004 TID: 8.45 - 12.45 SAL: V

Ansvarig: Ivar Gustafsson, tel: 772 10 94 (ankn. 1094)
Forfragningar:  Ivar Gustafsson, d&ven mobil: 070-5335450
Losningar: Anslas pa institutionen efter tentamen
Resultat: Anslas pa institutionen senast 23 januari

Tentan kan hdmtas i mottagningsrummet dagligen mellan 12.30-13
Betygsgréanser: 30, 42, 54 av maximalt 60 poédng

Bonus (hogst 10 podng) fran inlamningsuppgifter far tillgodoriknas.
Hjalpmedel: Inga

lakttag foljande:

- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vdl motiveras

LYCKA TILL!
Uppgift 1.
a) Lat {v;}", vara linjart oberoende i ett linjart rum V. Anta att u € V och u ¢
Span{vi, va, ..., Uy }. Visa att da ar méngden {vy, vy, ..., v, u} linjart oberoende. (4p)

b) Lat V = P, vara rummet av polynom av grad < n. Visa att B = {1, ¢, t?, ..., t"} &r
en basi V. (4p)

Uppgift 2.

a) For vilka virden pa a dr vektorerna (a, 1, 1) och (a, 1, a) ortogonala med avseende
pa skaldrprodukten < z, y >= z1y; + 222ys + 3x3y3 i B> (2p)

b) Ange samtliga vektorer i R* som &r ortogonala mot de bada vektorerna u; = (1, 2, 1, 3)
och ug = (2, 5, 1, 4) (med avseende pa standardskalarprodukten). (3p)

c) Visa att foﬂ/z Vsin(t) cos(t) dt < 1 genom att anvinda skaldrprodukten < f, g >=
I F(0)g(e) dt 1V = C[0, 7/2). (4p)



Uppgift 3. Undersok for vilka reella a och b som matrisen A = ar diago-

o o=
O~ Q
_ o O

naliserbar. (6p)

0 2 1
Uppgift 4. Lat A=| 2 4 2
4 -2 2

a) Bestdm en LU-faktorisering av A. (3p)
b) Bestdm en Q) R-faktorisering av A. (5p)

Uppgift 5.
a) Anta att arctan(z) approximeras med Taylorpolynomet av grad 3 nira x = 0. Teckna
bakatfelet i approximationen i punkten x = 0.1 (2p)

b) Betrakta ekvationssystemet [ 3 g}x = [ \f

l6sningen om man ridknar med tre korrekta decimaler i v/2. (4p)

} Ge en grians for relativa felet i

Uppgift 6. Berikna en approximation till integralen ff f(z) dx dér f gar exakt genom
punkterna (1, 2), (1.25, 3), (1.5, 3.5), (1.75, 4.5) och (2, 4). Anvénd trapetsformeln
med steglangd 0.5 och 0.25. Ta fram ett extrapolerat virde med Richardsons teknik och
uppskatta trunkeringsfelet. (6p)

Uppgift 7. Du ska anpassa parametrarna a och b i modellen y(t) = ﬁ tilll métningar
(ti;, vi), i=1, ..., m med m > 2.

a) Formulera om modellen sa att linjar minstakvadrat kan anvindas och skriv upp det
ekvationssystem som ska losas. (3p)

b) Anvind den olinjira modellen som den star och ange residual och Jacobian samt teckna
en iteration med Gauss-Newtons metod. (4p)

Uppgift 8. Betrakta en prediktor /korrektor-metod for begynnelsevirdesproblem,

y/ = f(t’y)7 y(O) = Yo-

Lat prediktorn vara Eulers framatmetod och korrektorn Eulers bakatmetod.

a) Skriv upp metoden man far vid fixpunktsiteration i korrektorn. (2p)

b) Bestdm stabilitetsomradet for metoden om man itererar till konvergens i korrektorn.
(2p)

¢) Anta att man gor en iteration i korrektorn. Vilken approximationsordning far metoden
da? (3p)

d) Bestdm stabilitetsomradet for metoden om man gor tva fixpunktsiterationer i korrek-
torn. (3p)
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la) Anta dorcvi+du=0. Vivill visaatt ¢; = co = ... = ¢, = d = 0 Om d # 0 sa géller
u=—3 LS cv; dvs u € Span{v;}T", som motsiger antagandet alltsa &r d = 0. Men da

ar Y ", cv; = 0. Antagandet att {vl} ", ar linjért oberoende ger da att ¢; = ¢o = ... =
Cm = 0.

b) 1. B spanner V ty p € V kan skrivas p = ¢; + caot + ... + cpp1t™.

2. B ér linjart oberoende ty lat ¢y + ot + ... + ¢, 1t" = 0, Vt och ta t = 0 sa far vi ¢; = 0.
Derivering ger ¢y + 2c3t + ... + nc,1t" 1 =0, Vt och t = 0 ger nu ¢y = 0.

Upprepa att derivera och séttat =0ger ¢; =0,7 =1,..., n+ 1.

2a) < (a,1,1),(a,1,a) >= a*+2+3a och 16sning av kvadratiska ekvationen a*+2+3a = 0
ger a = —2 eller a = —1.

b) Vektorerna ska alltsa vara ortogonala mot raderna i matrisen A = [ L2 13 } . Vi

251 4
16ser homogena systemet Az = 0 med radreduktion och far z = s[—-720 1]T—|—t[—3 1107
c) Lat u = /sin(t) och v = \/cos(t). Da &r || u ||= ﬂ/zsin() dt =1, || v [|=

Oﬂ/2 cos(t) dt =1 och < u,v >= W/Q \/sin(t)cos(t) dt. Enligt Cauchys ohkhet galler

fuifey < 1 och dérmed e \/W dt < 1.

3 Genom att blockindela A ser vi att egenvirdena &r 1 och egenvirdena till matrisen

2 iL och de senare fas ur karakteristiska ekvationen (1 —\)? —ab = 0 dvs A = 14 +/ab.
Om ab # 0 sa dr alla egenvirden olika och A &r diagonaliserbar.

Om ab = 0 sa #r alla egenvirden = 1. Vi kan anta att b = 0 ty @ = 0 analogt (A
diagonaliserbar < AT diagonaliserbar).

Om dven a = 0 sa dr A redan diagonal. For a # 0 loser vi systemet (A — I)x = 0, med
16sning z = [t 0 s]7, som inte spinner hela R3, dvs A &r inte diagonaliserbar. Slutsatsen
blir att A inte &r diagonaliserbar om antingen a # 0 eller b # 0.




00 1 4 -2 2
4a) Pivotering med P = | 0 1 0 | ger PA= | 2 4 2 |. Tva stegs Gausselimi-
1 00 0 2 1
4 -2 2
nation ger uppat trianguldr matris U = | 0 5 1 | och multiplikatorerna pa plats ger
0 o0 2
100
den nedat trianguldra matrisen L = % 1 0| saatt PA=LU.
0 21

b) De tva forsta kolonnerna dr redan ortogonala Ortogonalisering med Gramm-Schmidts
5

metod av den tredje mot de tva forsta ger den nya kolonnen | —2 | och normering av
1

B3
alg)3l

=~

kolonnerna ger matrisen () = . Dérefter fas R genom matrismulti-

—
[\

V20
plikationen R = QT A =

Iy N O
ogoﬁy
g

0
0

> kg3

5a) arctan(z) =~ x — 2—3 Bakatfelet = = 0.1 blir tan(0.1 — %) —0.1
b) Storningsformeln ar il < k(AL dair k(A) = A [[|| A7 .

Vihar || A =9, A7l = L [ T2 } , || A7 lo= 0.9 och k = 8.1. Vidare giller

0l -2 2
enligt forutsittningarna att || b [|0o< 0.5-1073, || b ||o= 2. Detta ger W“’i"‘ < 8.1%500— ° <
2.1-1073

6) 7(0.5) = 0.5(1 + 3.5+ 2) = 3.25, 7T(0.25) = 0.25(1 + 3 + 3.5 + 4.3+ 2) = 3.5.
Extrapolation ger T )(O 25) = 3.5 + 35_33 5 — 1—72 Trunkeringsfelet uppskattas med
| Ry |<| 3.5 —3.25 |= 1. Svaret blir 35 =+



7 a) Invertera i = ae~® och logaritmera ln(é) = [n(a) — bt, som &r linjért i parametrarna
In(a) och b. Systemet kan skrivas in(a) — bt; = —In(y;), i = 1,..., m eller pa matrisform
1 —tl —ln(yl)
In(a) |
b N
1 —ty, —In(ym)
f1 e e
a? a
b) Residualvektor F' = | " | dar f; = aef;btz — y;. Jakobian J = '
A e

Gauss-Newton: [ Z } = { Z } —|—[ 21 } , dar [ 21 } ar 16sning till 6verbestamt linjart
k+1 k 2 1k 2 Ik

ekvationssystem: Jj, [ zill } = —Fy, dar Jp = J(ag, bg), Fp = F(ag,by).
2 1y

8a) prediktor: yxi1 = yr + hf(tk, yr),
korrektor med fixpunktsiteration: y,(frll) =y + hf(trs, y,(gﬁ)rl).
b) Da far vi Euler bakat med stabilitetsomrade: {z € C;| 2 — 1 |> 1} (enligt foreldsning

och ldrobok).

c) Pa testproblemet far vi: 3/1(321 =y + hA\ys, y,(clle =y + hAy,(gzl = yr + hA(yr + hAyg) =
[1+ hX+ (RA)?ys

Stammer med tva termers Taylorutveckling av e"* dvs metoden #r av ordning 1.

d) Pa testproblemet far vi: yl(i)l = Y + h)\(yl(;)l) = yr + hA\[yx + hA(yr + hAyr)] =
Y+ DAy + (BA)?yk + (BA)y = [1 4 A+ (hA)? + (AA)?]ys.

Stabilitetomradet blir alltsa {z € C;| 1+ 2 + 22 + 23 |[< 1}.
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LYCKA TILL!

Uppgift 1.

a) Avgor om H C V ér ett underrum till det linjdra rummet V' om

(i) V = C(R), méngden av kontinuerliga funktioner pa R och

H={feV; f(-t)=f(t) Vi € R} (1p)

(ii) V = R™™, méangden av alla reella n x n-matriser och

H &r méngden av uppat triangulira reella matriser (1p)

(i) V.= C([0,1]) och H={f € V; f(0) =1} (1p)

(iv) V.= R och H ={A € V; Y ", a; = 0} (diagonalelementen summerar till 0).
(1p)

b) Lat H; och Hy vara underrum i det linjara rummet V' med skaldrprodukt. Visa att
(Hy + H)* = Hi N Hy (4p)

Anm. Rummet H; + H; definieras som Hy + Hy = {hy + ho; hy € Hy, hy € Hy}

Uppgift 2.

Lat T': P, — P, vara den linjéira avbildningen T'(p(t)) = tp'(t + 1) + p(t), Vp € Ps.

a) Bestdm matrisen for avbildningen T i basen {1, ¢, t*}. (3p)

b) Ange alla egenvirden och egenvektorer till avbildningen 7'. (2p)



Uppgift 3.

a) Gor en full QR-faktorisering av matrisen A = (5p)

S = O =
—_— O = O
O = = O

b) Anvind @) R-faktoriseringen i a-uppgiften for att ange en bas f6r Col(A) och en bas for

Nul(AT). (2p)

Uppgift 4.
a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden: (4p)

=}

x'(t) = —2x4(1), z1(0) =1
xo' (1) = —dx1(t) — 622(t), x2(0) =1
,Ig,(t) = —ng(t), .Z'g(O) =1

b) Vad blir det for problem med diagonaliseringsmetoden om forsta ekvationen dndras
till z1/(t) = —2x1(t) + x2(t)? (2p)

c¢) Undersok om problemet i a-uppgiften ar stabilt. (1p)

d) Antag att du vill anvéinda Eulers framatmetod for att 16sa problemet i b-uppgiften. Ge
ett villkor pa steglingden h sa att metoden blir stabil. (3p)

Uppgift 5. Vi vill 16sa ekvationen 222 + x — 2.99 = 0 med Newtons metod.

a) En rot ligger nidra * = 1. Anvénd den informationen for att bestimma konvergensor-
dning och (approximativt) asymptotisk felkonstant vid konvergens mot roten. (3p)

b) Mer noggrant géller att x* = 0.99800 med fem korrekta decimaler. Anvind den infor-
mationen och a-uppgiften for att avgéra hur manga iterationer det kommer att behdvas
fran startapproximation xy = 1 for att bestimma z* med 10 korrekta decimaler. (3p)

Uppgift 6. Lat (¢;,y;), i =1, 2, 3 vara tre olika punkter i planet.

a) Visa att det finns exakt ett polynom p av grad <= 2 dvs p € P, som gar genom
punkterna, dvs sadant att p(t;) = y;, @« = 1, 2, 3. Detta polynom kallas interpolation-
spolynomet. (5p)

Ledning: Visa att polynomen p(t) = {t=ta)(t=ta) (t) = M och

T (t1—t2)(t1—t3)” D2 to—t1)(t2—t3)
t—t1)(t—t . .
ps(t) = % ar bas for Ps.
b) Ta fram interpolationspolynomet pa Newtons form da punkterna &r (0,0), (1,2) och

(2,3). (4p)



Uppgift 7. Betrakta problemet att minimera funktionen f(x1,z9) = 223 + 23 + 4 utan
bivillkor, med kénd l6sning * = (0, 0).

a) Ange formeln for Steepest Descent-metoden for att 16sa problemet, tala speciellt om
vad som &r sokriktning och vad som &r steglingd. (2p)

b) Gor en iteration fran xy = (1,1). Bestém steglingden exakt genom att anvénda aktuell
formel for kvadratisk objektfunktion. (4p)

c¢) Ta fram en startpunkt, som ger 16sningen med en iteration av Steepest Descent-metoden
pa aktuellt problem. (2p)

Uppgift 8. Vi vill 16sa foljande differentialekvation numeriskt:

y"+2y=2t,y(0) =0, ¢(1) = 1.

a) Skriv om problemet till ett system av forsta ordningen. (1p)

b) Formulera inskjutningsmetoden for att losa problemet. (3p)

c¢) Skriv upp en lamplig metod att 16sa den ekvation som inskjutningsmetoden ger upphov
till. (3p)
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la) (i) Ja, summan av tva jamna funktioner &r jimn, konstant ganger jaimn funktion &r
jamn, nollfunktionen ar jamn.

(ii) Ja, summan av tva uppat trianguldra matriser dr uppat trianguldr, konstant ganger
uppat triangular matris ar uppat triangulér, nollmatrisen ar uppat triangulér.

(iii) Nej, summan av tva funktioner som &r 1 i punkten 0 &r inte 1 i punkten 0.

(iv) Ja, med Sp(A) = D71, a; géller Sp(A + B) = Sp(A) + Sp(B) =0+ 0 =0,

Sp(cA) = eSp(A) =0, Sp(0) =0.

b) Ta z € (H, + Hy)*. DA dr x ortogonal mot hy + hy dér hy € Hy och hy € Ho.

dvs <x,hy +hy >=0&<x,hy >+ <z, hy >=0,Vhy € H|,Vhy € H>.

Speciellt giller for hy = 0 att < z,hy >= 0 dvs 2 € H3 och

for he = 0 géller att < x,hy >=0dvs z € Hf.

x ligger alltsa i bade Hi och Hi dvs z € H{ N Hy-.

Omvindningen; att x € Hi- N Hy = x € (H; + Hy)* visas pa analogt sitt.

22) T(1) =1, T(t) =t+t=2t, T(t*) =t -2(t + 1) + t* = 3t* + 2t.
100
Matrisen blir M = | 0 2 2
00 3
b) Egenvirden till M finns pa diagonalen dvs 1, 2 och 3.
Egenvektorer till matrisen M ir resp. (1,0,0)T, (0,1,0)T och (0,2,1)", som motsvarar
resp. egenvektorer till avbildningen T 1, t och 2t + t2.

3a) De tva forsta kolonnerna #r ortogonala. Gram-Schmidt pa tredje ger

(0,1,1,0)" — 3(1,0,1,0)" — 1(0,1,0,1)" = 3(-1,1,1,-1)".

Utga fran en fjirde kolonn som &r linjéirt oberoende med de tre givna exempelvis (1,0,0,0)7
och ortogonalisera den mot de tre givna med Gram-Schmidt:

(1,0,0,0)" — 3(1,0,1,0)" + 3(—1,1,1,-1)" = (1,1, -1, -1)""

Med normerade kolonner far vi matrisen

o L L 1 1
o=| 1 v 2 2lear=qra=| " V2 5
A 0o
0 % -1 -1 0 0 0

b) De tre forst
for Nul(AT)

a kolonnerna i ) utgar bas for Col(A) och den sista kolonnen i ) utgor bas

UJ



4a) Egenvérden och egenvektorer berdknas. Egenvirdena ér pa diagonalen,
)\1 = —2, )\2 = —6 och )\3 =-3

med egenvektorer, som fas genom losning av resp. homogent ekvationssystem
(A= XNDv; =0: vy = (1,-1,0)7, vy = (0,1,0)” och v = (0,0, 1)~.
Losningsformeln ar sedan

1 0 0
x = cre™Mtuy + ety + cseMtus = e | =1 | e | 1 | +ese |0
0 0 1

Koefficienterna ¢y, ¢3 och c3 bestams fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet
1 00 (&1 1

-1 1 0 co | = | 1 |, medlosning ¢y =1, co =2, c3=1.
0 01 C3 1
1 0 0
Losningen blir alltsa z = e 2 | —1 | +2e7% | 1 | +e73 | 0
0 0 1

4b) Egenvirdena blir nu Ay = —4, Ay = —4 och A3 = —3. Det dubbla egenvirdet A = —4
har egenvektor (1,—2,0)7, som spénner rum av dimension = 1 < 2 = multipiciteten hos
egenvirdet. Matrisen dr da inte diagonaliserbar.

4c) Alla egenvérden har realdel < 0, alltsa &r problemet stabilt.

4d) Stabilitetsomradet for Eulers framatmetod &r en cirkelskiva i komplexa planet med
centrum i (—1,0) och med radie 1. For stabilitet krivs att h); tillhor stabilitetsomradet
for alla egenvarden \;. Storst krav stéller hdr Ay = Ay = —4 och villkoret blir h\; > —2
som ger h < 0.5.

5a) f' =4x + 1 med [’ # 0 ndra z* = 1 dvs enkelrot. Konvergensordningen &r da 2.
Asymptotiska felkonstanten ¢' = 100~ 14 — (4

~ ST T

2@ Y25

b) Successiva fel i approximationerna blir enligt férutsiattningar och a-uppgiften:

0~ 021072, ¢ ~04-&~0.016-10%=1.6-1075, e ~0.4-€ ~ 1.024- 10712 dvs
tva iterationer racker.

6a) Bevis av ledningen: Vi har tre funktioner i ett tredimensionellt rum, det ricker att
visa att de ar linjart oberoende. Vi vill alltsa visa att om ¢1py(t) + copa(t) + csps(t) = 0 Vi
sa ar ¢ = cg = c3 = 0. VAlj t =ty sa foljer ¢1py(t1) + capa(t1) + e3ps(t1) = ¢4 + 0+ 0 och
for att detta uttryck ska vara 0 sa maste ¢; = 0. Pa samma sétt visas att co = 0 genom
att sétta in ¢t = ¢y och att c3 = 0 genom att sdtta in t = t3.

Nu géller fran definitionen av basfunktionerna att p(t) = y1p1(t)+yep2(t)+ysps(t) uppfyller
interpolationskraven p(t;) = vy;, i = 1,2,3 och att p ar entydigt foljer av att {p1, p2, ps3}
ar bas.



6b) Ansitt enligt Newton: p = ¢; + co(t — t1) + c3(t — t1)(t — t2). Interpolationskraven ger
ekvationsssystem:

1 00 c1 0
1 10 ca | = | 2 | med losning ¢; = 0, ¢ = 2, ¢3 = —0.5 och polynomet blir
1 2 2 c3 3

alltsa p(t) = 2t — 0.5¢(t — 1).
d®) = —V f(x*))

4z 40
2 2 1
b) f=2xi+x5+4, Vf {2:62}, H {O 2}.

7 a) Sokmetod: { . Hir ar d® sokriktning och oy, stegléngd.

For forsta iterationen har vi
2O = (L))", V@)= (4,27, d9=(-4,-2)", Hd® = (-16,—4)".
_VfEOTA® 20 _ 5

Optimal steglédngd enligt formel: oy = ~oThio = "7 = 18

Forsta iterationen blir alltsa: 2 = (9 + apd® = (1,1)7 + X (-4, -2)T = §(-1,4)".
7c¢) Nivakurvorna ér ellipser centrerade kring origo med halvaxlarna langs koordinataxlarna.
Om man startar nagonstans pa halvaxlarna sa pekar negativa gradienten till origo och en
iteration krivs. Man kan t.ex. starta i (00 = (1,0)7.

' =Y
- Yo' =2t — 2y
8a) Systemet blir
) 5% 0(0) =0
' = Y2
o o : Yo' =2t — 2y,
b) Inskjutningsmetoden innebér att skriva problemet som 7 (0) = 0
1(0) =
y2(0) = s

och 16sa ekvationen: ¢(s) = y2(1,s) —1=0.
c) Sekantmetoden for att 16sa ¢(s) = 0 blir:

Shp1 = Sk — (y;;(ll’i’“k))__?;ff;:fl‘)l), k=1,2,... med tva startskott sy och s;
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LYCKA TILL!

Uppgift 1.

a) Definiera addition & och muliplikation med skalir ® i V = R? enligt

(21, 22) ® (Y1, 92) = (T1 + 1+ L, o2 +y2 + 1)

c® (x1,29) = (c+cxy —1,c+ caxg — 1).

Visa att V &r ett vektorrum med avseende pa de givna operationerna. (4p)

b) Visa att om M; och M, &r tva tvadimensionella plan i R", n > 2 sa finns ett plan av
dimension < 5 som innehaller bade M; och M. (4p)

Uppgift 2.

Lat T': P, — P, vara den linjira avbildningen T'(p(t)) = p”(t) + tp'(t — 1), Vp € Ps.
a) Bestim matrisen for avbildningen 7' i basen {1, t, t*}. (3p)

b) Ange alla egenvirden och egenvektorer till avbildningen T'. (2p)



Uppgift 3.
a) Lat u och v vara element i ett vektorrum med skalarprodukt < -, - > och motsvarande

norm || - ||, sadana att ||u|| > [Jv||. Visa att u och u — v inte &r ortogonala. 3p
1 01
N N . 0 20
b) Gor en kompakt @) R-faktorisering av matrisen A = 20 0 (4p)
01 1

c) Ange med hjilp av b-uppgiften en ON-bas fér Col(A). (1p)

Uppgift 4. Betrakta den kvadratiska formen Q(x) = 2z} + 22129 + 223 + 2.

a) Bestim storsta virde pa Q(x) da z7x = 3. Bestéim en vektor u med u’u = 3 si att
Q(u) dr maximal. (4p)

b) Bestdm max Q(z) under villkoren 27z = 3 och z'u = 0, diir u &r vektorn enligt
a-uppgiften. For vilka x antas maxvéardet? (3p)

Uppgift 5.

a) Definiera vad som menas med en kubisk spline med naturliga &ndpunktsvillkor. (3p)
b) Bestim en kvadratisk spline s(z) som interpolerar f(x) = z® i noden z = 0 och i
punkterna z = —1 och = 1 samt uppfyller villkoret s'(1) = f’(1). (4p)

c) Bestém integralen | E1 s(x) dz med en numerisk metod som &r exakt for denna integral.

(3p)

T

1+ 2x129 — 23+ 1 =0
Uppgift 6. Betrakta ekvationssystemet } —a3r3+ a3 =0 .
3+ 219 —23—2=0
a) Gor en iteration med Newtons metod med start i origo. (4p)
b) Det visar sig att efter fyra iterationer enligt a-uppgiften &r felet |2 — 2*|| ~ 0.013
och roten z* ar reguljar. Hur manga ytterligare iterationer kan du forvantas fa goéra innan
felet ||z — 2*|| < 107197 (2p)

Uppgift 7. Du ska anpassa parametrarna a och b i modellen y(t) = m till
métningar (t;, v;), ¢ =1, ..., m med m > 2.

a) Formulera om modellen sa att linjar minstakvadrat kan anvindas och skriv upp det
ekvationssystem som ska losas. (3p)

b) Anviind den olinjdra modellen som den star och ange residual och Jacobian samt teckna

en iteration med Gauss-Newtons metod. (4p)

Uppgift 8. Betrakta begynnelsevirdesproblemet y' = —y? + ty, y(0) = 1.

a) Anvind Eulers framatmetod med h = 0.1 for att bestdmma en approximation till y(0.1).
(2p)

b) Bestdm en ny approximation till y(0.1) genom att utgaende fran approximationen i
a-uppgiften utfora en fixpunktsiteration i trapetsmetoden. (3p)

c) Bestédm stabilitetsomradet for metoden i b-uppgiften. (3p)

d) Vad blir stabilitetsomradet om man itererar till konvergens i fixpunktsiterationen enligt
b-uppgiften? (1p)
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la) Vi visar de minst triviala av de 10 reglerna som ska gilla:

4. 00r=2d0=z0m0=(-1,-1).

5. —x=(r1—2,20—-2)=2d&—x=(—1,—-1)=0.

7.cOdy) =coO(xi+y1+1,xe+ya+1) = (c+c(zr+y1 +1) — L e+ce(ze+y2 +1)— 1) =
(cteri—14+c+ep—1+lct+cro—1+ctcep—1+1)=(cOx)@®(cOy).

8. (c+d)ox=(c+d+(c+d)r1 —lc+d+ (c+d)zy—1)=(c+cr1 —1+d+dvy,c+
cxat+d+dry—1)=(cOx) P (dO x).

9. cO(dOx) =cO(d+dr;—1,d+dry—1) = c+c(d+dx1—1)—1,c+c(d+dzy—1)—1) =
(cd + cdxy — 1,ed + cdry — 1) = (cd) © z.

10 10z=(1+2— 1,142, —1) =2.

b) Planen kan skrivas:

My xg+ sxqy +txs, x; € R", s,t € R

My :yo + uyy + vya, y; € R, u,v € R

Bilda nu M3 : Axg + sxq + txs + (1 — N)yo + uy; + vys. Detta plan innehaller M; och M,
och har 5 parametrar, ar alltsa av dim < 5 (Dimensionen kan bli mindre &n 5 om nagra av
x; och y; &r samma.)

2a) T(1)=0; T(t)=t, T(t*) =2+ 2t(t — 1).
00 2

Matrisen blir M = | 0 1 -2
00 2

b) Egenvérden till M finns pa diagonalen dvs 0, 1 och 2.
Egenvektorer till matrisen M &r resp. (1,0,0)7, (0,1,0)T och (1,—2,1)T, som motsvarar
resp. egenvektorer till avbildningen T%: 1, t och 1 — 2t + ¢2.

3a) < u,u—v>=<uu>—<u,v >> (Cauchy-Schwartz) ||ul|* — ||ul/[|v] >
(forutsittning) [Ju||* — ||u||> = 0. Aktuell skalirprodukt #r alltsa inte noll.

b) De tva forsta kolonnerna #r ortogonala. Gram-Schmidt pa tredje ger
(1,0,0,1)" — £(1,0,2,0)" — 2(0,2,0,1)" = 2(2,-1,-1,2)".

Med nor{nerade kol(%nner far vi matrisen

L 2
65 PR Vi 0 &
Q=12 ¥ M lohR=QA=| 0 V5
V5 - V10 4
g L 2 0 0 75

V5 V1o

b) Kolonnerna i @) utgor bas for Col(A).



4a) Q(z) = v7 Az med A =

(e RNt \)
O N =
—_ o O

11
100 ~% 5 U

Egenviarden D= | 0 3 0 |, egenvektor P = \/Li \/Li 0 |. Storsta vérde pa kvoten
00 1 0 0 1

Q( ) Ar #r lika med storsta egenvirde, dvs 3. Storsta virde pa Q(x) da 27z = 3 #r alltsa 9

och det antas for motsvarande egenvektor dvs u = j:\/; (1,1,0)T

4b) Enligt sats i Lay blir maxvérdet pa kvoten % lika med nést storsta egenvérde

dvs 1, och ddrmed mazr Q(x) lika med 3. Maxvérdet antas for egenvektorer horande
till egenviardet 1, dvs vektorer pa formen z = cl(—\} ﬂ,()) + ¢2(0,0,1)T med lingd

|z|| = v/3. Koefficienterna ¢, och ¢, ska alltsa ligga pa cirkeln ¢ + c2 = 3.

5a) Om s(x) ar splinen sa ska s, s’ och s” Gverensstimma i alla noder. I &ndpunkterna
ska andraderivatorna s” var lika med 0.

b) Ansitt s; = az + bx?, 0 <z <1. Daér s} = a+ 2bx och villkoren ger ekvationssystem
i de obekanta a och b: s)(1) = a+ 2b = 3 och s1(1) = a + b = 1. Ekvationssystemet har
16sning @ = —1, b = 2 och dirmed #r splinedelen s; = —x + 222. Den andra splinedelen
ansitts so = cx + dr?, —1 <z < 0. Da ér sy = ¢+ 2dx. Villkoret s(0) = s5(0) ger da
¢ = a = —1 och slutligen ger villkoret sy(—1) = —c+d = —1 att d = —2 och splinedelen
So = —x — 222,

b) Simpsons formel eller trapetsformeln plus Richardsonextrapolation &r exakt pé delin-

tervallen ty s kvadratisk spline. Integralen blir alltsa fjl ) dov = f ) dx +
Jysi(z) de=1(-1+4-0+0)+L0+4-0+1)=0.
r1+ 22179 — 23+ 1 14 2x4 221 -1
6a) f =< 27— xirs+ 13 J = 2r; —2wows —x5+1
x%+2x2—x3—2 3z3 2 -1
0 10 —1
Xp — 0 s f(): O [O 0 y X1:X0—J0\f0
0 0 2 —
1 0 —1 1 1
Ekvationssystem Jysg = fo< | 0 0 1 So = 0 S so=| —1
0 2 -1 -2 0
—1
X1 =Xg— S = 1
0

b) 3 iterationer ytterligare ty kvadratisk konvergens och 0.0132* < 10710,



szn b cos t

t , som &r linjart i parametrarna a och b. Systemet kan

7 a) Invertera * = o>
Yy

sin(t1) cos(tl) 1
t1 t1 Y1
skrivas pa matrisform Z } =
sin(tm)  cos(tm) 1
tm tm Ym
fi
b) Residualvektor F' = dar fz = W—:—bws(ti) — Y.
fm
N t1sin(t1) o t1cos(t1)
(asin(t1)+bcos(t1))? (asin(t1)+bcos(t1))?
Jakobian J =
i tmsm(tm) tm;:;;s(tm)
(asin( tm)+bcos(tm " (asin(tm)+bcos(tm))2
Gauss-Newton: | & d déir d ar 16sning till 6verbestamt linjart
b d2 d2 k
ekvationssystem: Jj, [ J } —Fy, dar Jy = J(ag, bg), Fp = F(ag,by).
2

8a)yo=1, y1 = yo + 0.1(—1>+0-1) =1 — 0.1 = 0.9

b) 1\” = 0.9, y\V =1+ %(-12-0.92+0.1-0.9) = 1 — 0.086 = 0.914.
c¢) Pa testproblemet far vi: 3/1(221 = Y + hAys, y,(;zl =y + %()\yk + )\y,(ﬁgl)
=y + 2(A\ye + Mye + hAyr) = [1 + hA + @]yk-

Stablhtetomradet blir alltsd {z € C;| 1+ 2+ 2 |< 1}

d) Da far vi stabilitetsomradet for korrektorn dvs Trapetsmetoden som dr
{z € C; Re(z) < 0}.
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LYCKA TILL!
Uppgift 1.
a) Vektorerna vy, vg, ..., vy iett linjart rum V &r linjért oberoende. Bestdm dimensionen
hos det rum som spénns av vektorerna vy — vy, vy — Vs, ..., Ug_1 — VU och vy — vy. (4p)

b) Lat M vara ett multiplan i R" och x, y tva olika punkter i planet. Visa att M innehaller
linjen genom z och y, dvs alla punkter pa formen = + t(y — x), t € R. (4p)

Uppgift 2. Betrakta avbildningen F'(ag + ait + ast?) = 2a1 + (ag — az)t + (a; — az)t? fran
P2 till PQ.

a) Bestim matrisen for avbildningen i standardbasen E = {1, ¢, t*} for P». (2p)

b) Betrakta basen B = {1, 1+1t, 1+t + t*} for P,. Bestdm transformationsmatrisen
mellan baserna B och F och bestim med hjilp av den koordinaterna for ¢ = 2 —t 4 3t% i
basen B. (3p)

¢) Bestdm matrisen for avbildningen F' i basen B och bestdm koordinaterna for F(q) i
basen B , dér q dr given i b-uppgiften. (4p)



Uppgift 3.

1 0 1 —1

o | o2 0 ] 1y2

Vi vill 16sa problemet min,|| Az — b||2, med A = 5 0 0 och b= 5/2
01 -1 0

a) Los problemet med normalekvationerna. (2p)

b) Los problemet med QR-faktorisering. (4p)

c) Om tredje kolonnen i A #ndras till [ 1 —2 2 —1 ]7 sa fungerar inte metoderna i a)
eller b). Ange en metod som ger 16sningen till problemet med minsta norm ||z||s. Skriv
formellt upp lésningen utan att géra nagra numeriska berédkningar. (2p)

d) Bestdm de singuldra vérdena till matrisen A. (3p)

Uppgift 4. Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden.
(5p).

) (t) = —2x1(t) — z2(t) — x3(t), x1(0) =0
xh(t) = —x1(t) — 224(1), 22(0) =2
xh(t) = —2x3(t), x3(0) =0

Uppgift 5.

a) Anta att arctan(x) approximeras med z — % nira x = 0. Teckna framat- och bakatfelet
i approximationen da x = 0.1. (2p)

b) I berikningen i a)-uppgiften ingar delalgoritmen y = 2. Betrakta denna i ett flyt-
talssystem med IEEE-standard. Undersdk om algoritmen &r stabil. Du kan anta att = ar
ett exakt flyttal dvs fi(z) = z. (3p).

Uppgift 6. Betrakta foljande punkter i (z,y)-planet: (0,—-2), (1,0), (2,0), (3,—1).

a) Lat y-viardena representera funktionsvirden av en funktion y = f(x) och bestdm en
approximation till integralen f03 f(z)dz med trapetsformeln och steg h = 1. (2p)

b) Bestdm interpolationpolynomet genom punkterna. (3p)

c) Bestdm en kvadratisk spline med noder i x = 1 och z = 2 och som gar genom alla
punkterna. (4p)

Uppgift 7. Du ska anpassa parametrarna a och b i den ickelinjira modellen y(t) =

e~ +sin(bt) till matningar (¢;, v;), i = 1, ..., m med m > 2. Ange residual och Jacobian
samt teckna en iteration med Gauss-Newtons metod. (5p)

Uppgift 8.

a) Betrakta differentialekvationen y' = —y® + %, y(0) = 1. Anvind Eulers bakatmetod

och steglingd h = 0.1 for att approximera losningen i punkten ¢ = 0.1. Visa att detta leder
till en ekvation pa formen 0.1z% + z — 1.001 = 0. (3p)

b) Bestdm stabilitetsomradet for metoden i a-uppgiften om man gor en fixpunktsiteration
i aktuell ekvation med start fran det virde som Eulers framatmetod ger. Avgor genom en
(grov) uppskattning om metoden &r stabil for problemet i a-uppgiften med vald steglédngd.

(5p)
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1a) Totala méngden &r linjért beroende eftersom summan av dem (vy —vy)+(ve—v3)+ ... +
(g —v1) = 0, dimensionen ar alltsa < k — 1. De k — 1 forsta ar linjart oberoende ty

k—1
Yoic1 (Vi —vip1) = 0 & aqvp + (@ — a)va + oo+ (o1 — Qp2)Vp1 — a1V = 0
och eftersom vy, vs, ..., v, ar linjart oberoende sa giller oy =0, as —a; =0 = ay =
0, (Oz3 — Oéz) =0=a3=0, ..., ag_1 =0 v.s.v.

b)reMer=xy+z1, 11 €U ochy e M xg+y;, y1 €U dir U ér ett underrum.
Da gilller z +t(y —x) = xo+ o1 +t(xo +y1 — 1o — 1) = o+ 1 + t(y1 — 1) = 2o + 2 med
z=ux1+t(yy —x1) €U ty 2= (1 — )z + ty; med x; och y; i underrummet U.

2a) F(el):t:eg, F(62)22+t2:261+63, F(Gg):—t—t2:—€2—€3.

02 0
Matrisen blir M = | 1 0 -1
01 -1
1 11
b) b1:€1, 52:€1+62, b3:61+€2+63:>PB: 01 1]. Férqgéﬂler [q]E:
0 01

[2 —1 3] och koordinattransformationen blir Pg[q]p = [¢]s. Detta ir ett uppat trianguliirt
system som litt 1oses till [¢]p = [3 —4 3]T.
C) F(bl) :t:bg—bl, F(bg) :2+t+t2 :b1—|—b3, F(bg) :2:2b1

-1 1 2
M'=| 1 0 0 |. Alternativt kan M’ bestimmas genom M’ = P5'M Pg.
0 10
[F(g)ls = M'lgls =[-1 3 —4]".
5 0 1 4 1
3a) ATA=|0 5 —1|,ATvb=| 1 |, ATAz=ATbsz=| 0
1 -1 2 -1 —1

b) De tva forsta kolonnerna #r ortogonala. Gram-Schmidt pa tredje ger
(1,0,0,—1)" — £(1,0,2,0)" + £(0,2,0,1)" = 2(2,1, -1, -2).
Med normerade kolonner far vi matrisen

1 2
v oz v vE 0 Ve
Q= , W VIO L R=QTA= 0 Vb —2X | och QTb= 4 . Losnin-
s Y TUm 0 o A7 v
1 2 i — s
0 % ~Tm vio vio
1
gen ges av triangulira systemet Rz = Qb och blir z = 0
—1



c¢) Kompakt SVD: A = U;%, VI, Lésning x = VX, 1UI'b dér r = 2 eftersom rang(A) = 2.
d) De singuliira virdena till A ir roten ur egenvirdena till AT A, given i svaret till a-

uppgiften. Karakteristiska ekvationen blir
(5-A)22=A) = (52 = (5-A) = (5= A)(A\2 = TA+8) med rétter 5, L+ Y17 Singuliira

virdena &r alltsa v/5, \/% + @, % — g

2 11 -1 0 0
4) Systemet kan skrivas 2’ = Armed A=—| 1 2 0 |. EgenvirdeniD=| 0 -3 0
0 0 2 0 0 =2
-1 1 0
egenvektorer i P = 1 1 -1
0 0 1
-1 1 0
Losningen kan skrivas @ = cie™* | 1 | + e | 1 | +c3e72 | —1 |. Begynnelsevil-
0 0 1
0 -1 1 0 c1 0 1
lkoret z(0) = | 2 | ger ekvationssystem | 1 1 -1 ol=12|=c=|1
0 0 0 1 C3 0 0
-1 1
och 16sningen blirdd x =e* | 1 | +e3 | 1
0 0

5a) Framatfelet 0.1 — % — arctan(0.1), bakatfelet tan(0.1 — %) - 0.1

b) fl(x?) = 2*(1+01), fl(2®) = 23(1+01)(1+62), fl(23) = 23 diir & = 2((1+0)(1+62))"/3,
med |&;| < p. Eftersom (14 0)Y? = 1+ §/3 + O(p?) kan vi skriva 7 = x(1 + 6,/3)(1 +
02/3) + O(p?) = x(1 + 61/3 + 62/3) + O(p?). Vi far alltsa [2=%| < 24 och algoritmen &r
ddrmed visad vara stabil.

6a). T(1) = 1(~2/2 — 1/2) = —3/2

b) Ansitt ps(z) = a+bxr + cx(z — 1) + de(x — 1)(x — 2), p3(0) = -2 =a = -2

ps(1) =0=b=2 ps(2) =0=c=—1, ps3(3) = —1=d=1/6

dvs ps(z) = =2+ 2z —z(z — 1) + gz(z — 1)(z — 2).

c) Lat splinen vara s(z) = s, 0 < <1, s(z) =89, 1 <ax <2 s(xr)=s3 2<x<3.
Vi viljer s = 0 och bestimmer de andra delarna. Lat s; = a(z — 1) + b(z — 1)* med
si(x) = a+ 2b(x — 1). Villkoren ger s7(1) = 0 = a =0, 51(0) = =2 = b = —2 dvs
s; = —2(x — 1)2. P4 liknande siitt ger ansatsen s3 = c(x — 2) + d(z — 2)? och villkoren att
c=0och d=—1dvs s3 = —(x — 2)? och alla spline-delarna ir bestimda.



i
7. Residualvektor F'= | " | dér f; = e " + sin(bt;) — ;.
fm

—tie” ™ ticos(bty)
Jakobian J =

—tme” " tcos(bty,)

Gauss-Newton: [ Z } = { Cbl } —|—[ 21 } , dar [ 21 } ar 1osning till 6verbestamt linjart
k+1 k 2 1k 2 Jk

da

8a) y; = yo + 0.1(—y? + 0.12) = 1 — 0.1y} + 0.001 dvs med y; = z har vi ekvationen
0.12% + 2 = 1.001 = 0.

b) Pa testproblemet far vi: y,(;_)gl = yp + h\ys, y,(ﬁljzl =y + h)\y,(ﬁzl = yr + hA\(yx + hAyx) =
[1+ hX 4 (hA)?]ys.

Stabilitetomradet blir alltsa {z € C';| 1 + 2z + 2% |< 1}.

f = 3y’ med y < 1dvs -3 < fi, <0med 03 < z=nhf, <0= 1+ 2+ 22| <
|1 —0.3+0.09] <1 dvs stabilt.

ekvationssystem: Jj, [ d } = —Fy, dar Jp = J(ag, bg), Fp = F(ag,by).
k
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- Skriv tydligt och disponera papperet pa lampligt sétt
- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vdl motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1.

a) Lat H; och Hy vara underrum till ett linjart rum V. Undersok om H; U Hy alltid &r ett
underrum till V. (3p)

b) Visa att om A och B &r ortogonala matriser och det(A) = —det(B) sa ér A+ B singulér
(ej inverterbar).

Ledning: Definitioner och produktregel fér determinant. (4p)

Uppgift 2. Betrakta avbildningen F(ag + a1t + ast?) = a1 + (a1 — az)t + (ag — as)t* fran

P2 till Pg.

a) Bestdm matrisen M for avbildningen F' i standardbasen E = {1, t, t*} for P». (2p)

b) Visa att B={1+t, 1 —t, 1+1t+t*} &r bas fér P, och ange transformationsmatrisen
Pg. g mellan baserna B och E (2p)

c) Bestam matrisen M’ for avbildningen F i basen B och verifiera formeln M’ = P! ;M Pp_ .

(3p)



Uppgift 3.

1 11 2

C e : 0 01 1
Vi vill 16sa problemet min,|| Az — b||2, med A = 110 och b= 1

0 01 1

a) Los problemet med normalekvationerna. (2p)

b) Los problemet med QR-faktorisering. (4p)

c) Om tredje kolonnen i A #indras till [ 3 0 1 0 ]7 sa fungerar inte metoderna i a) eller
b). Ange en metod som ger l6sningen till problemet med minsta norm ||z||3. Skriv formellt
upp lésningen utan att gora nagra numeriska berékningar. (2p)

Uppgift 4. Betrakta den kvadratiska formen Q(z) = 627 + 223 + 522 + 4dxox3.

a) Bestdm storsta virde pa Q(z) da x7x = 2. Bestdm alla vektorer v med u”u = 2 saidana
att Q(u) ar maximal. (4p)

b) Bestim storsta viirde pa Q(z) under villkoren att z7z = 2 och 27w = 0 fér alla u enligt
a)-uppgiften. For vilka x antas detta maxvérde? (3p)

Uppgift 5. Vi vill 16sa ekvationen 3z% — 222 — 0.99 = 0 med Newtons metod.

a) En rot z* till ekvationen ligger néra 1. Anvind den informationen for att bestdmma kon-
vergenshastighet och (approximativt) asymptotisk felkonstant vid konvergens mot roten.
(3p)

b) Mer noggrant géller z* = 0.99799 med fem korrekta decimaler. Anvénd den informa-
tionen och a)-uppgiften for att avgora hur manga iterationer det kommer att behovas fran
startapproximation xo = 1 for att bestimma z* med atta korrekta decimaler. (3p)

Uppgift 6. Betrakta foljande tabell 6ver funktionsvérden:

x| 0
1

3
7 P

1 2
2 3

a) Berdkna en approximation till f03 f(z) dz med hjilp av tabellen och trapetsformeln.
(2p)
b) Bestdm interpolationspolynomet till punkterna i tabellen. (3p)

1+, 0<az<2
3+ (x—2)—2(x—2)?2 2<x<3
knutpunkt (nod) i = 2 och som interpolerar tabellvérdena. (2p)

Uppgift 7.

a) Formulera linjestkningsproblemet vid minimering av en funktion f av flera variabler
utan bivillkor. (3p)

b) Visa att om f &r en kvadratisk funktion dvs f = %xTH 2+ bz sa ges linjestkningsprob-

Vf(zENT qlk) ..
(cﬁ(’f))T;{_d(k) dar d®)

c) Undersok om s = ar en kvadratisk spline med

lemets 16sning dvs steglingden av formeln ay = — ar vald sokriktning

i punkten ). (4p).
¢) Hur véljer man sokriktning i Steepest Descent-metoden? (1p)



Uppgift 8. Man vill 16sa foljande andra ordningens randvérdesproblem for en funktion

y():
y'=—dy+aly —1),0<z <1
y(0) =0
y'(0) =1

dér a ar en parameter.

a) Skriv om problemet som ett system av forsta ordningens ekvationer. (2p)

b) Bestém for vilka a-virden som problemet i a)-uppgiften dr stabilt. Ar Eulers framat-
metod stabil f6r a = —5 och steglingd h = 0.57 (4p)

c) Man vill nu att parametern a skall uppfylla sambandet a = —(2y'(1) + y(1)). Sétt, i
analogi med inskjutningsmetoden, upp en ekvation vars 16sning ger korrekt a-vérde och
dérmed 16sningen till problemet. Formulera en lamplig iterativ metod att 16sa ekvationen.
Vari bestar det mesta arbetet vid en iteration med metoden? (4p)
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1a) Nej! Exempelvis V = R?, H, = {(z,y); y = 2z}, Hy = {(z,y); y = 3x}. DA giller
(1,2) € Hl, (1,3) S H2 men (1,2) + (1,3) = (275) ¢ H1 U HQ.

b) AT(A+ B) =1+ ATB = B"B+ ATB = (B + A)TB. En matris och dess transponat
har samma determinant: det(A) - det(A + B) = det(B + A) - det(B). Forutsidttningen
det(A) = —det(B) ger nu att det(A + B) = 0 dvs A + B singulr.

2&) F(61> :t2:63, F(eg) = 1+t:61+62, F(Gg) = —t—t? = —€g9 — €3.
01 0
Matrisen blir M = 0 1 —1

1 1
b) Pp_p = [ by by bs 1 —1 1 | &r reguljar alltsa 4r B en bas.
1
C) F(bl)—1+t+t2—b3, bg):—l—t+t2——261+b3, F(bg)zlzébl—f—%bg
0 —2 1 1 -1 1
M/: 0 0 % medPE_BM’:MPEHB: 1 -1 0
1 1 0 1 1 O
2 01 3 1
3a) ATA=1|0 2 1|, ATv=|1]|, ATAz=ATv s z=| 0
1 1 3 4 1

b) De tva forsta kolonnerna #r ortogonala. Gram-Schmidt pa tredje ger
(1,1,0,1)" — 3(1,0,-1,0)" — 1(1,0,1,0)" = (0,1,0,1)".
Med normerade kolonner far vi matrisen

L 10 2 0 3
0 01 .

Q= \/Li 110 R=QTA= \/Li 8 (2) och QTb = \/Li ; . Losningen ges
0 01

1

1

2
1
av triangulira systemet Rxr = Q7b och blir x = | 0
1

c) Kompakt SVD: A = U, %, VL. Losning x = ViX1U'b dér r = 2 eftersom rang(A) = 2.

4) Q(z) = 27 Ax med A = . Egenviirden i D = , egenvektorer i

S OO
NN O
ot N O
S O O
S O O
_ o O



V5 0 0
P==| 0 1 -2

0 2 1
a) Storsta viirde pa kvoten Q(z)/zTx = 6 dvs storsta viirdet pa Q(x) &r 12 och antas for
u=c1[100]" + [0 12]" med lingd v/2 dvs ¢; och ¢, ska ligga pa cirkeln ¢ + ¢ = 2.
b) Enligt sats i Lay blir maxvirdet pa Q(z)/z"z under givna villkor det nist stérsta

egenvirdet dvs 1 och ddrmed Q(z) = 2 som antas for z = i\/g[O 21T

5a) f' =922 — 4z, f’(x) = 18z — 4 med f'(1) =5 # 0 dvs enkelrot, konvergensordning 2

och asymptotisk felkonstant C' ~ %||J}I’/((§:))I| R % =1.4.

b) eg~0.2-1072, ¢ ~ 1463 ~ 5.6-107°% €y &~ 1.4e? & 4.4- 1071, Tva iterationer ricker.

6a). T'(1) =1(1/2+2+3+2/2) =65

b) Ansitt ps(z) =a+br +cx(v — 1) +de(r —1)(x —2), p3(0) =1=>a=1
ps(1)=2=b=1, ps(2) =3=¢=0, ps(38) =2=>d = —1/3

dvs ps(z) =1+ — 32(x — 1)(z — 2).

c) Ja, ty bada delarna dr polynom av grad < 2 och villkoren s1(0) = 1, s1(1) =2, 51(2) =
$2(2) = 3, s1(2) = s5(2) och s5(3) = 2 gller.

7a) ming f(z® + ad®), dir d® dr vald sokriktning i punkten ().

b) Lat g(a) = f(z® + ad®). Vi scker min g(a). ¢'(a) = Vf(z® + ad®)Td®),

Vf(@® 4+ ad®) = Hz® + ad®) + b= Haz® + b+ aHd® =V f(z®) + aHd®.

g (a) =0= [Vf(z®) + aHdP]Td*) =0 som ger a = Vi®)Tan

T dNTHAF)

Y1 = Yo

vo = —dy1 +a(y: — 1)
8a

) y1(0) =0

y2(0) =1
b) v = { _04 clz Y+ [ _Oa } Stabilt om Re(A) <0. Vifar A= § £ @. Re(M) <0
oma < 0. —4 < a < 0 ger komplexkonjugerat par med realdel < 0 och a < —4 ger tva
negativa egenvéirden. a = —5 ger minsta egenvirde A = —4 med hA = —2 som ligger i

stabilitetsomradet for Euler framat och som dédrmed &r stabil.
c) Ekvationen kan skrivas g(a) = 0 med g(a) = a + 2y2(1,a) + y1(1,a). Sekantmetoden

g(ax)(ax—ak—1)
g(ak)—g(ak—1)
det dr det som kostar pa.

blir a1 = a — . I varje iteration skall ODE-systemet i a)-uppgiften lésas och
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Uppgift 1. En kvadratisk matris A &r skevsymmetrisk om AT = —A.

a) Visa att mingden av skevsymmetriska matriser dr ett linjart rum. (2p)

b) Bestam dimensionen av rummet i a)-uppgiften. (2p)

c) Visa att om T &r en ortogonal matris och T+ &r inverterbar, sa ir A = (T —1)(T+1)~*
skevsymmetrisk. (4p)

Uppgift 2. Lat F' vara avbildningen som deriverar polynom av grad < 3,

dvs F(p(t)) =p'(t), p€ Ps.

a) Visa utgaende fran definitionen att F’ dr en linjar avbildning. (2p)

b) Bestdm nollrum och virderum fér avbildningen F. (3p)

c) Bestdm matrisen M for avbildningen F i standardbasen {1, ¢, t*, t3} (2p)



Uppgift 3.
a) Lat u # 0 och v # 0 vara tva vektorer i ett linjart rum med skaldarprodukt sadana att

|lul]| = [|v|| = ||u — v]||. Bestdm vinkeln mellan u och v. (3p)
1 0 1
N N . 0 2 0
b) Bestdm en kompakt @) R-faktorisering av matrisen A = 10 -1 | (4p)
0 1 1
c) Ange med hjilp av b)-uppgiften en ON-bas fér Col(A). (1p)

Uppgift 4.
a) Los foljande system av differentialekvationer med diagonaliseringsmetoden: (4p)
.T1,<t) = —2$1(t>, Q31<O) =1
Z’Q,(t) = —45131 (t) - 4.%2@), .I‘Q(O) =-3
173/(t) = l’l(t) - 3[L‘3(t), ZL‘3(0) =2
b) Vad blir det for problem med diagonaliseringsmetoden om forsta ekvationen dndras till
x1'(t) = —4z1(1)? (2p)
¢) Undersok om problemet i a-uppgiften ar stabilt. (1p)
d) Antag att du vill anvéinda Eulers framatmetod for att 16sa problemet i b-uppgiften. Ge
ett villkor pa steglingden h sa att metoden blir stabil. Vad géller for motsvarande villkor
om du anvénder Eulers bakatmetod i stéllet? (3p)

2x1 + 2123 +2=0
Uppgift 5. Betrakta ekvationssystemet 23Ty —4dro + 23 =0 .
—2? 4+ xg — w3 —1=0
a) Gor en iteration med Newtons metod med start i origo. (4p)
b) Det visar sig att efter fem iterationer enligt a-uppgiften #r felet ||z(® — 2*|| ~ 0.0113
och roten z* ar reguljar. Hur manga ytterligare iterationer kan du forvantas fa gora innan
felet |2 — 2*|| < 1071°? (2p)

Uppgift 6. Betrakta en kvadraturformel f6r approximativ berdkning av en intgral:

Jo F@) de = S i f ().

a) Visa att Y a; = b — a for en rimlig kvadraturformel. (2p)

b) T Simpsons regel giller for intervallet (a,b) = (0,1) att n =3, 23 =0, zo = 3, 73 =
1,04 = %, Qy = %, Qs = %. Visa att Simpsons regel ar identisk med trapetsregeln foljd av
ett stegs Richardsonextrapolation med stegliangderna 1 och % (4p)

Uppgift 7. Betrakta problemet att minimera funktionen f(z,xs) = 32% + 2x3 — 6 utan
bivillkor, med kénd 16sning z* = (0, 0).

a) Ange formeln for Steepest Descent-metoden for att 16sa problemet, tala speciellt om
vad som &r sokriktning och vad som &r steglingd. (2p)

b) Gér en iteration fran (%) = (1,1). Bestim steglingden exakt genom att anvinda aktuell
formel for kvadratisk objektfunktion. (4p)

c) Ta fram en startpunkt z(®) # z* som ger losningen med en iteration av Steepest
Descent-metoden pa aktuellt problem. (2p)

Ledning till c)-uppgiften: Nivakurvor.



Uppgift 8. Betrakta begynnelseviirdesproblemet y' = —2y* + ty, y(0) = 1.

a) Anta att du vill anvinda Eulers bakatmetod och steglingd h = 0.1 for att bestimma
en approximation till y(0.1). Skriv upp den andragradsekvation som du far att l6sa. (3p)
b) Man kan slippa att 16sa andragradsekvation om man anvénder Eulers framatmetod som
prediktor och gor fixpunktsiteration i Eulers bakatmetod (korrektorn). Gor tva fixpunkt-
siterationer pa problemet i a)-uppgiften. (4p)
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la) A och B skevsymmetriska ger (A + B)T = AT + BT = —A — B = —(A + B) dvs
summan dr skevsymmetrisk, ¢ skalir ger (cx A)T = cx AT = cx(—A) = —(cx A) dvs skalér
ganger matris dr skevsymmetrisk, speciellt ar nollmatrisen skevsymmetrisk.

b) En skevsymmetrisk matris &r kvadratisk med nolldiagonal och &r entydigt bestdmd av
virdena i strikt ovre trianguldra delen, som har n(n — 1)/2 element f6r en n x n-matris.
Dimensionen &r alltsa n(n — 1)/2.

)A=(T-D(T+D)*'=(20+1+T)(T+1)" :—2(T—|—])’ + I och

A7 = (L7 IALT 1) = (177 = 1) = [0+ DT =

(I +T) (@) (T = T) = I+ T) (0 = T) = —(I +T) (=21 + 1 +T)
=2I+T)'—-1=-A

2a) For p och ¢ i Py giller F((p+q)(t) = (p+q)'(t) = ¢/(t) + ¢(t) = F(p(t)) + F(q(t))
och med c skalar géller F'((cp)(t)) = (cp)'(t) = cp'(t) = cF(p(t)).

b) Nollrummet &r alla polynom som deriveras till nollpolynomet, dvs nollrummet &r alla
polynom av grad = 0, dvs F. Derivatan av ett polynom i P5 &r ett polynom av grad < 2
dvs i P,. Vidare har varje polynom i P, en primitiv funktion i P, alltsa dr varderummet
av F rummet Ps.

01 00
c) F(1) =0, F(t*) =ptr~', p=1, 2, 3. Matrisen blir M = [ 0 0 2 0

000 3
3a) [[u—v|]? =< u—v,u—v>=|ul+ P -2 < u,v >, dvs 2 < u,v >= |[ul]® +
10]|2 = |lu —v||* = ||ul]? = ||u||||v|| (enligt givna forutsittningar). Definition av vinkel ger
. cos(0) = F = o = 3 dvs 0=

b) De tva forsta kolonnerna &r ortogonala. Gram—Schmidt pa tredje ger
(1,0,—1,1)" = 2(1,0,—-1,0) — 1(0,2,0,1)" = (0, -2,0,4)7.
Med normerade kolonner far vi matrisen
1/vV2 0 0 2VE 0 23
0 2/vV5 —1/V5 T
Q= , R=Q A= 0 5/V5 1/V5
-1/vV/2 0 0 0 0 2/VE
0 1/v5 2/V5
c) Kolonnerna i @) utgér ON-bas for C'ol(A)



4a) Egenvérden och egenvektorer berdknas. Egenvirdena ér pa diagonalen,
)\1 = —2, )\2 = —4 och )\3 =-3

med egenvektorer, som fas genom losning av resp. homogent ekvationssystem
(A= XNDv; =0: vy = (1,-2,1)T, vy = (0,1,0)” och v = (0,0, 1)~.

Losningsformeln ar sedan

1 0 0
r = cre™Mtuy + ety + cseMtus =cre | =2 | e | 1 | +ese |0
1 0 1

Koefficienterna ¢y, ¢3 och c3 bestams fran begynnelsevillkoren genom ekvationssystemet
1 00 C1 1

-2 10 co | = | =3 |, med l6sning ¢; =1, co = —1, c3 = 1.
1 01 3 2
1 0 0
Losningen blir alltsd o =e ™2 | =2 | —e ™ | 1 | +e3 | 0
1 0 1

4b) Egenvirdena blir nu Ay = —4, Ay = —4 och A3 = —3. Det dubbla egenvérdet A = —
har egenvektor (0,1,0)7, som spinner rum av dimension = 1 < 2 = multipiciteten hos
egenvirdet. Matrisen dr da inte diagonaliserbar.

4c) Alla egenvérden har realdel < 0, alltsa &r problemet stabilt.

4d) Stabilitetomrade for Eulers framatmetod ar: | 14 kA |[< 1. Egenvérdet A = —4 stéller
hogst krav och ger stabilitetsvillkoret h < % Eulers bakatmetod &r A-stabil och stéller
inget stabilitetsvillkor pa h.

2x1 4+ 2x1203 + 2 2+ 2x3 0 221
5a) f =< ziwy— 4wy + s J = 3xiry —4+ 2} 1
—x% + x9 — x1x3 —1 —2:L‘1 — xg 1 —ngzz:l
0
xo= 101, fo= 0 [ —4 1 , X1 =% — Jo\Jfo
0
2 0 0 2 1
Ekvationssystem Josg = fo< | 0 —4 1 [ s9= 0 S so= | —1
0 1 0 -1 —4
-1
X1 =Xg— S0 = 1
4

b) Det kriivs tre iterationer ytterligare ty kvadratisk konvergens och 0.0113%* < 1010,

6a) En rimlig kvadraturformel bor vara exakt for den triviala integranden f(z) = 1. Sétter
man in den sa far man villkoret Y ; o; = b — a.

80) T(1) = 3/(0) +3/(1), T()) = 1J0) + 3/) + 1)
+ THEE = 3T(5) = 5T(1) = 3£(0) + 3/() + §(1) = §£(0) = §£(1)
= 1f(0)+ %f(%) + éf(l) som &r Simpsons formel

Richardsonextrapolation ger



D = () 4 o, dF)
d®) = —V f(x*)

b) f = 322 + 242 — 6, Vf:[&pl}, H:[6 0}.

7 a) Sokmetod: { . Hiir ar d® sokriktning och oy, steglingd.

41’2 0 4
For forsta iterationen har vi
7O = (1,07, Vf(x9)=(6,4)7", d9 = (-6,-4)", Hd® = (-36,—-16)".
_VfETdD 52 _ 13

Optimal stegldngd enligt formel: o = oTpgo . = 30 = 1o

Férsta iterationen blir alltséa: () = 20 + agd® = (1,1)7 + (-6, -4)T = £(—4,9)".
7c¢) Nivakurvorna ér ellipser centrerade kring origo med halvaxlarna langs koordinataxlarna.
Om man startar nagonstans pa halvaxlarna sa pekar negativa gradienten till origo och en
iteration krivs. Man kan t.ex. starta i (0 = (1,0)7.

8a) Eulers bakatmetod ger: y; = yo + 0.1(—2y} + 0.1y;) = 1 — 0.2y? + 0.01y; dvs andra-
gradsekvationen 0.2y? + 0.99y; — 1 = 0.

b) Eulers framatmetod ger y%o) =1+0.1(—2+0) =0.38.

Tva successiva fixpunktsiterationer korrektorn (Eulers bakatmetod) ger nu:

) =1+40.1(-2-0.8+0.1-0.8) =0.88

g =1+0.1(—2-0.882 4+ 0.1-0.88) = 0.8539.
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- Borja varje ny uppgift pa nytt blad

- Alla svar skall vdl motiveras

LYCKA TILL!

Uppgift 1.
a) Visa att det linjira rummet av polynom av grad < n har dimensionen n + 1. (4p)
b) Undersok om méngden av symmetriskt positivt definita n x n-matriser med opera-
tionerna
A @& B vanlig matrisaddition
a®A=A"
dr ett linjart rum (ett vektorrum). (3p)

Uppgift 2.

Betrakta avbildningen F'(ag + a1t + ast?) = ag + (ag + a)t + (a1 — az)t? fran P, till B,.
a) Bestim matrisen M for avbildningen F i standardbasen E = {1, t, t*} for P». (2p)
b) Visa att B = {1+, 1—1t* 1+t+t*} ér bas for P, och ange transformationsmatrisen
Pg. g mellan baserna B och E (2p)

c) Bestdm matrisen M’ for avbildningen F' i basen B. (3p)



Uppgift 3.

Betrakta rotationsmatrisen G = Z _CS dér ¢ = cos @, s = sin« for en vinkel a.

a) Visa att G &r ortogonal. (2p)

b) Bestéim egenvirdena till G och G samt visa att egenvektorerna till G och G*, som hor

till samma egenvirde, dr ortogonala. (5p)

Uppgift 4.

Betrakta problemet att 16sa ett overbestdamt ekvationssystem

Ax = bmed A € R™" m > n i minstakvadratmening. Matematiskt sett ges l6sningen
av normalekvationerna AT Ax = ATb.

a) Visa att losningen ges av Rr = QTb, dir A = QR &r kompakt Q R-faktorisering av A,
da A har full rang. Ndmn en férdel med denna metod jamfért med normalekvationerna.
(4p)

b) Visa att en 16sning ges av 2 = VI 1UTh diir A = US, VT dr kompakt SVD-faktorisering
med ¥, diagonal, da A har rang = r. (3p)

c) Namn tva fordelar med trunkerad SVD i samband med minstakvadratproblemet jamfort
med icke trunkerad SVD. (2p)

Uppgift 5.
Ty —3ry+ a3 +1=0
a) Betrakta ekvationssystemet { —2z% + 9 —23+2=10 .
3 —2r3+1=0
Gor en iteration med Newtons metod med start i origo. (4p)
b) Vad menas med en kvasi-Newtonmetod? Skriv upp formellt utan att gora nagra
berékningar. (3p)

Uppgift 6.
Betrakta foljande tabell 6ver funktionsvéirden f(z) i fyra punkter.

x 0
1

3
f(x) 1

1 2
-1 0

a) Bestdm en approximation till f03 f(z) dx med trapetsformeln. (2p)
b) Bestdm en linjér spline som interpolerar i punkterna. (2p)

c) Vilket gradtal har interpolationspolynomet till punkterna? Motivera ordentligt! (2p)



Uppgift 7

For en harmonisk svingning med amplitud a och fasvinkel v géller modellen

u(t) = a sin(t + v).

Vi vill bestamma a och v fran métningar (¢;, u;), ¢ =1, ... ; m med m > 2.

a) Formulera om modellen sa att linjir minsta-kvadrat kan anvindas och skriv upp det
ekvationssystem som ska losas samt ange hur a och v kan fas ur l6sningen. (4p)

b) Anvind den olinjira modellen som den star och ange residual och Jacobian samt teckna
en iteration med Gauss-Newtons metod. Hur far man lamplig startapproximation? (4p)

Uppgift 8.

Heuns metod for begynnelsevirdesproblem for ordinéra differentialekvationer definieras av:
Yrir = Yk + 5Lty yr) + (b + By oy + B (b, yr)}

a) Bestdm stabilitetsomradet for Heuns metod. (3p)

b) Bestdm approximationsordningen fér Heuns metod (3p)

c) Gor ett steg med Heuns metod och steglangd h = 0.1 for problemet

y' = —2y? +t, t > 0 med begynnelsevirde y(0) = 1. (3p)
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1 a) Betrakta méngden B = {2’ };.L:O. B spénner rummet P,, miangden av polynom av
grad < n, eftersom p € P, kan skrivas p = Z?:o a;jz?. Vidare dr B linjért oberoende ty
q= Z?:o Bjz? =0, Vo = (; = 0,Vj. Detta f6ljer genom upprepad derivering av ¢ och
inséttning av x = 0.

c) (a+B)0A = A2t = A*. AP # (a och 3 positiva heltal t.ex. # A*®A° = a©AGBOA.
Alltsa géller inte riknelag (8) (distributivitet). Slutsats: Ej linjart rum.

2a) Fle)) =t =cey, Fleg) =t+t2=es+e3, Flez3) =1—-1>=¢€—e3 = M =

0 0 1

11 0
01 -1
1 1 1
b)b1:1+t2:€1—|—€3, b2:1—t2:€1—63, b3:1+t—|—t2 :>PEHB: 0 0 1
1 -1 1
Matrisen ickesingular alltsa &r B en bas.
0.5 —1 0.5 -1 -1 —-1.5
c) M'=P;! ;,MPp.p=105 0 —05|MPg.g=| 1 -1 05
0 1 0 1 1 2
2 2
v~ | CCH+s* sc—es | |1 0]
3a)G'G= s—se 242 | =01 = [, alltsa ar G ortogonal.

b) Karakteristiska ekvationen (c—\)?+s? = 0 har lsningarna A = c+is, med motsvarande

) } Pa samma satt far

egenvektorer, fran l6sning av homogent ekvationssystem, u = [ +i

vi for GT egenvirdena A = c & is med egenvektorer v = { iz } Skaldrprodukten blir
u*v =1—1=0, alltsa ar egenvektorerna ortogonala.

4 a) A = QR diir Q har ortonormala kolonner och R &r reguljir, uppat triangulidr. AT A =
RTQTQR = RTR, AT = RTQ" ger att ATAx = ATb & RTRx = RTQ"b & Rz = Q7b.
Systemet Rz = Qb ir (oftast) béttre konditionerat in normalekvationerna.

b) A = U, VT dir U och V har ortonormala kolonner och ¥, &r positiv och diagonal.
Vi far ATA = VS, UTUS, VT = V32VT och AT = VX,UT. Normalekvationerna dvergar
alltsa 1 ATAx = AT & VE2VTy = VX,UTb och vi ser att x = VE'UTD 16ser detta
system.

c) Battre konditionering och mindre arbete.



r] — 31y + x% +1 1 -3 3x§ 1
5a) F=| 22+xg—23+2 |, J=| -4 1 —-1|,FK=|2],
x5 — 23+ 1 0 4z —2 1
1 -3 0 0 11 11
J(): 0 1 —1 y l‘lzl‘Q—Jo\F(): 0 —% 3 :—% 3
0 0 =2 0 -1 -1
b) Iteration enligt Hydy = Fy, 341 = 2 —dg, k=0, 1, ..., dir Hy &r en approximation

av J(xy).
6a)7T(1)=1[05—-14+0+0.5] =0.

.. . _ s1=1—-2z, 0<x<1
b) Elementér ansats ger direkt s(z) = { = 24w l<z<3
c) Gradtal tre. Genom de tre sista punkterna gar rita linjen —2 + z, som &r interpola-
tionspolynomet till dessa tre punkter. Denna réta linje gar inte genom den forsta punkten.
Alltsa kan inte interpolationspolynomet till de fyra punkterna ha ldgre gradtal &n tre.

7 a) u(t) = a sin(v) cos(t) + a cos(v) sin(t) = « cos(t) + [ sin(t) med nya parame-

trar « = a sin(v) och f = a cos(v). 1 dessa parametrar har vi det linjara problemet
cos(ty) sin(ty) Uy

a

3
cos(ty) sin(tpy) U,
a = +/a?+ 32 och v = arcsin <.
b) modell: u(t) = a sin(t + v), residualer: f; = a sin(t; + v) — u,,
sin(t; +v) a cos(t; +v)

= | 7 |. Med sambandet o 4 3% = a? far vi da

Jacobian: J =
sin(t, +v) a cos(t, +v)
(k+1) — (k) (k)
a x =z +d
Gauss-Newton: x = [ " } : { J(a0)d0) = — f(z)) °
Startapproximation kan tas fran linjériseringen i a)-uppgiften.
8 a) Testpoblem for stabilitet: ¢y = Ay, dvs f = Ay.
2 2
Yk+1 = Y + %[/\yk + AMyr + hAye)] = yr + hAyx + %yk =[1+h\+ %]yk Begriansade
l6sningar for z = h i stabilitetsomradet: {z € C;| 1+ 2z + % <1}
b) Jamfor tillvaxtfaktorn 1 + hA + @ med exakta 16sningens tillviixtfaktor e = 1 +
hA + @ + .... Stdmmer alltsa med tre termer och approximationsordningen &r da 2.
c) y1 = yo + 2[—2y3 +to — 2{yo + h(—2y3 + to)}*> + t] =
=1+%[-2-124+0-2{1+01(-2-12+0)}*+0.1] =1+ % [-2 - 1.28 + 0.1] = 0.841.



