Linjir algebra och numerisk analys -

Heathsammanfattning
av Philip Krantz
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1.1.1
' Absg, Avsolut Cel = Approx, varde = ¢xak! vande
Re!l ot
R\¥‘t¢\=M (Rel. oV odefl 6
i @xakt varcde ; odel. da exakwl vade =0)
d
| EW anvBrdbact (BR alt beckriva Carhalla~det mella~x abs- ok re) el
Opprox. vaede = (exq\d va(Ae) - ( 1+ rel. Co1)
ot den VBsring som (aks ucr oa given Agoritem. Deda uppshac
bl.a nac e~ ilerativ melod avilulas (Bee konvergens,
Aveundniagsfels Differense~ mela~ resultatel efier avsiurald
algoritm oL de~ VBsning Som hade CaMs om j12cak0 nerna na¥
konverglas,
Ded sommanlagda beawningslelel d¢ summan~ av dessa
1.1.5 Framat o)l Vi vill berakna vade) av. @~ CUnkbinn y= C(»
F\'Ahi‘,
Bavalt AL
Cer By=y-y

dde '; Or eh c\wroximahv‘: vade,
Bakal (2):
Bx=%-x  da PR):

Releakta <chemal nedan
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Lrg Kondi\&ons\g\ oo Wnsligh e) "ot @~ Ml

|ay/y) KE () - COaY 7 €

\Ax/x\ 0 \(Q'x)/x‘ it

Kondi tiongtal =

Vi hayr allisa ot
| Ret. Cramafel | = korditiong tal- | Re). Laka Hell

Kordidionsloler Jefineras Gven Som

1
Kondihonglal & x{ (%
Cixy
Ka~slighe }
Vayl .
tAx|
L1y Stabitile} och @xakla \B¢ni~gar

(Def. En shabil M\goribm genererar @n  @XOM 1Bning |&r
eft problem riwliggande del Ursprungliga.

1.3.1 Flytalsnummer

En ﬂ,Ho\\s-sys;eM F kacaklaciseras av Ca\;o.«&e Cyra NUmmer!
B bag
P precision
[e,0] exponentintervall

Vorje ny“\'a\ShuMMQ( xeF hae forrea

X=-(d°+%+%+"-+dp-‘)ﬂe dar 0O« dLSB‘\ (5 1=0,..., p-\
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131 Normolisering

Et QyHalssyclem 5398 vara normaligral da 4, aWnd #0,
savida inte d=0 fran baran.
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1.3.3 Egenskaper hos C\yﬂa\s System

Antalel nornaliserade ﬁYim\
2(B-1)RP (L-LH) )
"‘QE\Aa.«; digit! T mantisca

Underfiow leve) = B

OVQC(\QN_, ‘Q\IQ\ e BUH (\-B_P)

\.3.9 Kansellabion

Def. Kansellakion uppstdr 4o tva o\, bada —ed p st 5iffqr,
samra FehRA oW liknan~de storley, subraheras. Deka Veder
Yill e% svar med f&ere qa\\aaée $illear &w P, vikel iar bort
resultalet.

d
!
[}



2. Lintdea-@hvatian sSystem

Fiof)

12 En nxn malris A s3gs vaca icke-singulds om Ae.\ »;pp(‘.’,v\‘\g',‘.‘\iqga
av ntdansldende Quvivaleata pualier
* A har @~ iavers A" (A’:‘;A-"\"I)
+ der(M %0 |
* vank (AY=n
« Re#0 & nagon golt. vellor 2#0
On rdgon~ (galeles alla) desia puskter galler, kar- sysienes Axeb

1o~ unika VBiningen  xeAl odviel b

2.3\ Veuktor normer

~ ‘/
xW = (E\\xil') P dar p>o
Vi har deg q’.H&’QAﬂQ norm@rnd
fmprp.
»n
lixll, = E!x-‘\
1'h§m_
n ‘/l
Ixl, = 1% 1)
l, (E 1
Q0 - oM

“X\\”= MAR \X;‘
Véign

13.1 Matri¢ normer
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2.3

Matrignarmerna upplyller fs\jande cgenshaper d&. /A 6 B &
90d by <\\iga mo\\nsee
\\A\\>o om /A#(D / |
. Wyal=\yl ||A\\ fm— aago.\ s\m\arx
DA YBU S AN+ WBI
4 NABNS umh-Npl

S, Nmahs WAL WKN  Cs. ndgon vewrer %

Kenditioagtal Ts, @~ enabeis A

o LAl Al =
= - LAl
cond (M= NAN N (max SEEE). (max Lasly

“Konditianslalet Us e~ malrit maEter Nur néra malricen 4r

a% vara giaguld,. Ju hiqre cond D desks ndrnc sinqulde

Felmargingl

LAk X VOra \Bsniage~ 4+l Axel, icke singuld-y system, Latb X
vara lBsningea Yl AX=b+ Ah med @K start higer\ed.

Vi def Axe X-x
Efter HWAmpniag av rBknereg\er (5r makicnorwer F5)er alt

‘“A*\\ 4 1A bW
T & cond (A —= ™

Liknaade @amband (s 42 man 548 matrisen A v2d e~ mabais [E.

l*“ “AN



2.3.5 Residual
Residualen $5, en App roximerad \3sning X HI oW Vinj. syste~
Axsb 3 {S\jande diffeens
r=b-A%

Vi C'Q( fé\‘,ﬂndﬁ SGV\\)Q-\A MQ“QO\ Pe.ﬂab‘q‘en (YAN \‘QnAi"lbﬂea CE‘;

Rl system:
\\ |
I\IA\\ Akl
2.4 Lsningmmetoder 5. liny sk syst

Tra~sCornation
F&e a¥ \3¢a el Syﬂem Ax=} ka~ W istallel 13se e SYS\»QN
wvied ideahsk Isining, me~ Sarm Gr RAk\ace AW beraktna.
BeRa gBet genom Ak mulbiplicera bdda lede~r med Mo
M /Az.:./M'b I
2 " 4750 a0
= (M My = M g = RS
PQ(M\AM“"°"
Deka 93es ge~0r AW M‘A\Hp\_icezg bada ‘ede~ '+ Ax=h ~med ea
; [
Permu\'ﬁhoASM‘*(‘S P, innehalla~de 'l:ex &;a Deka ky"tr

platks p°'~ raderma + A,

Lasni~ge~ blir da  x= Pz
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LM LU - faktoriseriag

FSe a% e\lace \a5a oW syslem d&- ma~ srenare vill anvdada

olika vellorer | i haqerleder LU - fauboriserar vt ralrisen |

Aelw= [ )65

LES SQAQ—\ QS\io.-\Ae SYS\'Q"“ EETE N T
Lys= b
Ux=y
1. Speciela typer v \injdrd sygiem

Symmebrisht: A=A
Pos. debinit:  2aTAR>0 VYV x *#0
"Banded: 9,20 V 1158 dar B o bandwith’ s A
E# speciatfalt 4. dea ’«;qum;\é —akisen (. “v‘i\v.e« B=\

[]
SPﬁrSQ": ‘Bg f\es‘,q Q\emen‘ i A a 0.

2.5 Symeelriska pos.delinita gystem

Om A symmelirisk, POS def natrit 5a ka~ LU-fakloriseringea
ordna¢ ga al 0= LT , A=l f5e dea vanliga def. av L.

Demta Lallas Cholesky faltoriserinag.



i) Linjara Mfﬂ(h-\tvdrﬁ\- probiem

oW minirm@ra residualvenioen r=b-Ax, tillika skillnade~

Vil mol 6¢ av laca systemel Ax=b approximalivl 9Rnom
mellan  hager 6dn véafieledel Del Wandlar givelag o @R

3verbeskant kv syghem.

31 Unika \Bsni-c,ar

AR Rar e~ unik 155ning om och endast o A har (4

lcaloan ra-\q. dvs ring (A\' LN

PR Normal Qwvationer

Fie al Giana @~ 13gning Wil véel minsta-\vadal probler, caHer
v\ upp ﬁ\;nu\e normmal @uvalion er

INY Ipow = T Iy

1.1 Ortogonalitet och ortogonal projeldion

i
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_A® by

V: A W
/ 5pan (A




3,3 Kanslighet 0cn “onditionsta) hos e~ malris A

Vi hac e~ iclee kvadratisk mabeis A (uxny. EQReson N @) ac
inverlerbar kan Vi iave 1ilEmpa dea Sornel §5, konditions tal
som Vi Hdigace defiaieral. | -
Vi delinrerar 4480 an psewéoi«vers, Sam 9B e del Mas\'.cﬁ a4
iwertere A €(mxa) mEn
Denna pceudoinvet delinie-as sow
B = (N Y AT
Vi ser da at
Nin=T1
Lasniagen Kl e migta Wval.at proble~ ARz geg nut il
x = A D
Kenditiongtal {5 N (rmxn) n~ed ra~g (A = ~
cond(MY=IAL-NATL,  dar cond (m)=wo da rank (A} <A
Poss sam alt cond (W) 0 A (nxy ™mEter hur nare R & Singula,

~a e ¢°“A(IA‘ ?s, IA(M;M\] e n&Ar&a A A/ O'H“\'D-OC\(“‘) W rﬂﬂQ~

3.9 Probliem  transformationer - Noenial ehvationer

Da vi kar mabisen A av (Ull rang dve nxn, <8 18s5ec vy
ekvaliane~ |

N px = AT
Om vi istalier hasr A (mxn), anvdrder vi Chol@sky fa\toriserina

ATA=LLT  Sela. lscer vi QMv. sysh,
{L\,, < ATl
LTx= V4

Rektanguld, — Kvadrahi s\-——-ﬂ-riangu\av
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3y Férstarkia system

Delinitione~ av residua) veklor w * kravel pa aht v
skaWl vara orlogomal wot kelonnerna 1A ger (8)asde

Syshem,

{\M‘Au: b
Aty =0

DeHa skrives nu so~ ef {Erska Al syctenm

Ix A _-:] Ib

oK

A 0] Lkl O
Dﬁr o OnavEndg c&» al kentollera re\oalione~ ~el\a~
elementen i 4o dva undersysken-ea. En god ide & AN e

™= MAx \atﬂ/mqq
i,)

=\D=




36 Singuldrvardesuppdeiniag , SVD

Singuld.va-des uppdelninge~ av e~ (mun) . mateis A- har formen
A= OEVT

dédr O mxm Of\OQOAA\ mal-ig. Kolanneerna ui; VAnSIR,- Sing.ve

Wi nxn ortagonal malris. Kolonnerna W ke, Sing, val
e R &iGQQnQ\ matris med ’4e Sinéﬂ\afq Va'éend

% i diagonalen. Med

{0 :E( L)
O’.L.= : ; ; E
) :

¢‘>/0 r& I.=:)

Om vi har e SyD: A=UIZ W' sa ak A (3x)

..

1x3 3x
Range~ av matrises A ac lika wed antalet o #O.
Vi ka~ fa lite alika foren pa vae SVD:

N ar @n rmxn malbrs av rang (D) =n =

A=0ZVT=1[u, v,

f}]\vT= 0z, V

ae U, (rxn) s i‘ (rx~) ie@-SinguVA-, UkgB. des reducer«\e
WD, av /A, | v

lSSm‘aqen H1y Svd av RN 9@5 AV

-1 T
#=VZ, U b
WO ar MYL\gQ\ anv&-dl;afl- rﬁr i“4 koad.‘tionefacle Pro}\eh

/
-/
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3.6.0 Til\ampaingar Qv SVO

Eu\d}'dfsk &\Mzunorm:

AN, = max M: q

Eulidiskt  kondit i ons dal:
Kanditionstaler & e~ godbycklig matas A ges av:

cond () = Som2x

Tpntm
E® a\ternalivt sa¥t a¥t skiiva SV &

A-OENT= GE +a v va K

5 - T
dar [E = wywv




ER ' Ege~varde~ o\ 2ge~ve\rocer

ER egenvA-desprablem Ledar av en given (axn) mabeis /A son

represe~tecar @n  liajar Fra~sformation pa et n-dim velde

rurm. Vi s8%@r e~ veklor % # 0 oo—\‘ e~ skaldr sa al:
IA®= X%,

dar #,Br egenvekror ok N Fillhieande egeavade. HEger eqemve

En vaasteregeaveWror oy A @ e~ \\qufeﬁe'\v@k\'o( av AT 4

* AN

Hela uppsaWrninge~ av @ge~a-de~ X, X, HiL A ()

kallas €5¢ A< speutrum,

4. KaraWberisliska poly~omet

A:$ egenvacde~ {as ue determinanlen
det(A-2I)=0

A: < ege~vedtara, il respehive- A fas ur
(A-21)x =0

E~ (nxn) mate's ha, MY nih N,

4.2.1 Multiplicitet o diaaonaliserbarhel

Multiplicited ka~ tollkas:
o\\z,e\:rmskh e~ raot Yl e~ \;ArA\delshs\‘ edvation.
qeomc\-rix\d: Antalet ege~vehrorer (é&'}f{_) Sorm Hillhgr samm~a N,
Diagonalice-backel: | N
AN /Ai”i‘a( @ge~varde~a Moo, A ok Hilhaade ege~ve\LYorer
P=(x,,.. ,x) e~ mulbiplicitele~ kos vaqe A=\ sa & A diag. bac

o~ kA~ SkeivaS som D= F' AP

par 1 ar [T\'DS:S o ‘P: {*u" /*h-]
= 13=
T e



413 Egenrum ok icke konsta~¥a . dorym

E~ @gewekter 400l @qevE ALl N Astabe Ul by 0
T da\bpleerar  egeAvekiorn g e d Y Cas

Alyx)= N(¥x)

Egenskape hes @~ nxn mabas /AL

AY

* Diggon~al: ap=0 & i¥)

A\\O (o] o
‘A= |0 %00
600 <0
0 0o0a,

* T"‘J]AQOna\= a‘,,) =0 r&r ‘.“'J\>‘

A A
O .

y

© Triangulas: 0;=0 {5, 1% (Sver taangulse)
LS (he&rg \»r(A-ﬂq\ Eo)

A . .o Ay o
A-; .Q,a.ni '..- A= qu: !
0" N oq"‘ A,“ L, PO

* Orlegonalt IR A= AT T

< S \lmh-t"!. sW? IA‘ =N
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Y.< Berdkning av _egeavdrde~ oc\ eGenvekltorer

4.5.1 Ray\eigh kvol ite-atipa

Lat R vaca @~ Opproxim~Aativ ege~ve\tor ML A. Fa- aft da
begtamma det baria motsvacande ege~va.de N ka~ wi \ssa
XV mingta-kvadral problemed:

AN AW

Fa~ normalekvationens ATaNZ=%TAx fas
N )
= A
% :
Vilket  kallas RaylRigh kvol. Kan anva~das (5 «a W\ awelerera

konvergRnsRn {5 @~ ~etod.

ssu Sekant metoden - Lpser ickelindd problem

Sekant metoden 9ge~ e~ approni—atian som bygger pa differeser
v ‘Miﬁ&r( heratipner:

FOa) = 8x,,)

Xy = Ry

f'(xk\ ~

Meltoden krdver aldsa va stactvardea X,,x, so~ antinge~ lag

{ram Ur @~ annan rumerisk melod elle- uppsiattas,

F.‘q.




Sb lckelinjara ekvAationssysien

Se.l Fix- punkls iteratio n

Fsc e®  proble~ 420 9t ™= R g'é« eH fﬁxpw\\d “problen~
Hil g ub pa aR finna on veWor #A e IR caak ‘

%= 9(x) '
Motsvarande fixpuridiitesabion ar allbsa

%, = 9% G en given slacdvekor %,

5.6.1 Newkons mevod

Nouwtons metod dc de~ mest populdra och offekbiva ~etoden
f5. 1kRLinjara ews tyshem i n-dim. Dennd metod bygqer
pa de. +ru,a\gerac\e Tayloc serierna
Clnr g) m (M) + T () 8
ddc Bp(K) 2 Jacobian mdtricen G § {3p (0] = 3:;(:)

)

| Orm S uppfylle, det linja-a systemel?
I ME= -0 D xS nonshale bl &,

Ex X, + 2, - 2| [0
By = 3 . o
x,+L{x‘-t-| 0

Jacobiane~ blir da

2 \
](()x)= } Vi valjer ve\Jorn K=
[ 2x, Yx, : 1
Vi fas allksa
3 b
@(l.)': . ock 3((’%\:
Vi 13ser nu Yara ul o wr
Ielto)so=-For): |V 2 -3 Sedan har wi
$p =
P T 13 K= Ky +Sq




$.6.3 Sekant -yppdateriags metouder

Broydens metod: By, (Xuw =) = §(xy,) - €(xy

Ex ($amm2 som (5 egie~de)

‘ X, + 2%, 1 0 s \ f 3
f < = Vi lake, Gve~ W= = X,
(75() X\l"’"h(:"“ o 0 2 ( o\ '3
Nu har vi ’\ﬂ
\ L
B, = 3(‘(’0\""
T \%

Dea tede dill att vi nu Ca.

‘BO SD = - Q(*o)

S. M Dampad Newlons metod

At dZpea Newhoas meV0d innebd s en Q‘arsi\dW,LQH ‘\"‘95"8

s, ef n-dir~ problem. Denna Algad se- utb sahd-:
Ki) = Hie ¥ Xy Sy,

Aa( °(k a( e~ VK\A S\(ﬂ\a’, Séﬂ“ *\‘,,‘ 6\' en sa“'e

opp roximakion il ASsnimge~ a"" Ko

(]
1}

R 4
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6.1 Optimerings problems

Ef# allma~it konH.w‘e/\;,i optimeringsproblem~ har Cormen
M)in C(){d Mhaer vill kovea 9}()")-‘; (M)

k()¢ O
dac HRM=R

g R R™
h R™ P
Optimeriagsproblemet kategorieras efte, hur £, 9 on I\

(srhalle, sig 4+l varandea,

6.M.1 Pﬂfﬂbe\ in\efpo\i Para

Givel tre puniter 4, v, w med thharande fuakbonsvded e~
fu, G, 6, dar v ar. de~ bast afprox'meraie miniani puaktea
in $4 18090, ges minimur av parabel inPol 15Rringen AV de
bre puaMtena av: v+2“1
dar p= % (v-u) (£, - ) - (v-w) (6~ )

g =3V - W (€, -0 ) - (v-w)(§-C )

ECR( gﬁ({‘& Ve rationen

= \X‘—




b.4.3 Ne wtong N\Q'\'OA

FOach) = F(x) + ¢ W + * oawt (Taylon)
dar W= - C\(x) /€"(x)

Newlens melod kunvergerar \cvadratiski,

$.S.3 Newlons meted i flera variabler

Taylor ge- au
Crrs)n Cx)+ VEOR's + 1T H (w1 g
dore e (%) star (5, Hessians mabris bestae~de av

e £ 3*C(m
pactiella andraderivator av (= (Mp (0, = ———

£33N ARG
Denna kvadvatiska (oem av & &r patabnmal
da
Mc(*\s s - VC(*\
6.5 Kuogi - Newtoas ~~2tad  (kvasi = ndston)
-\
K= K~ %0 By 0%, Undvider Jacobian

dae B, & e~ approxingtion av ()



6o e Vinara miasia Wwadeat problen

Ma~ kar belgkta deka som~ eM optimeringsproblem, dac
Vi givgl  punlrerna (&, y) 1=V~ oheRe vel\ wen
xe R™ som 9e- de~ basla QPproxiha\"teﬂ&. Hal pu~khena,

Vi deflie,a- kompongaterna HW\ residualfu~\anen:

(20

ws RN—;R ;
Ry - S, A) el m

Fae af fa residusle~ minimal Vill vi ny ™inimea

Lankbione
Sy = £ r (R (A

Gradicbveklorn odn Hessianea §5 & 9es av
V (%)= 3T ir (k)
(= 3760 300+ 2 081 B (W

DeHa ger likt tidigare att om Vi appliceds Newto~s mebod

‘\G.( Vi

He (vig, = - V(%)

6.6.\ Gaugs - Newkdnt metod

Observera akr i Hy rmultipliceras vade Hessian ~matas W
med mokvarande regidual Lomponat ©. Deand komponest
b&e yaco velabvd lite~ (o e~ relakivi god approx-ation.
Deka leder \l:\\ Gouss - Newlons ~etad, da- Vi borkser
fan We, ok Ca approximationen
(TR BN S, = - Tk e lr)
Bre: DeMa k&t 14~ Som mormalelvabionend Ly oh

mxa Lajact riagta-kva draY problem

](*k\ Sk~=" \\'(*\‘\ e~ blim nasla approx,
=20= X\Li’\ = *k"‘ Su




E‘_ \'D \/”‘ Gmaa e~ QPP"O"‘KQ‘“Q'* "t“ de»\ iLkQ\iﬁi{?‘* qu\\&h‘b

C (k’ X() g X.Qx"t

F&. data punkterna

Foest saker vi qug\,iq.‘e~ Csr residual ‘.\wé\k\'ior\e-\ 1 o4

IR, t: dr. (%) t;
{](’“)}L,\ d ;T(l*'\: - {1(”“}6,7.‘ --S;t--—x.h;e"‘

-
Vi ta- >x°=[‘ 0} <om stact punld

Da erhalls [Hliande minsta kvadral 154ning

b0 !
’ -l - 0.3 .
IO se=|, _y|SeFoq] = ~ vk
-1 -3 04

De Ra ger 5°=[0.6‘i -o.b\]T St i sian W lede fra.-.
Ml K, =Kt se= LI o) + [0 ~0.60]" = Lhea -0.l’
Deha C5lopp foctisper nu Hille deonvegens nady
Avm: Rves denna mebod, basecad pé Newlons ~etod, ka~

"““(\y(\(ﬁf 9\“ \m.werQqu da M_E~ S‘ﬂf"‘\r CG/ Ié.nqﬁ i“(q.h

ef nollstaMe.

=\=



6337+ Linjdn ophirerings prhlem med hudagivilllg

DQM i n@bac alt bade c\w\\&ib.\e;'od\ :v'"(:\l\‘o,é,\ mashe
vara \i.i&gq, E~ av de Sk\«c\arécueue, Cs el sadaAdl

prablen o

Awnz=%
i f(;g\--. dx  under villkoren
"y "2 0
dar men, A& R beR” ¢, e R~

Proble~e} lzses med hjalp.av "Smplex' ~etod-
Ex L3 cph‘me,ugspruﬂehe\
i Cim= T =- €x, - 1lx,
Under bivillkyren
lequl <y0o
X 3%, $ 12

X, 20 x,20

\ XL
N\
'\\0 \Sx 8 x, =40
\\\\ - T ;‘*3xz=h.
e ¢

Y

"




1. I~tecpolation - Anpassa e~ {uakkion 4ill givaa dala sa ah

fanlbonen har exakt samma vade som den givad dakaa,

.\ \“\'Q(Pﬁ\o‘\"ﬁ“ - En qfd‘\AS‘eh '{\5( A urmerigle Ar\o\\yg

AWwa-t galler aBt  i~lecpolatians proble~ i‘ e~ -dine har
5\ ande foem:
F5- give~ dala
(i ye) dar iP5l med B<E< <k,
s8Uker vi e~ Pukbion I R R sa alt |
Fd=y, G 12l
Vi talar o ol  a- inlecpotant {5, de~ givna datan.
Anvardning av inle-polation:
1) Approximation meWNaAn punkie,
Y Mjuka kurvor mellan punkiers
3 Aeprgx}mefa \esvae\:qq C«\»‘.Mgf med eAWare,
4 Gru~d (5. metoder {5 integrales o derivator.

5)  Polynomapproximation vid optimering.

3.2 Existe~s, unika Yasningar och \coha;\;gﬂera.\@

E~ intepolations Kinkbion ultrycks Som @® linjar b ehvabions
tyste o hae darlse samma ege~shaper avseende existens
oL unika \Bsmingdr corm @i liaj elv. sysh. Dela innebds
al o antalel ohekanto paramelrar > antalel ewalio~er,
sakhar c‘,\\erpo\ahh% \asumc‘,, pa r«g\w«r4~3€ saW a.

\Bmingen  inte Uaik o systerel Ac Svecbestamt,



7.3

130

Far alt ta Cram en intecpolant, anvander Vi en  uppcdtininag
~ed bag {uattione, @, (t),.., b, (1)
Nu fas det lisjara ekvabiongsyster el

Pet) = ; x; s &)
ddc vi Vill begtamma de okd~da parametrarna X,
Atk au kcava aft § ictecpolecar dala punkierna (ti,oye)
‘nn@bdr alltsa aft

f(h)‘_’z::\xs%(’ci)“y.‘ =\, ~
DeHa innebdr el system av (orme~ Ar=b ak \zsa.
Lampligh &~ att valja antalet bas{unktbioner ~ il alt varca
lika med aqtalet data puskter m {5 ot (o ek kvadratigk b

(ystem som kan, om /A A ke singular, 18508 exal

Polynom in‘erpolisering - Den vanligadie intvecpolisecinge
FSc eH givel heltal k30 betedkmar vi P som Upps@Hningen
av alla polynom av grad ¢k definical pad ek givel intervall.
Valet av bas att anv@~da i polynomen avgBe myckel hur koshsam
YA \‘df\qan M"(a\minqarna bl
Monomial bag
For ot iaterpolera n gt punkte, valier vi k= n-\ {5c o}t kommande
systerm shkall fa e~ unik 15¢ning. Den mest nmu,‘hqa. ‘basen
o Whampa {5 1% da uUppbyged av de n (5¢5va moromialerna

¢;(8)= £ e =1,

dve v Ca

n~1

ph_‘(t\'-' X, v %1 +x3{"+-,,.+x,\i

4=
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beha ger oss fava~de syste~ al ldsar  Puslder (4,yy)

VDY I >,
RN Sl kY I R A

SR | R

Vo AR I

cng N

INw =

Denna MGA'(QS 3&/ AV~ MAAQ_, \;'Qr\a""‘;'\ee‘\ .VQNAQC'MQNAQ

n
mOateig

AR anvd~do d2nnt mpngmid RS ianehace dody @~ risk A~
Lehsver WAnnad Yl B3, svora Va-de~ PA ~ biir baselementes
mer odn mer parallella, vilkel ~edfse atr Vand &-non des

rmAaleig L\;( y\W\a \tbr\&'\\’ioﬂefaa.

Newton intecpolation
F&e eav give~ qppsaﬁ:\\.\g dala punktier (tz,y.;) i=\,..,~n ge@s
Newtons bas funkhion@r 5o Pn., v
3-1
TTj(t)=j:|'\(t—tk) 3TV, 0N
Med Newlons bas far en given POVynombas farmen

Pn-y (t) = X+ x,_('c.—t,) T %, (R-£)(t-4)+ o+ %, (E-e) (b= o (b-t,

Vi ser ytifra~ definitione~ att

W (=0 Be 14
DeWa gr- deb positiva med basen, namhiges ak A rmed elemenl
ay = M (), blic under triangulac.

Pa nasta sida CB\jQ/ eh ex. pd Newton inle-polisecing.

= 71S=



Ex Vi war datapunkierna
tl a1 Qi

Vi -3 - (o}

Med Newtons bas fas Va\‘,mée u~de tria~gulaca Syskem

| 60 O x| 1Y,

| 'Lf't, 0 %l = Y

I I L YR L DN
Alitsa med datapun~kte-nz
v O  Ofx| |

! 2 Ol*%]= |-\

| 3 3% |O
Lases dea-a‘ (ar v *‘tfu 13 ‘“]T
Vilkel allisa i~nkbar ai &e{ tater poliseings palymom Vi
sk Qs ar

PltY= =23 + 13+ - 4 (t+)t

=262




7.4 Styckvis  polynom int ecpolering

F&e q\lrmir‘\sha svacighelerna aR ta Cram interpolanter av

reladivt 139 gead, Wan ~a~ deda upp cil intervall som

ma~ vill iabepolera dem deViarervall. E~lig) (slja-de
Givel @~ uppsafiniag datapunkter (t-‘,yg) R P

R4 b o< < <t arvad@r rma~ olika inlerpoleriags

Cu-Mbioner 5. vare delinbervall, Lbi, &y

Punlderna fo vilia vi byber dRlinvenall kallar i

bYY\'PHﬂ\t\er_
Man W~ gj@\v valia vilkel gradtal man vill ha pa de

":P\.‘Aes" man fac —ella~ punltema. De~ enklaste a-

baca rata linjer ~eWan punkterna,

Y3
\fl /\
'\\‘ = rd ‘\\\'Tl._[
. S .
{‘ tt {; t\‘

Ju hogre QrﬂA man~ valje, p'h dessa splines, <\esi\ mjulare Bven’&m‘)

(- ma~ Ml R3S spliag.

4 Kubicka splia@s interpoliseri~g

En spling ar oft shyckvis Polynam Ov grad K som Gc kontinurligh
diflecentierbar k-l 9angRa Dela janebdr allkss alt kubiska splines
dr diffecetiebara 2 gqr. Ak beshanma Splines Hill ¢l givel a-lal
maldale ga. ul pz alt anvA~da samma dedvalar och (fac kubishe
splines) ave- andradedsalor | Bvergangama ~ellan oliva spline,

Gen~onm aft saHa a~dcadecivala~ LW O :Z\M\pw\k\*bhc fas en
naturlig spliae. SR exenplet pa ndsta sida,
=.2."§-":



Ex Xvadrabiskaspliaes
Bestam kvadratiska splines som iabe-polerar Coazxt
punki@rad O, 1,1 som uppfylle s'(e)=0
Ledning: Amsaﬁ pa ek smad sak (Jamlsr Newlons forn

vid interpoleriag)

Lasni "9‘. /

$ l/,_/e//

— I

Angals:
s;-mbm ext 5,(6)=0 ger a=0

$:= b+2ex

$'(0)=0 ger (0= = b=0

. ) 2 1
5, ()= C=—8'- D 2 dvs sctx med g =x

Nu ansa tts <, smart

s,_=;—+d(x-‘7_\+a(x--;_—)1
i Brour 5, att (=%
= d+2e(x-1)
GU)md=d(g)= 1 > 4=

SP\"\Q\I\“\GO(
$a (1) =';- "'(z\*'Q(z_\

'L

[}
Svar: 5,2 LY ok s-,_-——* ("' )" 7""

i
L3




Nume el 1ant €grleing oOch d_igereh‘tif'lo’\_ri

b a :
'NMMQH'SM, kvﬂAeth‘ 1= a§ Q(x\ dx = _Z; Wi C(Xg)

que}as\‘ QpproxinaHbNUGV \;egra‘\SO.&Q i-s!-egra\e.- kallqs
nUrerich \cvakr@\*\-\n |

F6r al approximera integraler anvdnder vi <t
viktat anla) s.\\eqra»\c\vi\rée~ fs. et a-sA\ig& ankal
matpunste e nom \\'\\Qafﬂh’o'\Sim“Qrvﬂ“Q". Integralen

L) ar Gpprox\merac\ av n-pun\ds kvad-aturg ceq el

Oov Q)eme-s

Q.\(f)“fg—_‘w;c(x;\ PA intevallel Ca,b]
dac A% X, <X1<.. < X € b
Punkierna x; i vilka inlegrande~ § ar becdk~ad kallas
ndd@r o W, kallas vikter.
Det Finns €n regel som siger al e~ kvadealu. ar:
Sppen~: Da a<x, adn byex,
$Y3~gd: da a=x, ok b=x,

Vae a) & ol va\ja ~noder o vikter cb-r a R cé en 30\5\(\45\'3

nive Oy v\oqaraan\-e\' Car Bveorlig berd\u~i~gs MZN;A



8131 Newton -Cotes kvadratyc

- Exklast dr all valja e~ placesing av node, sa at
avsthndet mellan tvd noder & konglant dye, hela
‘\.in\efva\&e\v E“:bl Delta 9B, Newlon-cotes kvadrgtue.
En n-pu~khers dppen Ne«&o;-cﬂes reqel ha- noderno
X; = 6\+L(\;-a)/(n+\\ Rl e,
och @~ stangd regel e~ligh Newlon-Cotey:

x;= o+ (i-1)(b-a) /e-\) ith, o n

DQ“G 9e- 0SS {»(Q Myg\c!." GNVJ\&A\)Q(A rQQ\ef

Miltpualbsreqel: En puakbs Bppen Newhon-Cotes regel

at+h

™M (OV= (b-a)f (—T)

Trampetsreqeln: Tva dndpunkier —~ed poly. av qu 1

9er eH +vapu~kie < stangd Newlon -(otes regel,

T(F)= b—;_—“(f(a)afC(b)\

SimpSQ’h‘ rQ?g_\'. Tva an pr—s\g\-@r ok M(\-\p%\;\' "QA

polynom Qv QVO\A L. Dela ge tee -punldh e SW\—~¢)A

Newton- Lotes rege\.

b- at
<(F)= -f‘-(mh 4 € (222) + €GH)

il
W
-

1]



8.6 Numeriske differentiecing

Fér on g;ve.\ 3“9‘5'\93 k, betraktar vi Tﬂ\/\ur M‘v(&\i.,6<~
; C(xfk\' C(u)r f\(*)\ + C“(x) \\7.* rm("\ R
2 (&
oCk -
i (1]
Clxohye £ - Pk v £OE ‘;_If“ W
be~ {&-sta utvecklingen ger IBsninge~ pé fl(x) 9gendm

9('&"\&* A‘CCQre ~S prhQ\'\

{"(x) < F0n) -0 . C"(x)‘_‘hh ~ F(x+R) - £(x)
N 2 K

Den andra ulvecklingen 9o pa molsv sAN  1Bsningen

genor~ Lawat A\iffere-\s COrme,\n:

Coe £R-C6h) 00y, o £-F0ch)
h = LA R

s alt e-lalla e+ ner nBQgrann nUMRri sy qurox:.\a\\;o...
av derwva tan, Oavander vi entrend diflerens:

o PO = Fx-W Y e s £ - F(x k)
PAN b 2k

Vi kan Avea nu Qr‘\&“a Qn qp?rglx'\v\&\'iw\ CE« f“(\(\:
)= Lo -0+ C(x-1) “‘i"“\h.n o

Wt \

£ (x4W) - 26(x) + R"'\'\\
~ =
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Richardson exiqapalation

E(‘+efs°h rumerish il\‘{@(e/“,,s (Y Aerinr:y\e alltidl ~aste
bateras pa e~ specific sheglangd W, na- vi i gjalvverket

vil \aka k=0, ko~ R.’g\ﬂir&on ~ed e~ \Gsni»\q.

Lat F(h) betedhna vadet givet ~&d steg 1d~qd K.

Orm vi berak~ar eR VKRAQ Pa F CE? s¥Heq W*Q go ka~
Vi berdkaa ol tesrehisut u,\,p.PCS/f—\‘—qég, pa F da W-0.

Detha kalas (5 at exteapaleca  fra~ e aivel vale

Cs. aw G e% korre\t varde pa F(o.

Lat

#(k\:laoﬁa‘hp.* (’E)A(“r) Aa—“ 'k—‘ﬁ fO-’ h‘)" r'>P

a, 6~ A, o oka~da,

F(ol=a. @& det vi s3ke,

Vi barakaar nu F §5r taa stegla~gdes L ol “/,t dar

4  posihvy {al

Vi har nu

F(N=a,+ah +O(W)
o\

F (=0, va, (5 rO(N)

Vi Ca allksa

Ay = F (W) + F_(h\?‘;_(_/‘.ﬂ +(d(wW")

Deka (§farande ka~ upprepac HW¢ HNrAMg NOGGran n

\§sning erhall iy,

5 }7_:

9



a.\

9.3

q.3.1

Begyn~elsRvardesproblem (s oODE ..

ODE
En diffece~tialekvgtinn 4lagger e~ cladion melan

e~ oM&~d  hillghdndefuakbion y(B) och e~ elle- Qlera av

y =€ derivator ed aveeeade pa t.

Numeritha \8sniagar av ODE

Eulers metod

Den enklaste melode~ akh 454 @~ num@risk approximalio-
bl e~ ODE. 5, Eule s ~etod da- 10sninge~ wvid tided
by = fevhe
ges av
Ve = ot P 8ty
Be~na mevod Karleds ur- Tay\or seriea’
y (PR = B v Ny (R + 2NN (g 4
ge~om AW ta  t=k, ., h=hy, v (= S8, ) ok bortse

CKZA'\ “efhef ov 0(6“('\9 >/2

Bndlia 4iTe,ons approximAatian

O vi byter ut y'(v)y + ODE wF=@(E,y/\ oY (5esia
ordningens dif{ere~sappronimalion fas den algebraisha

ekv a*thQf\

Yy = Y
_-tr\:_—_g\\'(tklyk\

Vilket innebar Eulers metod Cﬁc \BSr\K-\o,d\f av Y\cﬂ



432 Noaggrannhet od stabilitel

Nagra beq cepp

Av l'd,&&hif\ﬁ Sce,\

Orsaker
Flyttalsacitmetike~s a~dliga

nOggran~het,

Teaaker :nc)sfe\

Globalt oy

=YY (td

Lokalt Fel
L=, - ()

(w, t6sninger av ODE

9enov. Pw-\\\}{,\ (k\vj'rk-l‘

N oqua anh Q,\ ‘\Ea er\Q/\SL

~Vvad

Vald ~eVvod bryter iteralioneraa.

dac y, ar de~ exalda 1ssningen
od~ y (k) 15¢ninge~ av ODE ge~om

nitial pu~kt+e~ (J%/ Y/o\

det Cel som gaes T el sheg o

de~ nunerigka meloden

A= 0(hT)

e



933 lmplicita meloder

Rat-e stabilitetomeade $as or ma~ har ~3)\ighel aly

a‘s..vo'u-da ?r\ro(h—\ﬁho\ vid tidea .Lka-\ vilket 96( MQ"OJQA

i~pVicit

Eule, bakal

Vveay -~ Y? \'-‘é; ('l\u\l \'\ul\

For ol kunnd anva~dd e~ implicit ~ttod behdver man
vela VAr man ghea \\ bavya. bea ?wgorh““m\@'\ hamiag

\aNast u- e~ explictt vetod Fex Eule Cramal

Ex Toa problere}

{Y\='\13
yloy=1

Vi valjer S}Qq\i-«ﬁ =05

Y|= Yo" O'S‘Izu
Nu “i\\‘—-hpﬂ\( vi Eule- g(“l\a‘

Y\:' Yo~ 0-5\/10 =0.5 (SM(\- QBSSN‘«S}

N

Deka ge Yo =\

Yy, ® 0.3104

Vi besiimeer nu stabililkie~ av Euler halat:
ODEs sca\ar test Y‘=>\Y
Vi ™ it MYy
™ Y\a—l(‘ W
A% (T_'\B') Yo |
Far ad nu Euler badal skall vara ghabil mast ( m\é\

Vilket galler VRS>0 nac Re(X) <0,

Stabil metad, oL
Ovillkocligh stabil r~e tod. - 54

=3¢+




0. Grassvardes problem f&c ODES
EH begynndseva-des proben (5: ODE innebar adl de
Villkor som S, Avskr endagt @~ pu~Mh Gra~svA-de sproble
avie. dBramol mer B~ en punMh Oftash intervall G-dpunkierna,
ER glima~t $va punitg qrhsvﬁrcles provle~ 50 en ODE
av {5.5ta or&nrs% har {ormen
y= §@y)  a<t<h
med  grang villkore~
9Ly, y ()= 0
@ RS R oon g RN R
Gransvillkore~ s29s vara separatd da give~ komponeht
ov g &back ianchale, vi-de~ av a e)\e/ b, ~me~ & bada,
Respelhive Vinj& b o~ ded war Cormen
IBa y (4) + B;y/(ﬂ'—'t

G- Ba Bye R, ¢k

03 In S\t]ﬂ"ninqs —ed QAQA(

Ex Vi har $8ljand@ hapunkis randvacdRsprobiem (RVE)
Ky"i-py‘-o- ‘{\,=-C(ﬂ dae O¢tgl

vy =¢,, y()= ¢y

Vi ssker y(y) givet (), o, B, ¥, ¢, ¢,




Lasning med inskjulningsmetoden:
Skeiv oM (RVP) Son Syshem v 14 ardningen (RvP)
Yi& ¥
\

YTV

Vi Car da (BvP)

Y. 3 Y2
Vo= o LBya= ¥y, + £ (0]
Y, (0)= <y

‘h(°)= ¢ & Obs

Har ae ¢ @n parameter (variabel)

Vi valjer nu g sa att 1dsningen
v, (1, 8= ¢; (en clvation 1 )

Vi har alliga ew ekvabion i variabeln ¢ a¥t \asa
QD= y, (1, 5)-¢;,=0

Deana 13ses + ex med sekantmeloden
- LyQ, N Cv.] ($ - Sie-)
Yo (Y, SW-v, (1, Sk-\\

s\o\= $ie

Vi behaver allisa tva staclapprovimaliones s, 8,
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