MINSTA KVADRAT METODEN

TMAS60 CHALMERS

1. METODEN

_+ .
L&t AZ = b ar olésbar system av m linjdra ekvationer med n zf,riabler. Da
har matrisen 4 n kolonner som ar m-dimensionella vektorer medan & € R™.

_.}
gbservation 1. Ekvationssystemmet AZ = b har ldsningar om och endast om
b e Col(A).

Om nu syste_rgmet ar oldsbart kan vi Atminsténe hitta en vektor i Clol(A) som
ligger ndrmast b (se bilden).

Dibd S Col(A4), det finns T sadan att AE_}z b. Den T kallar vi for lsning av
AT = b trots ath egentligen AT = b # b. {Obs! det kan finnas mer &n en
lésning).

Observation 2. Konstruktionen ger att for ollo z € R™ gdller
— N
|Az — 0| = [AZ— b|=1]b— b]

Hade vi kunnat pa ett enkelt satt rikna ut 3, skutle vi gors sa , och sedan hade

vi kunnat 16sa AT = ’E;, men tyvirr kan vi inte det. Den enda vi vet &r att b— b &r
vinkelrdtt mot C'ol(A).

Observation 3. Vektornb— b dr vinkelrdtt mot Clol(A) omm b— T G vinkelrdtt
mot varje kolonn av A. Och detta hander omm b — ? ar vinkerdtt mot varje rad §
AT,

Betrakta AT (h— b ). Eftersom vi gangrar rader av AT med (b — —b}) och de &r
vinkelratta, sa far vi 0. :

Nu, vet vi att AT(E— 4b)) — ATD— ATH = 0, dvs ATh = ATD. Fér den 7
som vi letar a1 AT = b, altsd AT AT = ATD. Ekvationssystem AT A7 = AT giller
allts&for alla 15sningar till AT = b.

b

b

Observation 4. Ekvationen AT AZ = ATD har nagon lisning, for att b finns och
b€ Col(A) (eftersom vi har valt b sd frdn bdrjan).

2. ENTYDLIGOET AV LOSNINGEN.

Lat AT Az = AT Az*. Da maste AT(Az — Az*) = 0, dvs. ‘Aa: — Ax™ dr vinkelrdtt
mot alla rader i AT, vilket &r samma som kolonner 1 A. Alts dr Az — Az* vinkelréitt
mot Col(A}. Men & andra sida (Az— Az*) € Col(A). En vektor kan vara vinkelritt
till sig sjlv endast om den &r (. Vi har dirmed visat att Az = Az*, for vilka som
helst 16sningar av AT Az = AT—b>.

Ifgentligen det méste hevisas, men vi kér pé geometrisk intuition\fran bilden.
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Sedan forra avsnit vet vi att nigon 16sning av AT Az = AT? dr sddan att
ATz = b, men nu har vi ocksa visat att v alla losningar av AT Az = AT b giller
Az =b. N

Sammanfattning: Ekvationssystemmet AT Az = AT b &r 16sbart och alla dess
lésningin}r avbildas av A i samma vektor. Losningar av AT Az = AT? minimerar
Az — b
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Facir

1. a) svart=3,5;vit=4,5; b) iii; 2 a) 10,1/2,0;b)ja; 3 a) -2,1,0; b) |[AX — B|.



