Tentamen
MVE302 Sannolikhet och statistik

2021-08-17 k1. 14:00-18:00 plus tid for uppladdning av 16sningar 18:00-18:30. Se
instruktioner pa Canvas.

Examinator: Johan Jonasson, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Johan Jonasson, telefon: 031-7723546

Hjilpmedel: Alla hjdlpmedel utom att pa nagot sétt ta hjilp av en ménniska i realtid ar tillatna.
Se instruktioner pa Canvas

Denna tentamen utgor grunden for betygsséttning. For betyg 3 krdvs minst 16 poéng, for betyg 4 minst 24 poédng
och for betyg 5 minst 32 poing

Tips: Eftersom alla hélpmedel (utom andra ménniskor) &r tillatna, kan du exempelvis anvénda
symbolmanipulerande mjukvara. Det kan bespara dig en del tid och berdkningskraft att gora
detta. Uppgifterna ar anpassade efter tillgangen till alla hjalpmedel, vilket betyder att en del av
raknandet dr tyngre dn pa en salstenta. Kom dé ihag att om du trots det far brattom pga att
du inte hinner med sjélva utrikningarna, redovisa din 16sning i termer av dessa icke genomférda
utdkningar. Du far da bara ett mycket litet avdrag pa uppgiften.

1. (5p) Lat (X,Y) ha den bivariata tdthetsfunktionen

chy, 0<x<y<l1

f(rc,y)={ 0.

annars
Bestém konstanten ¢, marginaltétheterna for X och Y och Cov(X,Y).

2. (5p) Tva lag, A och B, i nagon sport spelar en matchserie om bést av 2n + 1 matcher dér
n &r ett positivt heltal. Lagen spelar varannan match hemma och varannan match borta
och lag A borjar hemma. Lag A &r nagot béattre &n B och vinner en hemmamatch med
sannolikhet 0.6 och en bortamatch med sannolikhet 0.5.

(a) Vad #r sannolikheten att lag A vinner matchserien om n = 17

(b) Hur stort behover n vara for att den approximativa sannolikheten att A vinner match-
serien ska vara minst 0.997

3. (5p) Lat 11, T5, . . . vara oberoende och sadana att T}, &r exponentialfordelad med parameter
1/k%, dir « ér ett givet positivt tal. Lat M, = min(7y, T, ..., Ty).

(a) Om a =1, vad dr P(M3 > 1)?
(b) Lat € > 0. Visa att P(M,, > ¢) — 0 da n — oo om och endast om o < 1.

4. (5p) Lat Xy,..., X, vara ett stickprov pa en stokastisk variabel som har tdathetsfunktion

2

f@) =1

(I+z)e“, >0,

dér ¢ > 0 &r en okénd parameter. Ge en ML-skattning av c.

5. (5p) Lat N vara en stokastisk variabel som dr Poissonfordelad med parameter 1 och, givet
N =n, lat X vara diskret likformig pa {0, 1,...,n}.

(a) Berdkna P(X = 3).



(b) Vad &r P(N =n|X =0),n=0,1,...7

6. (5p) Lat X1,..., X, vara oberoende med X, ~ N(y, (ko)?) dir pu och o dr okiinda para-
metrar (observera att varianserna alltsa skiljer sig at for olika k).

(a) Gor ett optimalt test av Hyp : p =0 mot Hx : p # 0 pa 5% signifikansniva fér oként
02 och n = 9 med foljande mitdata:

3.8, —1.7, 10.1, 3.9, 0.7, 5.3, —0.4, 0.0, 14.4
(b) Gor ett optimalt symmetriskt 95% konfidensintervall for © med samma data.

I ffa (b) kan det vara svart att gora den konkreta beridkningen av intervallgrénserna for just
dessa data utan mjukvara, sa det rekommenderas att man anvinder det (men, som alltid,
far man poidng for att ge ett generellt svar &ven om man inte utfor sjilva berdkningen).

7. (5p) Lat Xi,...,X,, vara ett stickprov pa en normalfordelning med vintevéirde p och
standardavvikelse o.

(a) Betrakta testet Ho: 02 = 1 mot H4 : 02 > 1 med kiint 02 pa 5% signifikansniva. Hur
stort maste n vara for att styrkan av testet ska vara minst 0.8 om det sanna vérdet pa
o2 &r 27 (Hér récker inte tabellen i tentatesen till, si du far anvinda nigon statistisk
kalkylator eller mjukvara.)

(b) Vad &r styrkan av testet Hyp : p =0 mot Hy : p > 0 om n =9 och det sanna virdet
pa u &r 27

8. (5p) Lat X1, Xo,... vara oberoende exponentialférdelade stokastiska variabler med para-
meter 1 och lat N vara en geometriskt fordelad stokastisk variabel med parameter 1/2
oberoende av Xj:na. Lat

(a) Bestdm momentgenererande funktion My av Y.
(b) Bestdm Var(Y).

Lycka till!
Johan Jonasson



Tabell 1: Values of the cdf ®(x) of the standard normal distribution [e.g., ®(1.41) = 0.921]

T 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 | .500 .504 .508 .512 .516 .520 .524 .528 .B32 .536
0.1 ].540 .544 .548 .552 .556 .560 .564 .568 .571 .575
0.2].579 583 .B87 591 595 .599 .603 .606 .610 .614
0.3].618 .622 .626 .629 .633 .637 .641 .644 .648 .652
0.4].655 .659 .663 .666 .670 .674 .677 .681 .684 .688
0.5].692 .695 .698 .702 .705 .709 .712 716 .719 .722
0.6 |.726 729 732 .736 .v39 .42 745 749 752 755
0.7 |.758 .v61 .764 .r67 770 .773 776 779 782 .785
0.8].788 791 .794 .79v 800 .802 .805 .808 .811 .813
09| .816 .819 .821 .824 .826 .829 .832 .834 .836 .839
1.0 | .841 .844 .846 .848 .851 .833 .855 .858 .860 .862
1.1 ] .864 .867 .869 .871 .873 .875 877 879 881 .883
1.2 ] .885 .887 .889 .891 .892 .894 .896 .898 .900 .902
1.3 1.903 .905 .907 .908 .910 .912 913 915 916 918
1.41.919 921 .922 924 925 .926 .928 .929 931 .932
1.51.933 934 936 .937 938 .939 941 942 943 .944
1.6 | .945 946 .947 .948 .950 .951 .952 .952 9545 .954
1.71.955 956 .957 .958 959 .960 961 .962 .962 .963
1.8 ].964 .965 .966 .966 .967 .968 .969 .969 970 971
1.91.971 972 973 973 974 974 975 976 976 977
20977 978 978 979 979 980 .980 .981 981 .982
2.1].982 983 983 .983 .984 984 985 .985 .985 .986
221.986 .98 .987 .987 988 .988 .988 .988 .989 .989
231.989 990 990 .990 .990 .991 991 .991 .991 .992
241.992 992 992 992 993 .993 .993 .993 993 .994
2.51.994 994 994 994 995 .995 .995 .995 .995 .995
26 1.995 996 .996 .996 .996 .996 .996 .996 .996 .996
2.71.996 997 997 997 997 997 997 997 997 .997
2.81.997 998 .998 998 .998 .998 .998 .998 .998 .998
2.9 1.998 998 .998 998 998 .998 998 .998 999 .999

Tabell 2: Values of ®(z) commonly used in confidence intervals and tests, and the corresponding
x values

®(z) [ 090 0.95 0975 0.99 0.995
x| 128 164 196 233 258




Tabell 3: Percentiles of the t distribution with DF degrees of freedom [e.g., Fy,(1.89) = 0.95]
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0.95

0.975
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0.95

0.975
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0.995
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6.31
2.92
2.35
2.13
2.02
1.94
1.89
1.86
1.83
1.81
1.80
1.78
1.77
1.76
1.75

12.71
4.30
3.18
2.78
2.57
2.45
2.36
2.31
2.26
2.23
2.20
2.18
2.16
2.14
2.13

31.82 63.66

6.96
4,54
3.74
3.36
3.14
3.00
2.90
2.82
2.76
2.72
2.68
2.65
2.62
2.60

9.92
5.84
4.60
4.03
3.71
3.50
3.36
3.25
3.17
3.11
3.05
3.01
2.98
2.95

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

1.75
1.74
1.73
1.73
1.72
1.72
1.72
1.71
1.71
1.71
1.71
1.70
1.70
1.70
1.70

2.12
2.11
2.10
2.09
2.09
2.08
2.07
2.07
2.06
2.06
2.06
2.05
2.05
2.05
2.04

Tabell 4: Percentiles of the chi-square distribution with DF
FX30(10.85) = 0.05]
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0.025

0.05

0.95

0.975

DF

0.025

0.05

2.58
2.58
2.55
2.54
2.53
2.52
2.51
2.50
2.49
2.49
2.48
2.47
2.47
2.46
2.46

degrees

0.95

2.92
2.90
2.88
2.86
2.85
2.83
2.82
2.81
2.80
2.79
2.78
2.717
2.76
2.76
2.75

of freedom [e.g.,

0.975
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0.001
0.05
0.22
0.48
0.83
1.24
1.69
2.18
2.70
3.25
3.82
4.40
5.01
5.63
6.26

0.004
0.10
0.35
0.71
1.14
1.64
2.17
2.73
3.32
3.94
4.58
5.23
5.89
6.57
7.26

3.84
5.99
7.82
9.49
11.07
12.59
14.07
15.51
19.92
18.31
19.68
21.03
22.36
23.68
25.00

5.02

7.38

9.34

11.14
12.83
14.45
16.01
17.54
19.02
20.48
21.92
23.34
27.74
26.12
27.49

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

6.91
7.56
8.23
8.91
9.59
10.28
10.98
11.69
12.40
13.12
13.84
14.57
15.31
16.05
16.79

7.96

8.67

9.39

10.12
10.85
11.60
12.34
13.09
13.85
14.61
15.38
16.15
16.93
17.71
18.49

26.30
27.59
28.87
30.14
31.41
32.67
33.92
35.17
36.42
37.65
38.88
40.11
41.34
42.56
43.77

28.84
30.19
31.53
32.85
34.17
35.48
36.78
38.08
39.36
40.65
41.92
43.19
44.46
45.72
46.98



Tabell 5: Percentiles of the F' distribution with  and s degrees of freedom [e.g., Fr; ,,(2.45) =
0.95]

2.5 % percentile

r=2 3 4 ) 6 7 8 9 10

0.026 0.062 0.094 0.119 0.138 0.153 0.165 0.175 0.183
0.026 0.065 0.100 0.129 0.152 0.170 0.185 0.197 0.207
0.025 0.066 0.104 0.135 0.161 0.181 0.198 0.212 0.224
0.025 0.067 0.107 0.140 0.167 0.189 0.208 0.223 0.236
0.025 0.068 0.109 0.143 0.172 0.195 0.215 0.231 0.246
0.025 0.068 0.110 0.146 0.176 0.200 0.221 0.238 0.253
0.025 0.069 0.111 0.148 0.179 0.204 0.226 0.244 0.259
9 10.025 0.069 0.112 0.150 0.181 0.207 0.230 0.248 0.265
10 | 0.025 0.069 0.113 0.151 0.183 0.210 0.233 0.252 0.269
12 | 0.025 0.070 0.114 0.153 0.186 0.214 0.238 0.259 0.276
151 0.025 0.070 0.116 0.156 0.190 0.219 0.244 0.265 0.284
16 | 0.025 0.070 0.116 0.156 0.191 0.220 0.245 0.267 0.286
18 | 0.025 0.070 0.116 0.157 0.192 0.222 0.248 0.270 0.290
20 | 0.025 0.071 0.117 0.158 0.193 0.224 0.250 0.273 0.293
211 0.025 0.071 0.117 0.158 0.194 0.225 0.251 0.274 0.294
24 1 0.025 0.071 0.117 0.159 0.195 0.227 0.253 0.277 0.297
251 0.025 0.071 0.118 0.160 0.196 0.227 0.254 0.278 0.298
271 0.025 0.071 0.118 0.160 0.197 0.228 0.255 0.279 0.300
28 | 0.025 0.071 0.118 0.160 0.197 0.228 0.256 0.280 0.301
30 | 0.025 0.071 0.118 0.161 0.197 0.229 0.257 0.281 0.302

00 ~J O T W N®

95 % percentile

s | r= 3 4 ) 6 7 8 9 10

2 119.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40
3195 928 912 901 894 88 88 881 879
41694 659 639 626 616 609 604 6.00 596
5 | 5.79 541 519 505 495 488 482 477 474
6 | 5.14 476 453 439 428 421 415 410 4.06
7| 474 435 412 397 387 379 3.73 3.68 3.64
8 | 446 407 384 369 358 350 344 339 335
9 | 426 386 3.63 348 337 329 323 318 3.14
10| 410 3.71 348 333 322 314 3.07 3.02 298
12 389 349 326 311 3.00 291 285 280 2.75
15| 3.68 329 306 290 279 271 264 259 254
16| 3.63 324 3.01 285 274 266 259 254 249
18] 3.55 3.16 293 277 266 258 251 246 241
20| 349 310 287 271 2,60 251 245 239 235
21| 347 3.07 284 2.68 257 249 242 237 232
24| 340 3.01 278 2,62 251 242 236 230 2.25
251 339 299 276 260 249 240 234 228 224
27| 335 296 273 257 246 237 231 225 2.20
28 1 334 295 271 256 245 236 229 224 219
30 332 292 269 253 242 233 227 221 216




97.5 % percentile

s | r= 3 4 5 6 7 8 9 10

2 139.00 39.17 39.25 39.30 39.33 39.36 39.37 39.39 39.40
3 116.04 1544 15.10 14.88 14.73 14.62 14.54 14.47 14.42
4 11065 998 960 936 9.20 9.07r 898 890 884
5 8.43 7.76 7.39 7.15 6.98 6.85 6.76 6.68 6.62
6 | 726 6.60 6.23 599 582 570 560 552 5.46
7 | 6.54 5.89 5.52 5.29 512 499 490 4.82 4.76
8 6.06 5.42 5.06 482 465 453 443 436 4.30
9 5.71 5.08 4.72 4.48 4.32 4.20 4.10 4.03 3.96
10 | 546 483 447 424 407 395 3.85 3.78  3.72
12 | 5.10 4.47 4.12 3.89 3.73 3.61 3.51 3.44 3.37
15| 4.77  4.15 3.80 3.58 3.41 3.29  3.20 3.12 3.06
16 | 469 4.08 3.73 3.50 334 322 3.12 3.05 2.99
18 | 4.56 3.95 3.61 3.38 3.22 3.10 3.01 293 2.87
20 | 4.46 3.86 3.51 3.29 3.13 3.01 2.91 2.84  2.77
21 | 4.42 3.82 3.48 3.25 3.09 2.97 2.87 2.80 2.73
24 | 4.32 3.72 3.38  3.15 299 287 2.78 270 2.64
25 | 4.29 3.69 335 3.13 297 285 2.75 2.68 2.61
27 | 4.24 3.65 3.31 3.08 2.92 2.80 2.71 2.63  2.57
28 | 4.22 3.63 3.29 3.06 2.90 2.78 2.69 2.61 2.55
30 | 4.18 3.59 3.25 3.03 287 2.75 2.65 257 251

Tabell 6: Critical values ¢ for the Wilcoxon signed rank test, where n is the sample size and
C=n(n+1)—cleg.,if n =20, then P(W < 61) = P(W > 149) ~ 0.05]

n 10025 005 nn+1)/2|n 0025 005 n(n+1)/2
5 0 1 15 18| 41 48 171
6 1 3 21 19| 47 54 190
7 3 4 28 20| 53 61 210
8 4 6 36 21| 59 68 231
9 6 9 45 2| 67 76 253
0] 9 11 55 23| 74 84 276
1| 11 14 66 24| 82 92 300
12| 14 18 78 25| 90 101 325
13| 18 22 91 26| 99 111 351
14| 22 26 105 27 | 108 120 378
15| 26 31 120 28 | 117 131 406
16| 30 36 136 29 | 127 141 435
17| 35 42 153 30 | 138 152 465



Tabell 7: Critical values ¢ for the Wilcoxon rank sum test, where m is the size of the smaller
sample, and C = m(m+n+1) —c [e.g., if m =4 and n = 8, then P(W < 16) = P(W > 36) ~

0.05
n |PW<c¢) m=2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2 0.025 3
0.05 3
3 0.025 3 3
0.05 6 7
4 0.025 3 6 11
0.05 37 12
5 0.025 37 12 18
0.05 4 8 13 20
6 0.025 3 8 13 19 27
0.05 4 9 14 21 29
7 0.025 3 8 14 21 28 37
0.05 4 9 15 22 30 40
8 0.025 4 9 15 22 30 39 50
0.05 5 10 16 24 32 42 52
9 0.025 4 9 15 23 32 41 52 63
0.05 5 11 17 25 34 44 55 67
10| 0.025 4 10 16 24 33 43 54 66 79
0.05 5 11 18 27 36 46 57 70 83
11| 0.025 5 10 17 25 35 45 56 69 82 97
0.05 5 12 19 28 38 48 60 73 87 101




Tentamen
MVE302 Sannolikhet och statistik

2021-08-17 k1. 14:00-18:00 plus tid for uppladdning av 16sningar 18:00-18:30. Se
instruktioner pa Canvas.

Examinator: Johan Jonasson, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Johan Jonasson, telefon: 031-7723546

Hjilpmedel: Alla hjilpmedel utom att pa nagot sitt ta hjilp av en ménniska i realtid ar tillatna.
Se instruktioner pa Canvas

Denna tentamen utgér grunden for betygssiattning. For betyg 3 krdvs minst 16 poing, for betyg 4 minst 24 poing
och for betyg 5 minst 32 podng

Tips: Eftersom alla hilpmedel (utom andra ménniskor) &r tillatna, kan du exempelvis anvéinda
symbolmanipulerande mjukvara. Det kan bespara dig en del tid och berdkningskraft att gora
detta. Uppgifterna ar anpassade efter tillgangen till alla hjalpmedel, vilket betyder att en del av
raknandet dr tyngre dn pa en salstenta. Kom da ihag att om du trots det far brattom pga att
du inte hinner med sjélva utrdkningarna, redovisa din 16sning i termer av dessa icke genomférda
utdkningar. Du far da bara ett mycket litet avdrag pa uppgiften.

1. (5p) Lat (X,Y) ha den bivariata tdthetsfunktionen

crly, 0<z<y<1
0, annars

f(ac,y):{

Bestam konstanten ¢, marginaltidtheterna for X och Y och Cov(X,Y).

f [ vivae=g
riydydr = —,

flz,y) =152%y, 0 <z <y < 1.

IE[X]://xf(x,y)d:z:dy:15/01/0y953yd:1;dy:Z.

1 ry 5
E[Y] = 15/ / 2y dedy = =
0 Jo 6

Lyog 15
IE[XY]:15/O/Oxy dwdy:2—8.

Losning. Det giller att

sa ¢ = 15. Darmed &r

Dérfor ar

Pa samma satt

och

Da far vi ocksa

Cov(X,Y) =E[XY] - E[X]E[Y] = - — -

2. (5p) Tva lag, A och B, i nagon sport spelar en matchserie om bést av 2n + 1 matcher dér
n &r ett positivt heltal. Lagen spelar varannan match hemma och varannan match borta
och lag A boérjar hemma. Lag A &r nagot béttre &n B och vinner en hemmamatch med
sannolikhet 0.6 och en bortamatch med sannolikhet 0.5.



(a) Vad dr sannolikheten att lag A vinner matchserien om n = 17

(b) Hur stort behéver n vara for att den approximativa sannolikheten att A vinner match-
serien ska vara minst 0.997

Losning. (a). Har géller att rikna ihop de olika varianterna som A kan vinna. A kan vinna
i tva raka matcher och sannolikheten for det dr 0.6 - 0.5 = 0.3. Sannolikheten att vinna pa
tre matcher dr 0.6(0.6-0.5+0.4-0.5) = 0.3. Summan av dessa &r 0.6, vilket dr sannolikheten
att A vinner matchserien.

(b). Vi kan anta att alla matcher spelas oavsett om matchserien dr avgjord innan dess.
Om X far sta for totala antalet matcher som A vinner, sa ar X = H + B dir H &r antalet
hemmamatcher som A vinner och B ar antalet bortamatcher som A vinner. Da &r H och
B oberoende och binomialférdelade med parametrar n 4+ 1 och 0.6 respektive n och 0.5.

Enligt CGS géller approximativt att H ~ N(0.6(n+1),0.24(n+1)) och B ~ N(0.5n,0.25n)
och dérmed att X ~ N(1.1n + 0.6,0.49n + 0.24). Darfor géller

IP(X>0)Q:<I><\/%>.

Héar har vi forsummat en termerna 0.6 i vantevardet och 0.24 i variansen eftersom de blir
forsumbara om n dr stort. Vi vill att P(X > 0) > 0.99. Det giller att ®71(0.99) = 2.33, sa

ekvationen i n blir )

n > 2.33.
\/ng >

Det ger
n > (2.33-7)% =~ 266.

. (bp) Lat Ty, T, . .. vara oberoende och sadana att T}, dr exponentialférdelad med parameter
1/k%, dér a ar ett givet positivt tal. Lat M, = min(7Ty, T, ..., T,).

(a) Om a =1, vad ar P(M3 > 1)?

(b) Lat € > 0. Visa att P(M,, > €¢) — 0 da n — oo om och endast om a < 1.

Losning. Det giller att M,, ~ exp(1 4+ 1/2% +1/3% + ... 4+ 1/n®). Alltsa géller med k = 1
att Mg ~ exp(1+1/2+41/3) = exp(11/6) och dirmed

P(Ms > 1) = e~ /6,
vilket saledes dr svaret i (a).

(b). Det géller att
P(M,, > ¢) = e~ k=1 1/k",

Hogerledet gar mot 0 om och endast om Y ,_; 1/k% gar mot oo, vilket sker om och endast
om a < 1.

. (5p) Lat X;,..., X, vara ett stickprov pa en stokastisk variabel som har téthetsfunktion

2

- 1+e¢

f(x) (I1+x)e , z>0,

dér ¢ > 0 &r en okénd parameter. Ge en ML-skattning av c.

Losning. Likelihood blir

L(c;xl,...,xn):< ¢ )H(ka).e—ch.

c+1




Logaritmera och fa
Uc;x1y ... xy) =n(21n(c) —In(1 + ¢)) — nez + Z In x.

Derivera och satt till 0 och fa ekvationen

2 1

—z=0.
¢c c+1 v

Detta ger en en andragradsekvation i ¢ och vi sdker den positiva 16sningen, vilken &r

1—-Z+VzE2+62+1

é:
2T

. (5p) Lat N vara en stokastisk variabel som #r Poissonférdelad med parameter 1 och, givet
N =n, lat X vara diskret likformig pa {0,1,...,n}.

(a) Beridkna P(X = 3).
(b) Vad &r P(N =n|X =0),n=0,1,...7

Losning. For (a):

o0
P(X =3) =) P(X =3|N =n)P(N =n)
n=0
o
11
_ 1 .
—° Zn! n+1
n=3
o0 8
]_ e — 5
_ 1 i 3
—° Zn!_ e
n=4

For (b): Det giller enligt Bayes formel att

P(X = 0|N = n)P(N = n)

P(N =n|X =0) = X =0)

Téljaren &ar

(n+ 1)

=1 e—1
1 o -
¢ nz:()(n—i—l)!_ e

s& namnaren ar

vilket ger
PIN=nX=0=——"———.
W =nlX=0)= =557

. (5p) Lat X3,..., X, vara oberoende med Xj, ~ N (y, (ko)?) dir pu och o dr okiinda para-
metrar (observera att varianserna alltsa skiljer sig at for olika k).

(a) Gor ett optimalt test av Hp : p =0 mot Ha : p # 0 pa 5% signifikansniva fér oként
02 och n = 9 med foljande mitdata:

3.8, —1.7, 10.1, 3.9, 0.7, 5.3, —0.4, 0.0, 14.4

(b) Gor ett optimalt symmetriskt 95% konfidensintervall for ¢ med samma data.



I ffa (b) kan det vara svart att gora den konkreta berikningen av intervallgrénserna for just
dessa data utan mjukvara, sa det rekommenderas att man anvinder det (men, som alltid,
far man poidng for att ge ett generellt svar &ven om man inte utfor sjilva berdkningen).

Losning. (a). For att testa Hy : p = up, utnyttja att med Yz (po) = (X — po)/k sa géller
att under Hy &r Y (o) ~ N(0,02). Dérfor #r testet Ho : u = pg samma som att testa
Ky (uo) = 0. Det testet forkastar pa signifikansniva 0.05 om

vnY (o)

> F, ! (0.975).
Y (o)

Med given data &r n = 9 och Ft;1(0.975) ~ 2.31, sa Hy : pp = 0 forkastas om

3Y(0)
SY (0)

> 2.31.

Rékning ger att 3Y(0)/sy (o) = 1.62. Vi kan alltsd inte forkasta Ho : 4 = 0 till forman for
Hy o # 0 pa 5% signifikansniva.

(b). Anvénd korrespondensen mellan test och konfidensintervall. Det ger att konfidensin-
tervallet bestar av alla ug sadana att

VY (po)

< F; ' (0.975).
SY (o)

Med given data blir detta alla po sadana att

SY (po)

Genom provning (till exempel i Matlab) ser vi att det approximativa konfidensintervallet
blir
w € [—0.66, 8.45].

. (5p) Lat Xy,...,X,, vara ett stickprov pa en normalférdelning med vénteviirde p och
standardavvikelse o.

(a) Betrakta testet Ho: 02 = 1 mot Ha : 02 > 1 med kiint 02 pa 5% signifikansniva. Hur
stort maste n vara for att styrkan av testet ska vara minst 0.8 om det sanna vérdet pa
o2 &r 27 (Hér récker inte tabellen i tentatesen till, si du far anvinda nigon statistisk
kalkylator eller mjukvara.)

(b) Vad &r styrkan av testet Hy : =0 mot Hy : 4 > 0 om n = 9 och det sanna virdet
pa p &r 2 och det #r kint att o2 = 4?

Losning. (a). Det giller att (n — 1)s?/0? ~ x2_,. Dirfor forkastas Hy : 0 = 1 till férman
for 02 > 1 om (n —1)s% >t dir t = Fxgl (0.95).

n—1

Om o2 = 2 giiller att (n —1)s?/2 ~ x2_,, sd

P(n—1)s">t)=1-Fe (t/2)=1-Fe (F; (0.95)/2)

Xn—1 1

vilket ska vara minst 0.8. Med t.ex. Matlab ser vi att detta kraver att n > 26.

(b). Testet forkastar om /nX /o > ®71(0.95) ~ 1.65, dvs om 3X /2 > 1.65. Men 3X /2 =
3(X —2)/2 + 3 och den férsta termen, kalla den Z, ir N(0,1). Alltsa

3X
P (2 > 1.65) = P(Z > —1.35) = ®(1.35) ~ 0.91.



8. (5p) Lat X1, Xo,... vara oberoende exponentialfordelade stokastiska variabler med para-
meter 1 och lat N vara en geometriskt fordelad stokastisk variabel med parameter 1/2
oberoende av X:ma. Lat

(a) Bestdm momentgenererande funktion My av Y.
(b) Bestdm Var(Y).

Losning. Det géller att

Nu giller att

Det giller ocksa att

> 1
Mx(t) = E[e™] :/ e gy = —
0 1t
Alltsa &r . . )
My (t) = = —1l=—.
1—3Mx(t) 1-@ 1—2t

For att 16sa (b), anviind att E[Y*] = M)(,k)(O). Vi har att

2
M}’/(t) = m,
sa E[Y] = 2, och
8
M (t) = (e

och dirmed E[Y?] = 8. Detta ger att Var(Y) = 4.

En alternativ 1sning av (b) som inte anvénder (a) dr att observera att E[X] = Var(X) = 1,
varfor E[Y|N] = Var(Y|N) = N och det foljer att

Var(Y) = E[Var(Y|N)] + Var(E[Y|N]) = E[N] + Var(N) =4

eftersom véntevérde och varians for Geo(1/2) bada &r 2.

Lycka till!
Johan Jonasson



Tabell 1: Values of the cdf ®(x) of the standard normal distribution [e.g., ®(1.41) = 0.921]

T 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 | .500 .504 .508 .512 .516 .520 .524 .528 .B32 .536
0.1 ].540 .544 .548 .552 .556 .560 .564 .568 .571 .575
0.2].579 583 .B87 591 595 .599 .603 .606 .610 .614
0.3].618 .622 .626 .629 .633 .637 .641 .644 .648 .652
0.4].655 .659 .663 .666 .670 .674 .677 .681 .684 .688
0.5].692 .695 .698 .702 .705 .709 .712 716 .719 .722
0.6 |.726 729 732 .736 .v39 .42 745 749 752 755
0.7 |.758 .v61 .764 .r67 770 .773 776 779 782 .785
0.8].788 791 .794 .79v 800 .802 .805 .808 .811 .813
09| .816 .819 .821 .824 .826 .829 .832 .834 .836 .839
1.0 | .841 .844 .846 .848 .851 .833 .855 .858 .860 .862
1.1 ] .864 .867 .869 .871 .873 .875 877 879 881 .883
1.2 ] .885 .887 .889 .891 .892 .894 .896 .898 .900 .902
1.3 1.903 .905 .907 .908 .910 .912 913 915 916 918
1.41.919 921 .922 924 925 .926 .928 .929 931 .932
1.51.933 934 936 .937 938 .939 941 942 943 .944
1.6 | .945 946 .947 .948 .950 .951 .952 .952 9545 .954
1.71.955 956 .957 .958 959 .960 961 .962 .962 .963
1.8 ].964 .965 .966 .966 .967 .968 .969 .969 970 971
1.91.971 972 973 973 974 974 975 976 976 977
20977 978 978 979 979 980 .980 .981 981 .982
2.1].982 983 983 .983 .984 984 985 .985 .985 .986
221.986 .98 .987 .987 988 .988 .988 .988 .989 .989
231.989 990 990 .990 .990 .991 991 .991 .991 .992
241.992 992 992 992 993 .993 .993 .993 993 .994
2.51.994 994 994 994 995 .995 .995 .995 .995 .995
26 1.995 996 .996 .996 .996 .996 .996 .996 .996 .996
2.71.996 997 997 997 997 997 997 997 997 .997
2.81.997 998 .998 998 .998 .998 .998 .998 .998 .998
2.9 1.998 998 .998 998 998 .998 998 .998 999 .999

Tabell 2: Values of ®(z) commonly used in confidence intervals and tests, and the corresponding
x values

®(z) [ 090 0.95 0975 0.99 0.995
x| 128 164 196 233 258




Tabell 3: Percentiles of the t distribution with DF degrees of freedom [e.g., Fy,(1.89) = 0.95]

o
=S

0.95

0.975

0.99

0.995

DF

0.95

0.975

0.99

0.995

© 00 O T i W N

— =
N = O

[ S Y
Tt~ W

6.31
2.92
2.35
2.13
2.02
1.94
1.89
1.86
1.83
1.81
1.80
1.78
1.77
1.76
1.75

12.71
4.30
3.18
2.78
2.57
2.45
2.36
2.31
2.26
2.23
2.20
2.18
2.16
2.14
2.13

31.82 63.66

6.96
4,54
3.74
3.36
3.14
3.00
2.90
2.82
2.76
2.72
2.68
2.65
2.62
2.60

9.92
5.84
4.60
4.03
3.71
3.50
3.36
3.25
3.17
3.11
3.05
3.01
2.98
2.95

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

1.75
1.74
1.73
1.73
1.72
1.72
1.72
1.71
1.71
1.71
1.71
1.70
1.70
1.70
1.70

2.12
2.11
2.10
2.09
2.09
2.08
2.07
2.07
2.06
2.06
2.06
2.05
2.05
2.05
2.04

Tabell 4: Percentiles of the chi-square distribution with DF
FX30(10.85) = 0.05]

-
=S

0.025

0.05

0.95

0.975

DF

0.025

0.05

2.58
2.58
2.55
2.54
2.53
2.52
2.51
2.50
2.49
2.49
2.48
2.47
2.47
2.46
2.46

degrees

0.95

2.92
2.90
2.88
2.86
2.85
2.83
2.82
2.81
2.80
2.79
2.78
2.717
2.76
2.76
2.75

of freedom [e.g.,

0.975

© 00 ~J O T i W N~

— =
= O
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0.001
0.05
0.22
0.48
0.83
1.24
1.69
2.18
2.70
3.25
3.82
4.40
5.01
5.63
6.26

0.004
0.10
0.35
0.71
1.14
1.64
2.17
2.73
3.32
3.94
4.58
5.23
5.89
6.57
7.26

3.84
5.99
7.82
9.49
11.07
12.59
14.07
15.51
19.92
18.31
19.68
21.03
22.36
23.68
25.00

5.02

7.38

9.34

11.14
12.83
14.45
16.01
17.54
19.02
20.48
21.92
23.34
27.74
26.12
27.49

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

6.91
7.56
8.23
8.91
9.59
10.28
10.98
11.69
12.40
13.12
13.84
14.57
15.31
16.05
16.79

7.96

8.67

9.39

10.12
10.85
11.60
12.34
13.09
13.85
14.61
15.38
16.15
16.93
17.71
18.49

26.30
27.59
28.87
30.14
31.41
32.67
33.92
35.17
36.42
37.65
38.88
40.11
41.34
42.56
43.77

28.84
30.19
31.53
32.85
34.17
35.48
36.78
38.08
39.36
40.65
41.92
43.19
44.46
45.72
46.98



Tabell 5: Percentiles of the F' distribution with  and s degrees of freedom [e.g., Fr; ,,(2.45) =
0.95]

2.5 % percentile

r=2 3 4 ) 6 7 8 9 10

0.026 0.062 0.094 0.119 0.138 0.153 0.165 0.175 0.183
0.026 0.065 0.100 0.129 0.152 0.170 0.185 0.197 0.207
0.025 0.066 0.104 0.135 0.161 0.181 0.198 0.212 0.224
0.025 0.067 0.107 0.140 0.167 0.189 0.208 0.223 0.236
0.025 0.068 0.109 0.143 0.172 0.195 0.215 0.231 0.246
0.025 0.068 0.110 0.146 0.176 0.200 0.221 0.238 0.253
0.025 0.069 0.111 0.148 0.179 0.204 0.226 0.244 0.259
9 10.025 0.069 0.112 0.150 0.181 0.207 0.230 0.248 0.265
10 | 0.025 0.069 0.113 0.151 0.183 0.210 0.233 0.252 0.269
12 | 0.025 0.070 0.114 0.153 0.186 0.214 0.238 0.259 0.276
151 0.025 0.070 0.116 0.156 0.190 0.219 0.244 0.265 0.284
16 | 0.025 0.070 0.116 0.156 0.191 0.220 0.245 0.267 0.286
18 | 0.025 0.070 0.116 0.157 0.192 0.222 0.248 0.270 0.290
20 | 0.025 0.071 0.117 0.158 0.193 0.224 0.250 0.273 0.293
211 0.025 0.071 0.117 0.158 0.194 0.225 0.251 0.274 0.294
24 1 0.025 0.071 0.117 0.159 0.195 0.227 0.253 0.277 0.297
251 0.025 0.071 0.118 0.160 0.196 0.227 0.254 0.278 0.298
271 0.025 0.071 0.118 0.160 0.197 0.228 0.255 0.279 0.300
28 | 0.025 0.071 0.118 0.160 0.197 0.228 0.256 0.280 0.301
30 | 0.025 0.071 0.118 0.161 0.197 0.229 0.257 0.281 0.302

00 ~J O T W N®

95 % percentile

s | r= 3 4 ) 6 7 8 9 10

2 119.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40
3195 928 912 901 894 88 88 881 879
41694 659 639 626 616 609 604 6.00 596
5 | 5.79 541 519 505 495 488 482 477 474
6 | 5.14 476 453 439 428 421 415 410 4.06
7| 474 435 412 397 387 379 3.73 3.68 3.64
8 | 446 407 384 369 358 350 344 339 335
9 | 426 386 3.63 348 337 329 323 318 3.14
10| 410 3.71 348 333 322 314 3.07 3.02 298
12 389 349 326 311 3.00 291 285 280 2.75
15| 3.68 329 306 290 279 271 264 259 254
16| 3.63 324 3.01 285 274 266 259 254 249
18] 3.55 3.16 293 277 266 258 251 246 241
20| 349 310 287 271 2,60 251 245 239 235
21| 347 3.07 284 2.68 257 249 242 237 232
24| 340 3.01 278 2,62 251 242 236 230 2.25
251 339 299 276 260 249 240 234 228 224
27| 335 296 273 257 246 237 231 225 2.20
28 1 334 295 271 256 245 236 229 224 219
30 332 292 269 253 242 233 227 221 216




97.5 % percentile

s | r= 3 4 5 6 7 8 9 10

2 139.00 39.17 39.25 39.30 39.33 39.36 39.37 39.39 39.40
3 116.04 1544 15.10 14.88 14.73 14.62 14.54 14.47 14.42
4 11065 998 960 936 9.20 9.07r 898 890 884
5 8.43 7.76 7.39 7.15 6.98 6.85 6.76 6.68 6.62
6 | 726 6.60 6.23 599 582 570 560 552 5.46
7 | 6.54 5.89 5.52 5.29 512 499 490 4.82 4.76
8 6.06 5.42 5.06 482 465 453 443 436 4.30
9 5.71 5.08 4.72 4.48 4.32 4.20 4.10 4.03 3.96
10 | 546 483 447 424 407 395 3.85 3.78  3.72
12 | 5.10 4.47 4.12 3.89 3.73 3.61 3.51 3.44 3.37
15| 4.77  4.15 3.80 3.58 3.41 3.29  3.20 3.12 3.06
16 | 469 4.08 3.73 3.50 334 322 3.12 3.05 2.99
18 | 4.56 3.95 3.61 3.38 3.22 3.10 3.01 293 2.87
20 | 4.46 3.86 3.51 3.29 3.13 3.01 2.91 2.84  2.77
21 | 4.42 3.82 3.48 3.25 3.09 2.97 2.87 2.80 2.73
24 | 4.32 3.72 3.38  3.15 299 287 2.78 270 2.64
25 | 4.29 3.69 335 3.13 297 285 2.75 2.68 2.61
27 | 4.24 3.65 3.31 3.08 2.92 2.80 2.71 2.63  2.57
28 | 4.22 3.63 3.29 3.06 2.90 2.78 2.69 2.61 2.55
30 | 4.18 3.59 3.25 3.03 287 2.75 2.65 257 251

Tabell 6: Critical values ¢ for the Wilcoxon signed rank test, where n is the sample size and
C=n(n+1)—cleg.,if n =20, then P(W < 61) = P(W > 149) ~ 0.05]

n 10025 005 nn+1)/2|n 0025 005 n(n+1)/2
5 0 1 15 18| 41 48 171
6 1 3 21 19| 47 54 190
7 3 4 28 20| 53 61 210
8 4 6 36 21| 59 68 231
9 6 9 45 2| 67 76 253
0] 9 11 55 23| 74 84 276
1| 11 14 66 24| 82 92 300
12| 14 18 78 25| 90 101 325
13| 18 22 91 26| 99 111 351
14| 22 26 105 27 | 108 120 378
15| 26 31 120 28 | 117 131 406
16| 30 36 136 29 | 127 141 435
17| 35 42 153 30 | 138 152 465



Tabell 7: Critical values ¢ for the Wilcoxon rank sum test, where m is the size of the smaller
sample, and C = m(m+n+1) —c [e.g., if m =4 and n = 8, then P(W < 16) = P(W > 36) ~

0.05
n |PW<c¢) m=2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
2 0.025 3
0.05 3
3 0.025 3 3
0.05 6 7
4 0.025 3 6 11
0.05 37 12
5 0.025 37 12 18
0.05 4 8 13 20
6 0.025 3 8 13 19 27
0.05 4 9 14 21 29
7 0.025 3 8 14 21 28 37
0.05 4 9 15 22 30 40
8 0.025 4 9 15 22 30 39 50
0.05 5 10 16 24 32 42 52
9 0.025 4 9 15 23 32 41 52 63
0.05 5 11 17 25 34 44 55 67
10| 0.025 4 10 16 24 33 43 54 66 79
0.05 5 11 18 27 36 46 57 70 83
11| 0.025 5 10 17 25 35 45 56 69 82 97
0.05 5 12 19 28 38 48 60 73 87 101




