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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik TMA321

Tid: den 12 Oktober, 2019
Hjilpmedel: Typgodkéind minirdknare, egenhéndigt skriven formelsamling
om tva A4 fram och bak (dvs 4 sidor), samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 50 podng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 poang

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla l6sningar skall vara vél redovisade och motiverade. Talen ar ej ord-
nade efter svarighetsgrad.

1. Lat X1, X5 vara oberoende slumpvariabler som bada ar Binomialférdelade
med parametrar n, p. Betrakta de tre skattarna

. X3 . X1+1 XXXy X1Xo
p=— P = och p = +—
n n+2 n n
(a) Vilken/vilka av de tre skattarna ar viantevirdesriktiga? (3p)

(b) Under antagandet att n = 4 och p = 1/4, vilken av skattarna p och
p* har minsta forvintade kvadratiska avvikelsen fran p? (dvs vilken
av E[(p — p)?] och E[(p* — p)?] &r minst?) (3p)

(¢) Varfor &r svaret i (b) anmérkningsvért? (1p)

2. Saga dlskar frukostflingorna "Spésial Q” for varje paket innehaller alltid
exakt en fargglad leksak. Det finns 5 olika leksaker och varje leksak har
samma sannolikhet att hamna i ett givet paket. Dessutom kan vi anta att
vilken leksak som hamnar i ett visst paket &r oberoende mellan paketen.

Saga vill samla alla fem olika leksaker.

(a) Antag att Saga hittills har samlat tre unika leksaker. Lat X vara
antalet paket av "Spésial Q7 som hon méste kdpa till och med att hon
hittar en leksak som hon inte redan har. Vilken sannolikhetsfunktion
har X? Vilket vintevérde har X7 (3p)

(b) Vilket ar det forvintade antalet paket som Saga méaste kopa till och
med att hon samlat ihop alla fem leksakerna? (Héar skall &ven paketen
som behovs for att Saga skall samla de forsta tre riknas in.)  (3p)

3. Lat U vara likformigt fordelad pa intervallet [0,1] (dvs U ~U(]0, 1]), och
givet att U = u, lat T vara exponentialférdelad med parameter 1/u (dvs
T ~Exp(1/0)).

(a) Beriikna den momentgenererande funktionen for 7. (2p)
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(b) Berikna den momentgenererande funktionen f6r slumpvariabeln V =
log U. (2p)

(¢) Anvénd svaret i (b) for att berdkna
E[(log U)"),
for k=1,2,... (2p)

4. Simon gillar en konstig variant av poker dér alla deltagarna far 3 kort som
ar dragna fran en standardkortlek bestaende av 52 kort.

(a) Hur manga 3-korts hénder innehaller minst tva kort av samma valor?

(3p)
(b) Vad ar sannolikheten att en 3-korts hand innehaller en triss, givet
att den innehaller minst tvé av samma valor? (3p)

5. Ottilia gillar att experimentera med trolldeg. Hon blandar i olika méngd
av amnet V till sin mix och testar hur detta paverkar elasticiteten. Hon
rullar degen till en boll som hon sedan slapper fran ett bord for att se hur
hogt den studsar tillbaka.

Hon upprepar experimentet 7 ganger. I tabellen nedan ser vi resultatet av
Ottilias experiment.

Méngd V (i gram): 1 2 3 45 6 8§ 10
Studsh6jd (i cm): 178 214 236 24 258 27 273

Ottilia ansétter en linjar regressionsmodell y = §y + S1x dér y ar studs-
héjden och z 4r méngden av &mnet V. Data sammanfattas med att S,, ~
64.2, Sy, ~ 68.3 och S, = 60.6.

(a) Skatta By och B. (2p)
(b) Ottilia missténker att studshéjden 6kar precis i takt med méingden
V (dvs att 8; = 1). Understéder data hennes hypotes? (2p)

(¢) Ange forklaringsgraden och berdkna residualerna. Kommentera ditt
resultat. (2p)

6. Lat X vara en slumpvariabel med téthetsfunktion
fx(@) =Chax®, for 0 <z <1,
dar a > 0 ar en parameter.

(a) For varje fixt viarde pé «, bestdam C,, sa att fx (x) verkligen utgor en
téthetsfunktion. (1p)

(b) Lat Y = X2 + 1, bestim tithetsfunktionen for Y. (3p)
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(c) Bestim tithetsfunktionen for W = /Y. (3p)

7. Egil gillar guld och &r darfor guldgrivare. Han griaver fram guldhaltigt

grus som krossas till ett fint damm ur vilket han sedan extraherar sjélva
guldet. Egil anvinder sig av en traditionell sméiltmetod, men funderar pa
att byta till en kemiskt baserad metod (han drénker helt sonika allt damm
i cyanid).
D& den nya metoden &r farlig och relativt dyr sa vill han veta om den
faktiskt ger béattre resultat &n den gamla. Han tar darfor fram atta sten-
dammprover fran atta olika markpléattar. Varje prov delas sedan upp i tva
delar och metoderna jamfors.

Prov nr: 1 2 3 4 5 6 7 8
Halt (metod 1, ppm): 6.5 8.1 7.2 41 59 26 7.7 16
Halt (metod 2, ppm): 7.4 89 85 54 56 36 85 3.2

Egil antar att proverna kommer fran normalférdelningar.

(a) Satt upp lampligt hypotestest for att testa om det #r nagon skillnad
(positiv eller negativ) pa signifikansnivan 1 %. (3p)

(b) For att det skall vara lonsamt att byta metod méaste skillnaden vara
storre &n 0.3 ppm. Satt upp ett lampligt hypotestest for att testa
huruvida sa &r fallet. Anvdnd samma signifikansniva som i uppgift

(). (3p)

8. Lat X ha tathetsfunktion

[a
fx(z) = S fir — 00 < 1 < 00,
7r

dar a > 0 ar okind.

(a) Hitta momentskattaren (MME:n) for a. (3p)
(b) Hitta maximum likelihood skattaren (MLE:n) for o. (3p)
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om tva A4 fram och bak (dvs 4 sidor), samt utdelade tabeller.
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1. Lat X1, X5 vara oberoende slumpvariabler som bada ar Binomialférdelade
med parametrar n, p. Betrakta de tre skattarna

. Xa . X1+1 XXX X1 Xo
p=—, p = och p = +—
n n+ 2 n n
(a) Vilken/vilka av de tre skattarna ar viantevirdesriktiga? (3p)

(b) Under antagandet att n = 4 och p = 1/4, vilken av skattarna p och
p* har minsta férvintade kvadratiska avvikelsen fran p? (dvs vilken

av E[(p — p)?] och E[(p* — p)?] &r minst?) (3p)
(¢) Varfor &r svaret i (b) anmérkningsvért? (1p)
L&sning;:

(a) Vi har att
E[Xi] _ " _

E[p] = - =P
EXi]+1 np+1
]E * = =
== w12 7P

och vidare har vi att

E[X?] — E[X1 X)) " E[XX>]

E[p| =

n n?2
E[X%] —E[X1]2 E[Xl}z Var(Xl) ]E[Xl]2
= =+ 5 = + 3
n n n n
np(l — np)?

Vi ser alltsa att p och p ar vantevardesriktiga.
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(b) Vi har att

n2 n

)

~ Var (Xl) _ Var(Xy) _ p(1-p)

sa att E [(ﬁ — i)ﬂ = 63—4 da n = 4. For p* ser vi att

i -] = | (25 - )1 RCESEEY

E[(X; —np)’] + E[(1 — 2p)°’] + E[2(X1 — np)(1 — 2p)]

(n+2)2
~ Var(Xy)+ (1-2p)? 40 np(l—p)+ (1 —2p)?
- (n+2)2 - (n+2)2
—{n=dp=1/1} = 73/4;61/4 = % < 634.

(c¢) Skattaren p* kan tolkas som att man har n+2 datapunkter varav tva
stycken ar fixerade till 1/2. Vi vet att denna fixering &ar felaktigt (da
p =1/4), men trots detta kommer skattaren p* ha minst kvadratisk
avvikelse fran det korrekta vérdet 1/4.

2. Saga dlskar frukostflingorna "Spésial Q” for varje paket innehaller alltid
exakt en fargglad leksak. Det finns 5 olika leksaker och varje leksak har
samma sannolikhet att hamna i ett givet paket. Dessutom kan vi anta att
vilken leksak som hamnar i ett visst paket &r oberoende mellan paketen.

Saga vill samla alla fem olika leksaker.

(a) Antag att Saga hittills har samlat tre unika leksaker. Lat X vara
antalet paket av "Spésial Q” som hon maéste kopa till och med att hon
hittar en leksak som hon inte redan har. Vilken sannolikhetsfunktion
har X7 Vilket vintevirde har X? (3p)

(b) Vilket &r det forvintade antalet paket som Saga méste képa till och
med att hon samlat ihop alla fem leksakerna? (Hér skall &ven paketen
som behovs for att Saga skall samla de forsta tre rdknas in.)  (3p)

Losning:

(a) Sannolikheten att nésta paket innehéller en av de tva leksakerna som
hon inte har ar s& klart 2/5. D& varje paket innehaller en ny leksak
oberoende av varandra sa ser vi att X &r geometriskt férdelad. Vi
har déirfor att P(X = k) = (3/5)%"12/5 for k = 1,2,.... Fér en
geometrisk fordelning géller att E[X] = 1/p och p &r hér 2/5. Vi ser
darfor att E[X] =1/(2/5) = 5/2.
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(b) Lat nu X}, vara antalet paket som Saga maste kopa fran det att hon
har & — 1 leksaker till och med att hon fatt leksak nummer k. Vi
ser d& att X i uppgift (a) motsvarar X,. Metoden i uppgift a ger
direkt att E[X;] = 1,E[X3] = 5/4,E[X3] = 5/3,E[X4] = 5/2 och att
E[X5] = 5. Den sokta siffran ar Y = X7 + Xo + X3+ Xy + X5 och vi
ser att

5
E[Y] =) E[Xy]=1+5/4+5/3+5/2+5=137/12.
k=1

3. Lat U vara likformigt fordelad pa intervallet [0,1] (dvs U ~U(]0,1]), och
givet att U = u, 14t T vara exponentialférdelad med parameter 1/u (dvs
T ~Exp(1/U)).

(a) Beriikna den momentgenererande funktionen for 7. (2p)

(b) Berdkna den momentgenererande funktionen for slumpvariabeln V' =
log U. (2p)

(¢) Anvénd svaret i (b) for att berdkna
E[(log U)*),
for k=1,2,... (2p)
L&sning;:
(a) Om Y ~Exp()) si vet vi att My (t) = 12;. Dérfor blir

u 1
Ju—s 1—us’

E[e™*|U = u] =

s att E[e”*|U] = . Det foljer da att

My (s) = Ele™*] = E [E[e"*|U]] 1
:E{ 1 ]:/0 Lo [log(l—us)]ozlog(l—S)

1-Us 1—wus -5 —s

for s < 1.
(b) Vi har att

for ¢t > —1.
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(c) Vi anviinder oss av att E[X*] = M)(ck)(t)h:o for k =1,2,.... Vidare

ser vi att
-1 2 El(—1)*
M, (t) = M) = ——, MP @)= ———
() FSIE v(t) CFSIER v (t) (t + 1)(k+D)
sa att
E[(log U)"] = (—1)"
fork=1,2,....

4. Simon gillar en konstig variant av poker dir alla deltagarna far 3 kort som
ar dragna fran en standardkortlek bestaende av 52 kort.

(a) Hur manga 3-korts hénder innehaller minst tva kort av samma valor?

(3p)
(b) Vad &r sannolikheten att en 3-korts hand innehaller en triss, givet
att den innehaller minst tva av samma valor? (3p)
Lo6sning:

(a) Det enklaste har &r att l6sa dela upp det i tva subfall. I det forsta
fallet &r alla tre av samma valor. Vi ser att vi t.ex. kan fa tre Ass pa
(g) olika sétt och da vi har 13 olika val6rer blir antalet hdnder med

triss
13 4 =52
q) =52

Vidare blir antalet hinder med par i Ass (3) som sedan kan kom-
pletteras med ett tredje kort pa 48 olika sétt. Alltsa finns det 48 (3)

hiinder med par i Ass. D4 man kan ha par i 13 olika valérer far vi da
sammanlagt

1348 (;1) = 3744,

hénder med par. Det sokta antalet blir darfor

4 4
13 <3> +13-48- (2> = 3796.

(b) Lat T vara hindelsen att handen innehaller en triss och 1at A va-
ra héndelsen att handen innehaller minst tv&d av samma valor. Vi
efterfragar da

P(TNA) P(T)
P(T|A) = = .
T ="3ta =p@)

Vidare ar
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och enligt svaret i (a) har vi att

P(4) = 13(3) + 1348 - (3)

(5) ’

och darfor blir

CP(T) 13(3) 52 1
P = pia) = 13(3) + 13-38. () “ 3796 73

5. Ottilia gillar att experimentera med trolldeg. Hon blandar i olika méangd
av amnet V till sin mix och testar hur detta paverkar elasticiteten. Hon
rullar degen till en boll som hon sedan slédpper fran ett bord for att se hur
hogt den studsar tillbaka.

Hon upprepar experimentet 7 ganger. I tabellen nedan ser vi resultatet av
Ottilias experiment.

Méngd V (i gram): 1 2 3 45 6 8§ 10
Studshdjd (i cm): 178 214 236 24 258 27 273

Ottilia ansétter en linjar regressionsmodell y = 5y + S dér y &r studs-
héjden och x &r méngden av &mnet V. Data sammanfattas med att S, =~
64.2, Sy, ~ 68.3 och S, = 60.6.

(a) Skatta By och B. (2p)

(b) Ottilia missténker att studshéjden 6kar precis i takt med méngden

V (dvs att 8; = 1). Understoder data hennes hypotes? (2p)

(¢) Ange forklaringsgraden och berékna residualerna. Kommentera ditt

resultat. (2p)
Losning:

(a) Vi har att

.S, . .
B1 = S—y ~ 0.944 och By =y — 51T ~ 19.2.

(b) Vi betraktar hypteserna Hy : 81 = 1 och H; : 81 # 1. Det enklas-
te ar att skapa ett lampligt konfidensintervall, och vi véljer (nagot
godtyckligt, andra val dr ocksd mojliga) konfidensnivan 95%.

Vi anvander att R
Pr— b

sV £(5)
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och far med hjilp av tabell att ¢ g25(5) & 2.571 sa att

Br— B
095=P[ -2571 < ——— < 2.571
( o Sr/\/ Sa:a: o )

< B < B+ 25T )

=P (3 —2571
(5 ! N VSon

Vi har att

1 S2
52 = — (Syy - sz> ~ 2.2175
s& att s, = 1.489. Ett 95% numeriskt K.I. for 8y blir da
Sy

\/SII

Da 1 € I, forkastar vi ej Hy pa 95% nivan.

Ip, = 1 £ 2571 ~ [0.47,1.42].

(¢) Forklaringsgraden blir

2

S
RZ=_—"2Y ~ 08377
Sza Yy

vilket &r ok (not great, not terrible). Residualerna ar e, = yj — (30 +

B1xk) och vi far att

el (D) €3 ey es5 €6 €7
—2.33 032 158 056 0.95 0.26 —1.33

Det ar mycket anmérkningsvart att residualerna ar negativa pa kan-
terna men alla ar positive i mitten. Detta pekar starkt mot att det
korrekta sambandet snarare dr ndgot i stil med y = By + B11/.

6. Lat X vara en slumpvariabel med téthetsfunktion
fx(@) =Chzx®, for 0 <z <1,
dar a > 0 ar en parameter.

(a) For varje fixt virde pa a, bestdm C, s att fx(x) verkligen utgor en

tathetsfunktion. (1p)

(b) Lat Y = X2 + 1, bestdm tiithetsfunktionen for Y. (3p)

(c) Bestém tithetsfunktionen for W = /Y. (3p)
L&sning;:

(a) Vi har att

1 14a 1!
1:/ Coa®dz = C,y | & _ Ca
0 I1+al, 1+«

sa att C, =1+ a.



Tentamentsskrivning: Matematisk Statistik TMA321 7

(b) Vi bérjar med fordelningsfunktionen fér Y. Vi ser att
Fy(y) =P(Y <y) =P(X*+1<y) =P(X* <y -1).

Da X € [0,1] ser vi att Fy(y) =0 for y < 1 och Fy(y) =1 fory > 2.
Vi far ocksa att for y € [1,2] sa &r

Fy(y) =P(X <y—1)
1.1+a:|\/yj

y—1
= / Cuzxdx = C,, {
0 1 +«

Darfor blir

_ (y o 1)(1+o¢)/2.
0

Fely) = Fyly) = 122~ 1) fory € [1,9]

(¢) Man kan antingen anvinda tathetsfunktionen for Y som vi tagit fram
i uppgift (b), eller ocksa uttrycker vi W i termer av X.
Da Y € [1,2] maste vi ha att W € [1,4/2]. Av den anledningen
berdknar vi Fyy (w) enbart for w € [1,v/2] da Fy (w) maste vara 0
for w < 1 och 1 for w > /2. Vi far att for w € [1,/2]

Fiy(w) =P(W <w) =P(VY < w)
=P(Y <w’) = Fy(w®) = (w” = 1)1F72,

sa att

fiw () = Fiy () = 205 w2 -1)*72 = (14a)u(uw? 1),

for w € [1,/2].

7. Egil gillar guld och &r dérfor guldgravare. Han graver fram guldhaltigt

grus som krossas till ett fint damm ur vilket han sedan extraherar sjélva
guldet. Egil anvénder sig av en traditionell sméaltmetod, men funderar pa
att byta till en kemiskt baserad metod (han drénker helt sonika allt damm
i cyanid).
D& den nya metoden &r farlig och relativt dyr sa vill han veta om den
faktiskt ger béttre resultat &n den gamla. Han tar dérfor fram atta sten-
dammprover fran atta olika markpléattar. Varje prov delas sedan upp i tva
delar och metoderna jamfors.

Prov nr: 1 2 3 4 5 6 7 8
Halt (metod 1, ppm): 6.5 8.1 7.2 41 59 26 7.7 1.6
Halt (metod 2, ppm): 7.4 89 85 54 56 3.6 85 3.2

Egil antar att proverna kommer fran normalférdelningar.
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(a) Sétt upp lampligt hypotestest for att testa om det dr nagon skillnad
(positiv eller negativ) pa signifikansnivan 1 %. (3p)
(b) For att det skall vara lonsamt att byta metod méaste skillnaden vara
storre &n 0.3 ppm. Satt upp ett lampligt hypotestest for att testa
huruvida sa ar fallet. Anviind samma signifikansniva som i uppgift

(). (3p)
Losning;:

(a) Uppenbarligen ror det sig om ett parat forsok (atta olika prover, varje
prov testades med tva olika metoder). Vi bildar darfor skillnaderna
Aq, ..., Ag

Prov nr: 1 2 3 4 5 6 7 8
Skillnad: 09 08 1.3 1.3 —-03 1 08 1.6

och testar hypotesen Hy : A = 0 mot Hy : A # 0.

Vi har att
A~N (A, )
n
dir o2 &r okénd. Vi bildar dirfor test-statistikan
A
T—— 2 _ in-1).

s(A)/vn
Vi har enligt tabell att 0.01 = P(|T'| > 3.499) sé att var forkastnings-
region blir RR = (—o0, —3.499] U [3.499, c0).
Data ger & ~ 0.925 och s? = %22:1(&- —6)? ~ 0.325. Dérfor blir

%)
T(5) = 5/7\/5 ~ 4.59

och vi forkastar darfér Hy pa signifikansnivan 1%.
(b) Hér vill vi testa Hy : A = 0.3 mot Hy : A > 0.3. Teststatistikan blir
(under Hy) B
A—-0.3
s(A)/v/n
D& 0.01 =P(T > 2.998) blir var forkastningsregion RR= [2.998, c0).
Med insatta data far vi hér

T= t(n —1).

T(6) ~ 3.1
och d& T'(§) € RR sa forkastar vi aterigen Hy pé signifikansnivan 1%.

8. Lat X ha tathetsfunktion

o 2
fx(z) =4/—e ™ for —oo <z < o0,

™

dar a > 0 ar okind.
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(a) Hitta momentskattaren (MME:n) for a.
(b) Hitta maximum likelihood skattaren (MLE:n) for a.

Lo6sning:

(a) Vi har att

X]Z/ nge_azzdm‘zo
o VT

av symmetriskiil. Vi méste déirfor berikna E[X?] och ser d4 att

E[X?] = /\/7 e
NPT e

ddr vi utnyttjar att integranden &r en tdthetsfunktion (si att inte-

gralen blir 1). Momentmetoden séger da att vi skall sitta

1 1
5 .

X7

jo)
[\
3

(b) Vi bildar likelihooden

R e

och sedan log-likelihooden

) = %(loga —logm) — aZX,%,

k=1
s& att
n - n
Vo)== Xp=0 = d=-—x =
(@) =55 ; k 250 X2 ox?

Dessutom har vi att (o) = 575 < 0 sa vi har hittat vart maximum.



