
TMA321: Tentamen den 30 maj 2016 klockan 08:30-12:30

Till̊atna hjälpmedel: Egenhändigt handskriven formelsamling (4 A4-sidor
p̊a 2 blad) samt till skrivningen medföljande tabeller.

Tentamen best̊ar av 6 fr̊agor om sammanlagt 24 poäng. (Upp till 5
bonuspoäng fr̊an tidigare inlämnade bonusuppgifter kan tillkomma.)

Betygsgränser: För godkänt (betyg 3) krävs minst 12 poäng, för betyg 4
krävs minst 16 poäng, och för betyg 5 krävs minst 20 poäng.

∗ ∗ ∗

1. Antag att vi gör tre oberoende kast med en rättvis tärning, och l̊at S
beteckna summan av utfallen i de tre kasten.

(a) Bestäm sannolikheten att minst ett av kasten resulterar i en sexa. (1p)

(b) Bestäm väntevärdet E(S). (1p)

(c) Bestäm variansen Var(S). (1p)

(d) Bestäm den betingade sannolikheten P(S ≥ 17 |S ≥ 16). (1p)

2. Ett par av kontinuerliga stokastiska variabler X och Y sägs ha en cen-
tralsymmetrisk gemensam fördelning om de har en gemensam täthets-
funktion fX,Y s̊adan att fX,Y (x, y) beror p̊a x och y endast via x2 + y2 (det
vill säga det skall existera en funktion g s̊adan att, för alla x och y, vi har
fX,Y (x, y) = g(x2 + y2)).

(a) Visa att om X och Y har en centralsymmetrisk gemensam fördelning
s̊a gäller att om kovariansen Cov(X,Y ) existerar s̊a är den lika med
0. (2p)

(b) Visa att omX och Y är oberoende och normalfördelade med väntevärde
0 och samma varians σ2, s̊a är deras gemensamma fördelning central-
symmetrisk. (1p)

(c) Visa, med hjälp av ett konkret motexempel, att tv̊a stokastiska variabler
X och Y som har en centralsymmetrisk gemensam fördelning inte
nödvändigtvis behöver vara oberoende. (1p)
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3. Tv̊a punkter väljs i kuben [0, 1]3, enligt likformig fördelning och oberoende
av varandra. Uppskatta sannolikheten p att punkterna hamnar inom euk-
lidiskt avst̊and 0.001 fr̊an varandra. Att beräkna p exakt är troligen för sv̊art,
men ni förväntas härleda övre och undre gränser pmax och pmin som ringar
in det verkliga värdet p, s̊a att pmin ≤ p ≤ pmax. Ju lägre kvot pmax/pmin

desto bättre, och för full poäng p̊a uppgiften krävs pmax/pmin ≤ 1.01. (4p)

4. Antag att (X1,X2) = (0.7, 0.3) och (Y1, Y2, Y3) = (0.8, 0.9, 1.3) är obero-
ende stickprov p̊a tv̊a normalfördelningar med okända väntevärden µX re-
spektive µY , och en och samma okända varians σ2. Gör ett hypotestest
med signifikansniv̊a 0.01 av nollhypotesen µX = µY mot alternativhypote-
sen µX 6= µY . (4p)

5. L̊at X1, . . . ,Xn vara ett stickprov p̊a en stokastisk variabel med okänd
fördelning, okänt väntevärde µ och okänd varians σ2. L̊at X̄ beteckna stick-
provsmedelvärdet 1

n

∑n
i=1Xi.

(a) Vad menas med att en skattning av σ2 är väntevärdesriktig? (1p)

(b) Avgör om σ̂2 = 1
n

∑n
i=1(Xi − X̄)2 är en väntevärdesriktig skattning av

σ2. (1p)

(c) Avgör om s2 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi − X̄)2 är en väntevärdesriktig skattning

av σ2. (1p)

(d) Den som gjort rätt p̊a uppgifterna (b) och (c) har funnit att ex-
akt en av dessa skattningar av σ2 är väntevärdesriktig. Är detta
den enda väntevärdesriktiga skattningen av σ2 baserad p̊a stickprovet
X1, . . . ,Xn, eller kan det finnas andra? (1p)
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6. Vi kan tänka oss att en linjär trend y = β̂0 + β̂1x med hjälp av linjär
regression har anpassats till punkterna (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn), där xi-
värdena anger tidpunkt, och är storleksordnade s̊a att x1 < x2 < . . . xn.
Denna uppgift g̊ar ut p̊a att visa att det är fullt möjligt att erh̊alla en pos-
itiv skattad trend β̂1 > 0, trots att tidsintervallet [x1, xn] kan sönderdelas i
överlappande delintervall s̊adana att samtliga enskilda delintervall ger neg-
ativ trend.

Konkret är uppgiften att hitta p̊a ett exempel med fyra datapunkter
(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), (x4, y4), med x1 < x2 < x3 < x4, s̊adana att föl-
jande tre p̊ast̊aenden blir sanna:

• Linjär regression baserad p̊a {(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), (x4, y4)} ger
β̂1 > 0,

• linjär regression baserad p̊a {(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3)} ger β̂1 < 0,

• linjär regression baserad p̊a {(x2, y2), (x3, y3), (x4, y4)} ger β̂1 < 0.

(4p)
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