TMA321: Tentamen den 30 maj 2016 klockan 08:30-12:30
Tillatna hjalpmedel: Egenhindigt handskriven formelsamling (4 A4-sidor
pa 2 blad) samt till skrivningen medféljande tabeller.

Tentamen bestar av 6 fragor om sammanlagt 24 podng. (Upp till 5
bonuspoéng fran tidigare inlimnade bonusuppgifter kan tillkomma.)

Betygsgranser: For godkédnt (betyg 3) kravs minst 12 poéng, for betyg 4
krédvs minst 16 poédng, och for betyg 5 kravs minst 20 poing.

* % %

1. Antag att vi gor tre oberoende kast med en rattvis tirning, och lat S
beteckna summan av utfallen i de tre kasten.

(a) Bestdm sannolikheten att minst ett av kasten resulterar i en sexa. (1p)
(b) Bestam véantevardet E(S). (1p)
(c) Bestam variansen Var(S). (1p)
(d) Bestdm den betingade sannolikheten P(S > 17]5 > 16). (1p)

2. Ett par av kontinuerliga stokastiska variabler X och Y ségs ha en cen-
tralsymmetrisk gemensam fordelning om de har en gemensam téthets-
funktion fxy sddan att fxy(z,y) beror pa x och y endast via 2% + y* (det
vill sdga det skall existera en funktion g sadan att, for alla x och y, vi har

fxy(z,y) = g(a® +y?)).

(a) Visa att om X och Y har en centralsymmetrisk gemensam fordelning
sa giller att om kovariansen Cov(X,Y') existerar sa &r den lika med

0. (2p)

(b) Visa att om X och Y &r oberoende och normalférdelade med véntevéarde
0 och samma varians o2, s #r deras gemensamma fordelning central-
symmetrisk. (1p)

(c) Visa, med hjalp av ett konkret motexempel, att tva stokastiska variabler
X och Y som har en centralsymmetrisk gemensam férdelning inte
nédvéndigtvis behover vara oberoende. (1p)



3. Tva punkter viljs i kuben [0, 1], enligt likformig férdelning och oberoende
av varandra. Uppskatta sannolikheten p att punkterna hamnar inom euk-
lidiskt avstand 0.001 fran varandra. Att berékna p ezakt ar troligen for svart,
men ni forvantas harleda 6vre och undre granser pypax och pymin som ringar
in det verkliga vérdet p, sa att pmin < P < Pmax- Ju ldgre kvot pmax/Pmin
desto battre, och for full podng pa uppgiften kravs pmax/pPmin < 1.01.  (4p)

4. Antag att (X1, X2) = (0.7,0.3) och (Y7,Y3,Y3) = (0.8,0.9,1.3) &r obero-
ende stickprov pa tva normalférdelningar med okénda vantevirden px re-
spektive jiy, och en och samma okinda varians o?. Gor ett hypotestest

med signifikansniva 0.01 av nollhypotesen px = py mot alternativhypote-
sen [x # [y . (4p)
5. Lat Xq,...,X, vara ett stickprov pa en stokastisk variabel med okéand

fordelning, oként vintevirde p och okénd varians o2. Lat X beteckna stick-
provsmedelviirdet £ 27 | X,

(a) Vad menas med att en skattning av o2 #r vintevirdesriktig? (1p)
(b) Avgér om 62 = 13" | (X; — X)? &r en véntevirdesriktig skattning av
o2 (1p)
(c) Avgdr om s? = 23" (X; — X)? ér en vinteviirdesriktig skattning
av o2, (1p)

(d) Den som gjort ratt pa uppgifterna (b) och (¢) har funnit att ex-
akt en av dessa skattningar av o2 ar vantevirdesriktig. Ar detta
den enda vintevirdesriktiga skattningen av o2 baserad pa stickprovet
X1,...,X,, cler kan det finnas andra? (1p)



6. Vi kan tanka oss att en linjar trend y = Bo + 3137 med hjalp av linjar
regression har anpassats till punkterna (z1,y1), (z2,92), - .-, (Tn, Yn), dar x;-
vardena anger tidpunkt, och ar storleksordnade sa att z1 < xo < ...xy.
Denna uppgift gar ut pa att visa att det ar fullt mdéjligt att erhalla en pos-
itiv skattad trend Bl > 0, trots att tidsintervallet [z1,x,] kan sonderdelas i
overlappande delintervall sadana att samtliga enskilda delintervall ger neg-
ativ trend.

Konkret ar uppgiften att hitta pa ett exempel med fyra datapunkter
(x1,11), (x2,y2), (x3,y3), (x4,y4), med x1 < mo < 3 < x4, sadana att fol-
jande tre pastaenden blir sanna:

e Linjér regression baserad pa {(z1,1), (z2,y2), (%3, 3), (T4,y4)} ger
Bl > 07

e linjiir regression baserad pa {(z1,y1), (z2,%2), (x3,13)} ger 1 <0,
e linjiir regression baserad pa {(z2,y2), (x3,3), (x4, y4)} ger 1 < 0.

(4p)
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