


Tentamensskrivning i Matematisk statistik F1
Onsdagen den 16/1, 2002.

Jour: Urban Hjorth, tel 772 5362, examinator Urban Hjorth.

Hjalpmedel: Tabeller som utdelats i kursen. Kalkylator med tomt textminne.
Varje val 16st uppgift ger 3 podng och betygskraven blir 11, 15, 19 f6r betygen
3, 4, 5. Dessutom kravs minst 3 podng pa vardera delen.

Del 1:

1. Definiera varians och harled sedan variansen for aX —bY +com X och Y
ar oberoende med fig, iy, 0z, 0y. Ange var oberoendet utnyttjas.

2. Den tvadimensionella variabeln (X, Y") har frekvensfunktionen

1+a:+y+c:cye_($+y)

ot 3 yz >0,y >0.

flz,y) =

a) Berdkna den marginella frekvensfunktionen fér X.

b) Bestdm vantevirdet for X + Y.

3. Ur en méngd med 7 blda, 4 réda och 3 grona foremal drar man slumpvis och
utan aterldggning 4 stycken. Bestim sannolikheterna att f 1, 2 eller 3 farger.

4. Vid tillverkning av ett material skapas ett moln av fibrer i olika langder
vilka blandas om helt slumpmassigt i en turbulent strém innan de sugs ner pa
en vira. For att studera fiberlingdsfordelningen indelas fibrerna i langdklasser.
Studera ett litet delomrade pa viran. Antag att materialet frin detta omréde
skall detaljstuderas. Lat X;(t) beteckna antalet fibrer i lingdklassen ¢ som
landat i delomridet fram till tiden ¢ (fiberuppsamlingen startas vid tiden 0).

a) Foresld en lamplig modell for X;(¢). Motivera hur du resonerar, eventu-
ella oberoendeférutsittningar etc.
b) Ar det rimligt att anta att X;(f) ir oberoende for olika i? Vilken

fordelning far i sa fall Zfil X;(t) (det totala antalet fibrer i lingdklasserna 1
till K i det detaljstuderade omradet).

Vand!!




Del 2:

5. Variablerna X; ar oberoende N(u1,0) och Y; &r oberoende N{u2, o) (samma
standardavvikelse). Alla variablerna &r oberoende. Data:

x40 12.511.7 13.0 12.3 12.4
y;: 10.8 12.2 9.9 10.5 11.3 11.3 10.6

Skatta parametrarna p, g2, ¢ s& bra som mojligt.

6. P4 100 minuter registreras 22687 radioaktiva sdnderfall med en apparatur
som anses registrera samtliga sonderfall. Gor ett 99% konfidensintervall for
sonderfallsintensiteten, d.v.s. det forvintade antalet sonderfall per minut.

7. For att visa att ett preparat har medicinsk verkan later man 150 personer
fa preparatet och 150 andra far ett verkningslést sk. placebo med samma
utseende och smak. Personerna utses slumpmaissigt till de bdda grupperna
och patienterna och likaren som beddmer utvecklingen &r ovetande om vilken
medicinering som getts sa att inget av medlen gynnas. Data frin forsoket (antal
patienter som blivit):

Bittre Oforandrat Samre
Preparat 94 33 23
Placebo 69 55 26

Gor ett hypotestest med signifikansnivdn 0.01 (approximativt) och forsék
visa att medicinen ir verksam. Observera att det bara ar positiv effekt av
medicinen som &ar intressant vilket man bor utnyttja.

8. I ett gammalt industriomrade vill man studera halten av bly och blyfore-
ningar och tar darfor n jordprover, z1,...,Zn, i olika delar av omridet som
sedan analyseras pa ett lab. Som modell prévas frekvensfunktionen

SN

f(z:0) = ge‘ , £ >0,

med en enda parameter  och proverna bedéms som oberoende eftersom prov-
tagningsplatserna slumpats ut. Finn maximum likelihoodskattningen av pa-
rametern och studera dess vantevérde.
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Tentamensskrivning i Matematisk statistik F1
Torsdagen den 11/1, 2001.
Jour: Mikael Knutsson, tel 7725380, examinator Urban Hjorth.
Hjslpmedel: Tabeller och fordelningstabld som utdelas vid skrivningen. Kalky-
lator med tomt textminne.
Varje val 16st uppgift ger 3 poidng och betygskraven blir 11, 15, 19 for betygen
3, 4, 5. Dessutom krivs minst 3 poing pa vardera delen.

Del 1:

1. Till er brandstation inkommer i genomsnitt 2 larm i veckan. Vi antar att
denna siffra giller alla arets veckor (dvs vi bortser fran den extra stora risken
vid storhelger som jul och nyér).

a) Vilken sannolikhetsfordelning bor man ansitta pd antalet larm under
en vecka?

b) Vad ir sannolikheten for 5 eller fler larm under en vecka?

c¢) Vad ar sannolikheten att nigon av arets 52 veckor ger 5 eller fler larm?

2. Bestam vantevidrde och standardavvikelse for summan av 10 oberoende
variabler som alla kan anta vardena 1, 2 eller 3 med sannolikheterna 0.6, 0.3
och 0.1 respektive.

3. Livslingden X for en fordonskomponent (del av bromssystemet) har mod-
ellerats som en stokastisk variabel med frekvensfunktionen

flz) = abz" e £ >0. .

(Enhet 10000 km korstracka.) Parametrarna har skattats till a = 0.0024, b =
2.2. For att bedoma sannolikheten att komponenter som korts felfritt strackan
t haller i ytterligare ett serviceintervall (1.5 enheter) sa beriknas den betingade
sannolikheten

P(X >t+ 15X >t).
Finn denna sannolikhet for t =3 och ¢t = 9.

4. a} Lat X och Y vara oberoende med momentgenererande funktioner mx (t)
och my (t). Hirled momentgenererande funktionen for aX + bY + ¢ uttryckt i
my och my.

b) Lat nu X;, ¢ = 1,...,n vara oberoende N(u,o). Tillimpa a-delen
(generaliserad till flera variabler} och harled momentgenererande funktionen
for (X — u)/{c/\/n) dir X = 37 X;/n. Obs. det ar hérledningen och inte
slutresultatet som efterfragas.

Vind!!




Del 2:

5. Andelen 6 av alla tvillingfodslar &r eniggstvillingar ocg dessa far sikert
samma kon. Resten ar tvaidggstvillingar och fir manligt eller kvinnligt kon
oberoende av varandra. (Sannolikheten fér pojke ar ca 0.514 men vi riknar
har med lika sannolikheter 0.5 for flicka och pojk.) Av 1074 tvillingfédslar
under ett ar var 667 likkénade medan resten, dvs 407 stycken, gav olika kon.

Skatta parametern 6.

6. For att jamfora fiskars tillvixt i olika miljder s& vdger och marker man
ett antal ungefar lika stora fiskar som sedan fordelas slumpvis och fir leva i
nitburar i respektive vatten. Efter en tid mater man fiskarnas viktokning.
Data (gram viktokning)

Miljs 1: 72, 35, 54, 68, 61, 49, 66, 70

Miljb 2: 39, 54, 50, 51, 46, 43, 33
Antag att alla fiskar tillvixer oberoende av varandra. Prova med ett lampligt
test pa signifikansnivdn o = 0.10 om vantevirdet av tillvixten kan vara lika i
de bada miljoerna. (Lika varians far forutsattas).

7. Genom en ytbehandling 4ndras sannolikheten for defekter frin p till 8p dar
bade p och @ ar okénda konstanter. Stéll upp likelihooden och finn maximum
likelihoodskattningen av € och p med hjilp av foljande data frdn oberoende
forsok

utan ytbehandling: 1076 enheter gav 287 defekter;

med ytbehandling: 812 enheter gav 113 defekter.

8. Vi har gjort tva regressionsanalyser med samma typ av modell ¥; = S +
Biz; + €; men pid helt oberoende datamaterial. Standardavvikelsen ¢ for ¢;
ar samma i bdda datamaterialen trots en rétt stor skillnad pa de skattade
standardavvikelserna. Gor ett konfidensintervall for att studera om lutningen
B &r olika i de bada datamaterialen. Lamplig statistisk felrisk 0.01. Frin en
datorkOrning far vi foljande resultat: . X

Datamaterial 1: n; = 20 data. ﬁg = 4.6761, B, = 0.6249, s = 3.3926, X'X =

20 540 yono1 _ [ 0.2965  —0.0091
(540 17538)’(X X) _(—0.0091 0.00034)’

Datamaterial 2: ny = 30 data. Bg = 2.4258, ﬁl = 0.8819, s = 5.0514, X'X =

30 764 yevo1_ { 01123 —~0.0031
(764 27672)’(XX) “(—0.0031 0.00012)‘

Vi erinrar om att vid normalfsrdelning har vektorn 3 en N(B,02(X'X)™1)-
fordelning.
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Tentamensskrivning i Matematisk statistik F1
Tisdagen den 15/8, 2000.

Jour: Mikael Knutsson, tel 7725380, examinator Urban Hjorth.
Hjélpmedel: Tabeller och fordelningstabla som utdelas vid skrivningen. Kalky-
lator med tomt textminne.
Varje vil 16st uppgift ger 3 poiing och betygskraven blir 11, 15, 20 (19 utan
bonus) for betygen 3, 4, 5. Dessutom krivs minst 3 poang pa vardera delen.
Bonus frin kontrollskrivningen adderas till poingen pa del 1.
Del 1:

1. Ur en mingd med N olika stora objekt drar man slumpvis k stycken,
2 < k£ < N, (utan aterliggning). LAit A vara hindelsen att det stdrsta ob-
jektet blir draget och B hindelsen att det minsta objektet blir draget. Bestam
sannolikheten for A N B.

2. Ett elnit bestdr av matningsnoden I, belastningsnoden IT och linkarna
a, b, ¢, d enligt figur. a

<

Lat A, B,C, D vara hiindelserna att rspektive lank &r felfri och p,, py, pe, Pa
motsvarande sannolikhete,
a. Uttryck hindelsen att I och I7 har kontakt med hjilp av A, B, C, D.
b. Finn sannolikheten for samma hiindelse om linkarna &r oberoende och
Pa = pp = 0.8, p. = pg = 0.9.

3. Vid arbete i radioaktiv miljé bir varje person en mitare av personlig
stréldos. Resultatet p& denna kan med nagorlunda noggrannhet omriknas till
antalet registrerade radioaktiva impulser. 20 arbetare tillits arbeta 1 vardera
2 timmar och har da fitt i genomsnitt Z registrerade impulser. Langre in i
systemet tillats 8 arbetare vistas i 15 minuter vardera och har da i genomsnitt
fatt 7 registrerade impulser. For att jimfora de bada miljdernas stralning per
timme bildar man differensen

z=——47.

bo | 8

Modellera detta genom att infora stokastiska variabler for varje arbetares dos
och bestdm vintevirde och varians for z uttryckt i dessa fordelningars parame-
trar. (Vi forutsatter att radiaktivitetens slumpvariationer ar den enda varia-
tionskallan, vilket bér gélla om stralningen &r homogen i respektive utrymme
och matarna ir identiska men inte annars.)

4. Formulera och visa centrala griinsvirdessatsen.

Véand!!




Del 2:

5. Virdena 15.7 17.3 17.8 13.5 18.2 20.5 16.8 &r observationer av oberoende
N(u,o)-fordelade variabler. Gér 95% konfidensintervall fér u och for o och
ange tydligt vilka fordelningar som uppstar i berikningarna.

6. Rayleighfordelningen kan hirledas ur normalférdelingen och &r anvindbar
bl.a. for att beskriva vigstorlek. Fordelningen har frekvensfunktionen

2
flz)= —:;:-e‘“z/"’, 0<z<oo, v>0

Frin n = 16 oberoende observationer zi,...,Z, skattas parametern -y med
maximum likelihoodmetoden.

a. Finn ett uttryck for skattningen.

b. Finn skattningens vinteviirde (som funktion av ).

7. Ett foretag med kontinuerlig drift har utslapp i en alv och pastas att deras
Atervinningsmetoder ar si bra att inga kvicksilverforeningar slipps ut. For
att kontrollera detta gors under 10 veckor forst ett slumpvis val av tidpunkt
dA man tar ett vattenprov uppstroms om utsldppet och omedelbart efterdt tar
man sedan ett nytt prov nedstroms om utslippet. Proverna analyseras och
vardena ges nedan. Man vet att det finns ytterligare fororeningskéllor langre
upp utefter dlven.

a. Infor beteckningar och ange vilka oberoende/beroendeantaganden som
bor giras med hinsyn till fororeningskillor lingre upp i dlven.

b. Bedém med 18mpligt test eller konfidensintervall om foretaget slapper
ut kvicksilver. Arbeta med 1% statistisk felrisk. "
Vecka 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Uppstréms 1.0 22 21 12 28 40 37 3.0 56 33
Nedstroms 1.9 20 25 19 34 42 37 29 59 3.8

8. Med en given mitmetod registreras den radioaktiva bakgrundsstrilningen
under 30 minuter varvid 1372 impulser‘avlises. Efter en misstinkt radioaktiv
licka gérs en ny mitning diar man utnyttjar exakt samma méitmetod.

a. Kan man bevisa nigon 6kad strilning om man under 30 minuter far
1503 radicaktiva impulser?

b. Hur andras analysen om man istillet méater i bara 10 minuter efter den
misstdnkta lackan och far 501 impulser, men har samma 30 minuters avlasning
av bakgrundsstrilningen.

Anvind 95% konfidensgrad eller 5% signifikansniva i analysen. OBS: Det &r
bara okningar av radioaktiviteten som ar av intresse.
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Tentamensskrivning i Matematisk statistik F1
Lérdagen den 20/5, 2000.

Jour: Mikael Knutsson, tel 7725380, examinator Urban Hjorth.
Hjalpmedel: Tabeller och fordelningstabld som utdelas vid skrivningen. Kalky-
lator med tomt textminne.
Varje val 18st uppgift ger 3 poiing och betygskraven blir 11, 15, 20 (19 utan
bonus) for betygen 3, 4, 5. Dessutom krévs minst 3 poang pa vardera delen.
Bonus fran kontrollskrivningen adderas till podngen pa del 1.
Del 1:

1. Vid tiden noll frigors en partikel i en punkt som ar placerad pa en talaxel en-
ligt en normalférdelning med u = 1, ¢ = 2. Dérifrdn ror den sig slumpmassigt
pa talaxeln si den oberoende av startpunkt vid tiden ett har forfiyttat sig X
fran utgdngspunkten, dar X &r normalférdelad med vintev’drde 2 och stan-
dardavvikelse 3. Finn sannolikheten att partikeln ligger pd den negativa sidan
vid tiden 1.

2. En detalj inhandlas frén tv4 olika leverantérer. Leverantor I star for 2/3 av
enheterna och leverantor II star fér 173 och enheterna blir slumpmassigt om-
blandade innan de siljs till kunder. En detalj frAn I har 90% chans att halla i
minst 5 &r och en detalj fran IT har 60% sannolikhet att halla sa linge. Den en-
het vi handlat gar sonder fore fem ar. Hur stor dr den betingade sannolikheten
att den &r fran I

3. Ange forutsittningarna for att en variabel skall bli binomialférdelad. Visa
hur frekvensfunktionen foljer och hirled pa enklast mojliga sitt vintevérde och
varians for en sidan Bi(n,p)-fordelad variabel.

4. Ett radioaktivt preparat har halveringstiden 27 timmar och vid tiden 0 har
det intensiteten 8000 sonderfall per sekund.

a) Ange frekvensfunktionen for en radioaktiv atoms livslangd.

b) Hur manga radioaktiva atomer finns det i preparatet vid tiden 07

¢) Ange fordelningen for antalet radioaktiva atomer som dnnu inte son-
derfallit efter en manad (30 dagar)., Finn speciellt ett numeriskt varde pd
sannolikheten att ingen atom &r kvar.
Del 2:
5. En variabel X kan anta virdena 0, 1, 2, 3, 4, 5. Symmetri och variabelns
konstruktion ger att dess frekvensfunktion uppfyller viltkoren f(0) = f(5) = p,
FQ) = f(4) =% f(2) = f(3) = (1 — 2p — 2p?). Frén 200 oberoende
observationer far man foljande resultat:

X antal observationer

53
24
17
26
19
61

O 2N~ O




a) Skatta parametern p med maximum likelihoodmetoden.
b} Berdkna u = p(p) och motivera varfor momentmetoden inte kan an-
vandas pa sin ursprungliga form.

6. Tva nya material har framstallts och for att jimféra deras dragstyrka s
fogar man ihop dem sé att fogen inte brister och sedan drar man tills det ena
- materialet gir sonder. Vid 30 sidana provningar vann material A Sver material
B i 21 fall och forlorade i 9 fall. Récker detta for att visa att material A &r
starkare? Gor en modell och analysera med ett limpligt konfidensintervall med
95% konfidensgrad.

7. I ett utmattningsforsék for metallstavar studerar man effekten av att polera
materialets yta. Tanken ar att poleringen eventuellt minskar risken for brott
genom att sprickbildning inte s litt startar vid ytan. Antalet belastningscykler
till materialbrott avlises och har en mycket skev sannolikhetsférdelning. Darfor
studerar man istéllet logaritmerna av antalet belastningscykler som har ett
betydligt mer normalférdelningsliknande utseende. Data (log antal cykler):

Utan polering: 9.00, 6.16, 10.28, 10.66, 7.36, 12.73, 12.73, 9.91, 10.75, 10.40,
9.57, 11.66, 8.64, 15.02, 9.68, 10.26, 12.45, 10.13, 9.78, 8.08, 10.67, 6.92, 11.64,
13.73, 8.40. Medelv. 10.26, skattad standardavvikelse 2.10.

Med polering: 14.35, 15.30, 8.47, 8.84, 13.67, 11.34, 13.95, 14.25, 14.00, 15.39,
13.90, 15.15, 9.41, 12.25, 11.92, 8.45, 12.91, 9.76, 15.69, 10.36. Medelv. 12.47,
skattad standardavvikelse 2.48.

a) Viskall testa hypotesen att poleringen inte har négon effekt mot den ensidiga
hypotesen att polering 6kar livsldngden. Visa teorikunskaper genom skriva upp
modellen, formulera hypoteserna i modellens termer och skriva ut fordelningen
for alla led i rékningarna och ange det kritiska omradet C'. Lika varians kan -
forutsittas. b) GenomfOr testet pa signifikansnivin o = 0.01. (a och b kan
goras tillsammans).

8. Man har gjort regressionsanalys med modellen Y; = 8o + fiz; + €5,

2) Ange modellens forutsittningar om &;. Ge sedan modellen pa vektor-
form och hérled kovariansmatrisen for 3.

b) Gor ett konfidensintervall for lutningen f;. Limplig statistisk felrisk
0.01. Fran en datorkdrning fir vi bl.a. foljande resultat: '
Datamaterial: n = 20 data. By = 4.6761, §; = 0.7249, s = 11.3926, X'X =

20 540 rev_1_ { 0.2965 —0.0091
(540 17538)’(X X) “(—0.0091 0.00034)'
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