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1 AvsNiTT 1

1 Forelasning 1 23 mars 2015

1.1 Utfall och handelser

Kastar en tarning.

Utfallsrum: Q={1,2,3,4,5,6}

méangd av alla mojliga utfall

Likformig (klassisk) sannolikhetsfordelning: &ndligt ménga utfall med samma sannolikhet.

En héndelse A C . Var noga med beteckningar i extremfall.

Exempel A =utfallet udda poing={1,3,5}
B=poangtal min(irge an3={1,2}
C'=poingtal hogst 3={1, 2, 3}
<3
Vara sprakliga uttryck kan (ibland tvetydigt) oversittas
Aoch B <~ ANB

Aeller B — A ocheller B <— AUB
A eller B — A och eller B, men inte bada <— AAB

AAB=(A\B)U (B\A)

AnB Q

- J

Figur. Venn-diagram illustrerande A, B, C och .

Inte A — Qmeninte A < A°=0\A.

( N\

A

Figur. Venn-diagram for komplement.
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A men inte B < A\B

o

Figur. Venn diagram for inte, relativt komplement.

1.2 DeMorgans lagar

AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
AU(BNC) = (AUB)N(AUC)

Anp  (ANB)U(ANC)

(ANB)U(ANC) ANC
\ %

Q

Figur. Venn-diagram med tre skdrande méngder som “bevis” fér en av deMorgans lagar.

1.3 Lag kring komplement

(AUB)=A“N B¢

1.4 Likformiga sannolikheter

Q= {ula 7un}
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Samma sannolikhet for varje utfall

ACQ P(A)=

dir n dr antalet mojliga utfall, n(A) ar utfall €A, sd antalet “gynnsamma” fall.

1.4.1 Tarningsexempel

P(A) = P(uddapoéng):#:%:%
P(B) = P({1,2}):M:%:%
paup) = MAUB)_n({1235) _1_2
= P(A)+P(B)-P(ANB)

[Venn-diagram 2 méngder som visar att skirningen ridknas tva ginger|

[Venn-diagram 3 méngder som visar P(AN (BUC)), rdknar antal for forsta och andra termen)]

P(AN(BUQC))=P(ANB)+ P(ANC)—P(ANBNC)

1.5 Icke-likformiga sannolikheter
Q={uq,....,un}
P(u;) >0, P(ui)+..P(up)=1

Falsk tdrning P(udda)= P(u1)+ P(us)+ P(us)

Generellt DCQ P(D)=>" P(u)

ueD

1.6 Disjunkta mangder
Givet utfallsrum  dar handelser A uppfyller
ACQ = 0<PA)<1l, PQ)=1
géller att
ANB=9o = P(AUB)=P(A)+ P(B),

det vill sdga att sannolikhet for AU B &r summan fér sannolikheter for A och B, givet att A och
B &r disjunkta mangder.

1.6.1 Generellt

Ay, As, ... upprikneligt ménga parvis disjunkta méngder — P(A;UA2U...)= Z P(4;)
i=1
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1.7 Raknelagar

P(A¢

P(o

P(A\B
P(AUBUC

)
)
)
)

Q

Figur. Venndiagram med disjunkta méngder.

1— P(A)
0
P(A)— P(ANB)

= P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)— P(ANC) — P(BNC) + P(ANBNC)
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2 Forelidsning 2 25 mars 2015

2.1 Mer om klassisk sannolikhetsdef.
e DBetingade sannolikheter
e Bayes formel

e Totala sannolikhetslagen

2.2 Multiplikationsprincipen

Om vi tur och ordning utfér k operationer och den forsta kan goras pa ni den andra pa ns osv.
Da blir antalet mojliga “kombinationssatt”

ning---ng stycken.

n1:4
n2=3
n3—2

Figur. Decision tree.

Exempel A, B,C,D ska stilla sig i k6. Antal kombinationer blir 4-3-2- 1.

Exempel Givet A={1,2,...,n}, hur manga delmingder finns det till A?

Skapa en delmangd genom n val steg 1 skall 1 vara med i delméngd? 2 val
steg 2 skall 2 vara med i delméngd? 2 val
steg n skall n vara med i delmédngd? 2 val

Vilket ger totalt 2" mojliga méngder.

Exempel Hur manga delméngder finns det till A med exakt k element?

—9. n-1

k=n: Antag att det finns x delméngder av storlek k.

x . k(k—1)-1 = n(n—-1)-(n—k+1)

val av delméangd

sitt att ordna k-tupel  vélja k-tipler (utan rep.) direkt
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Vi definierar binominalkoefficienten

x:(n):n~~~(nfk+1):(n)k: n!
k k(k—1)-1 k! kEl(n—k)"

Uppkommer exempelvis vid expansion av monom

(@) =(a+0) - (a+b) =3 (7)aktr
s &=
Multinomial
|
+bhte)r= ( n ) klbkz ks d ( n ): n: .
(a ) k1+k§k3:n Eikoks) @ 7 ¢ Nk koks) T eyl kol Keg)
k1,ko,k3>0

2.3 Case study — Poker

52 kort
4 farger #,0,. O, %
13 valorer 1,2,...,13

Vi far 5 kort, antalet hdnder, utan ordning &r

(52)_ 52-51-50-49-48
5/ 5-4:3-2-1
Likformigt sannolikhetsférdelning.

2.3.1 “Farg (flush)”

n(“farg”) =

P(“férg”) _ 525 )

Alternativ, hall reda pa ordning man far korten i
52-51-50-49-48 sitt

52-12-11-10-9.

2.3.2 “Tva par”

(5) w3
—— Val av udda valér

" N’ N——
Val av parvaldr Parfargerna 1 lagsta parv. Parfiargerna i hogsta parv.

4
. 4
2 LN~
Hogsta parvaléren
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2.4 Betingade sannolikheter

2.4.1 Kast av en bla och en r6d tirning
0={(1,1),(1,2),...,(5,6),(6,6)} dar (a,b)=(bla,rod)

n=n() =36

P(x6d+bla=5) = -

=N W Ooto

P(summan=4|bla tdrn=2) :% ty svarar mot P(r6d=2)

P(summan=4|bla tdrn=2) = P(r6d tirn=2|bla tarn=2)

=N Wk Oto

EB .
MR ® QRO

P(ANB)

P(A|B)=P(AN BIB) = =5

krav P(B)>0

AnB Q)

N\ _/

Figur. Venndiagram visande AN B.
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P(summan=4 och bla tdrn=2)
P(bla tarn=2)

P(summan=4|bla tdrn=2) =

1
;!
16
6
% 1
P(bla térn=2|summan=4) = 38 = 3
36
P(ANB)= P(A|B) P(B)
N e’ .
ofta denna man begriper
_ P4
P(A|B)= WP(B |A) (Bayes formel)

[Venndiagram med en stor mingd B och en liten méngd A med skirning, gemensam bit ger att
A|B sannolikt med B|A, leder till “paradoxer”]

Givet disjunkta méangder by, ..., b, som tacker €2,

P(A)=P(ANB;y)+...+ P(ANB,) (total sannolikhetslag)
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3 Forelasning 3 30 mars 2015

Q0

-

Figur. Venn-diagram med skirande A och B.

3.1 Betingade sannoliketer vid disjunkta hindelser

3.1.1 Tva hindelser

_ P(AnB)
P(A|B)——P(B) P(B)>0.
Om P(A|B)=P(A) = P(ANnB)=P(A)P(B) = A och B oberoende hdndelser.
def
Exempel
6| ® & - -
I® ® ® ® ® ®
4 & & :
3® ® ® ® ® ®
2/ @ ® - - -
1l® ® ® ®  ®
1 2 3 4 5 6
A= Téarningskast 1 <3, B =Té&rningskast 2 udda
9 18 1 18 1
P(ANB)=— PA)=—=2 PB)=—==
(AN B) 36 (4) 36 2 (B) 36 2
1
P(A) P(B)=1
Exempel
6l® -
5/ - @
4. - o -
3| - @ -
2 @ -
1 2

1 2 3 45 6
A =térning 1 visar en etta, B =summan av tdrningarna ar sju

P(ANB) = 3_16 —P(A)P(B) P(B)=-. P(A)=
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3.1.2 Tre hindelser

B
Q

Figur. Venn-diagram med A,B,C.

P(AnB) = P(A)P(B)
P(AnC) = P(A)P(C)
P(BNC) = P(B)P(C)
och
P(AnBNC) = P(A)P(B)P(C)

3.1.3 Generellt

P(ATN AN AsNASN - NAS)=P(AS) P(A) - P(Af) for alla 2™ komb av komplement!

3.2 Stokastiska variabler

Exempel
X = summan av tdrningskasten
Stokastisk variabel — reellviard funktion definierad pé ett utfallsrum (med ett sannolikhetsméatt)

Mbojliga viarden pad X =Qx={2,3,4,...,,12} CR. (utfallsrum)
P{w; X(w)=2})=P(X =x)=px(z) zeclx

Sannolikhetsfunktion, diskret frekvensfunktionsrum.

Il
—_ =
— DN

® ®
T
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Exempel

Y = maximum av de tva poéngen pa tdrning 1 och 2

QY:{L"'56} PY(y)a yGQY

Py(1)=P(Y =1) = —=
e e 36
Py(2)=P(Y=2) = 36

11

P =P(Y=6) = =
v(6)=P(Y =6) = o

3.2.1 Bernoulliférdelning
4 N\
A
A
A J

Figur. Venn med A i Q.

j 1 om weAd
A7 0 om we¢A

(Indikatorfunktion for héndelsen A)
Qr,= {Oa 1} PIA(O) =1- P(A) PIA(l) = P(A)

(Bernoulli-fordelad)

Exempel
A =héndelsen att vi far tva sexor i kast med tva tarningar
14~ Bernoulli = 1
4 T 36

3.2.2 Binomialférdelning

Kast av en tarning n ganger.

X =Antalet 6:0or bland de n kasten.

n=1 Px(0)=1-Px(1)=2
Px(l):é

n=2 Px(0)=22=2
PX(l):2%~%:% (det resterande)
.

n=n Px(k)=P(X=k)=(")(z)*(1-5)""

k=0,1,....n
Binomialférdelad stokastisk variabel)
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3.3 Kontinuerlig stokastisk fordelning
X stokastisk variabel Qx={x1,22,...}
PX(zz):p('rz) i:152735"'
plz) >0, > pla)=1

i=1

Qx CR  Ett intervall, typiskt [0, 1], [a, ], [0, 00) eller hela R.

Sannolikstathet:
fx(x)>0 pa hela R
fx(z)=0 ¢ Qx
fx(@)dz = fx(z)dz=1
—o00 Qx

P(XGA)z/qu(:v)d:v

fx(z)

3.4 (Kumulerad) férdelningsfunktion

P(XSIL‘):Fx(:L‘)ZLz fx(u)du

Figur. Graf med integral for kurva av u upp till x.

12
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X ~ Binomialférdelning(3, p=0, 2)

QX = {0517273}
_ 3 0 3 _ 3
Px(0) = (0)0.2 (1-0.2=0.8
Px(1) = (?)0.21(1—0.2)%3-0.2 0.82
Px(2) = (3)0.22(1—0.2)1:3~0.220.8
Px(3) = (2)0.23(1—0.2)%0 23
0.512
0.384
0.096
0.008

1,000
0,992 [777°
0,896

0,512

Figur. Graf Fx(z) mot z.
Fx(x) gar fran 0 till 1, specifikt

Fx(z) — 1 nidr z—+oc0
Fx(r) — 0 nir z— -0

z;<z,x;EQx

3.5 Oberoende forsoksupprepningar

3.5.1 Geometrisk férdelning

Gor oberoende forsoksupprepningar tills A intraffar och X = antalet férsék som behdvs.

3.5.2 Negativ binomialférdelning

AvsNITT 3

Gor oberoende forsoksupprepningar tills A intraffar k£ ganger och Y = antalet forsék som behovs.

P(Y=n) = (Z:i)p’“‘l(l—p)""“p

(p intréffar k:te gngen i forsok n)
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4 Forelasning 4 20 april 2015

4.1 Endimensionella diskreta SV

Q

X(w)

Figur. Mangddiagram med méngd  innehallande w med pil till X (w) p& horisontell axel.
Andligt eller upprikneligt odndligt: Qx = {X(w); w € Q}. Sannolikhetsfunktion (PDF) for X
(diskret frekvensfunktion)
px(z)=P(X=2)=Pwe{X(w)=2}) xe€Qx.

Beteckning f6r mangdnotation

PxeA)=> Px(z), ACR.

€A

Kumulerad fordelningsfunktion (CDF)

Flz)=P(X<z)= Z Px(u), forallazeR

ueEQx,ulx
har utseende som trappstegsfunktion.
1 S
P(X=k+2)
B
x
kook+1 k+2

Figur. Graf med F for k till k£ + 2, med annotation att steget vid k + 2 &r sannolikhet att X =k + 2.

Exempel
Viénta pa forsta 6:a nér vi kastar en tdrning upprepande ganger. X = antalet kast som behovs.

Q komplicerat, men detta kan undvikas.

px(k)=P(X=k) = P(inte 6:aide k —1 forsta forsdken och 6:a i f6rsok k)

5\F-11
= 2 t k=1,2,...
(BY7E e

—
geometrisk frekvensfunktion, %
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(Latt att se att Y7 | px(k)=1, exempelvis genom geometrisk summa)

Om X istéllet dr antalet kast till och med n:te gangen vi far en sexa?
px(k)=P(X=k) = {k=n,n+1,...}
(k*l) § k—n l n—ll
n—1/\6 6 6

Detta ar en negativ binomialfordelning(n, p).
Repetition

Y ~bin(n,p) Py= (Z)pk (1—p)" % k=0,..,n

Exempel — plocka utan aterliggning

n totalt

n — r icke-speciella

r speciella
Figur. Mangddiagram med n element totalt. Delméangder med r “speciella” element, n — r “icke—speciella”.

Dra m element utan aterliggning. ¥ = Antalet dragna som é&r speciella och

py(/{):M 0<k<r, 0<m—-k<n-r

()

som kallas en hypergeometrisk férdelning. Om m litet relativt n och r s& beter sig denna approx-
imativt som en binomialférdelning.

Binomialférdelning
. . A . .
X,~bin(n,p,) dir np,= <= p,= o A godtyckligt positivt tal (n > A)

Om n stor, n >k med k fixt, sa

P(Xn:k):(k)pg(lfpn)n,k:n(n71)..].€!(nfk+1) 2_: (1—2)

och
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vilket leder till att

Aee—A

P(X,=k)— X

k=0,1,2,....

binomialférdelning gar alltsd mot en normalférdelning nér n — oo.

16

Anvanding for ovanstaende slutsats?

X ~bin(n, p) och om n stort och p litet sd fungerar approximationen

k e~ P B )\k ef)\

(k) ~ (np)k! il

A>0

bx

bra for sma k relativt n.

4.2 Reella SV

X har en kontinuerlig sannolikhetsférdelning om

P(XEA)ZAfx(,T)d,T, fx(xz)>0, ACR, fo(x)dle

e e’

sannolikhetstathet
Ska titta pa

e Likformig fordelning pa [a,b], a<b
e Binomialférdelning (A\), A>0

e Normalférdelning(,02), p€R, oceR*

4.2.1 Likformig férdelning

——

Figur. Graf med puls med area 1, “komplex” (komplicerad) méngd.

- 1 . lingden(AnN[a,b))
[4 f(z)dz/Aﬂ[a,b] b—a dr= lingden([a, b])

Fordelningsfunktion

F(x):/f fuw)du= i:s a<z<b
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Hénger ihop med frekvensfunktion genom derivata, F'(z) = f(x), forutsatt kontinuerlig SV.

4.2.2 Exponentiell férdelning

T =livslangden for en teknisk apparat, T >0. P(T <t)?

f(T)

120 ;
" T

Figur. Graf med f(¢) mot tid med F(t) till ¢ inritat.

“Teknisk apparat som ny!” — vi bortser fran allt aldrande:

P(T>t+s|T>s)=P(T >t)

skulle krava

Vi har

Figur. Graf dver fr(t) med start i A och punkten (%, )\e’l) inritad.

I'-fordelning(a, )

- > >
£t RO A>0, t>0, a>0

formparameter

oma=neZsil(a)=(n-1)!

Titta pa normalférdelning sjilva innan 6vning.
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5 Forelidsning 5

5.1 Normalfordelning(u, o?) = N(u, o0?)

1 vintevirde, o2 varians.

N(0,1):
+
) 0 c x
Figur. Graf 6ver f(z)= \/; ¢™>* med F(z) inritad till ett z.
Definition
1 —izz
flx)= e 2 x
@) =52 (@),

ar pdf ty

och dess cdf ar

Tl L2
FN(0,1)(SC):/ \/ﬁe 20 du=®(z).

Nagra viktiga virden for ®(x)

®(0) = é p.g.a. symmetri

P(1) =~ 8%

d(—-1) =~ 15%

D(c) = 0975 = ¢=1.96

D(c) = 095 = c¢=165

D(c) = 0995 = ¢=2.58
5.1.1 p-fraktilen — dven quantile, fractile och percentiler

p—fraktil

A 4

18

22 april 2015

. 1 .
Max i (O7 ﬁ)’ inritat.

Figur. Graf av cdf upp till 1. p en proportion av 0 — 1 markerat p& y-axel, med linje lings y = p till F(x)

och sen ner till p—fraktil.
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5.1.2 Generell normalférdelning fran N (0,1)

Antag X en N(0,1)-variabel. Ansétt Y =a+bX a,beR b>0, da fas cdf

Fe(y)=P(Y <y)=Pla+bX <y)=P(xX <15t )=a(L32)

b b

och pdf
_d _d y—a\ (y—a\1l 1 ;(yb“f( ;(yaﬂ)2>
fy(y)—dyFy(y)—dyq’( 5 )—sﬁ( 5 )b—m—e =e .

S& vi har

1 _1(e—pw? - X—yu
N(u,0%) ~ e 2 ¢ ochomvint Y= ~N(0,1).
tathet V2T O

Not kring kontinuerliga och diskreta férdelningar

Kan ga fran kontinuerlig till diskret genom en SV, maste vara vaksam.

0 X<z
Y_{l X>z

X~N(0,1), Y=[X-1], fr(y)="
Fy(y)=PY <y)=P(X -1|<y)=P(l-y<X<14+y)=2(1+y) - 2(1—-y)

d 1 _a+w? 1 _a-w»?
2

fy(y):d—yFy(y):®(1+y)—<1>(1fy):me +\/ﬁ

5.2 Tva och n-dimensionella SV

X =summan av tva tdrningar, Y = maximala podngen hos tva tarningar

p(X,Y)('ra y) :P(X::L‘a Y= y) (.CC, y) € Q(X,Y) = {mo_]hga utfall pa (SC, y)}

Pla,y) = g (@9)=(21)
2
= 5 B0)=62)

Qx,v)=1{(2,1),(3,2),(4,2),(4,3),(5,3),(5,4),(7,4),(7,5), ..., (12,6) }

p(X,Y)(SCa y)=0 om(x,y) €Q(x,y) men (,y) € Qx x Ny

px(@)=P(X=2)=Y P(X=2,Y=y)=> pxy(zy), yeQ

Y

Py(y)=)_ pixv)=(z,9), €Qx

Om (X =) och (Y =y) oberoende = p(x y)(z,y) =P(X =2,Y =y)=P(X =x2) P(Y =y).
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Definition
Om X och Y har sannolikhetsfunktion p x y)(z,y) = px(z) py(y) sa ségs X och Y vara oberoende.

eller ekvivalent

X,Y oberoende omm P(X € A,Y € B)=P(X € A) P(Y € B) for alla hindelser A och B “snélla”
delmingder av R.

5.2.1 (X,Y) tvadimensionell kontinuerlig SV

Sannolikhetstiathet f(x yy>0,

P((X,Y)eA)= / /A (@ 9)
/ f(X,Y)(zay)zl
R2

Tvadimensionell tathet som svarar mot likformigt val av punkt i enhetskvadraten {(z,y):0<x <1,
0<y <1} och 0 utanfor.

Exempel

Figur. Figur med enhetskvadrat i z-y plan som bas och med en héjd c.

“+o00 “+o0 1 1
1:/ / f(Xﬁy)(x,y)dzdy:/ / cdedy=1¢c = c=1.
—00 —o0 0 0

fx(@)= [ oo (@ ) dy={i exemplet} =1, 0w <1

fx v)(w, y)={i exemplet} = fx(z) fy(y).
Matematiken bakom

Tvadimensionell férdelningsfunktion

Z( )p(XY)(U 'U) u<z, vy
F, r,y)=P(X <z, Y <y)= v
(X,Y)( y) ( y) { fy f_ f(X Y) )dudv

d T
d_yF(X,Y)(xay):/ fx vy(u,v)dy

d

d
dzd Fix, Y)(w y)= f(X,Y)(uav)

Med oberoende
Fix,y)(z,y)=Fx(z) Fy(y)

ddz dd Fix yy(z,y)= fx(x) fr(y)-
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6 Foreldasning 6 27 april 2015

6.1 TvAdimensionell SV

(X,Y) har en tithet f(z,y)>0, (z,y)€R?
[ swmacay=1.
RQ

Om A &r en liten omgivning till (z, y) s

P((X,Y)€ A)~arean av Ax f(x,y).
Tétheten for X: fx(z f z,y)dy
Téatheten for Y:  fy(z f x,y)dx

6.1.1 Oberoende

P(Xe€AYeB)=P(Xc€cA)P(YeB) <= X ochY oberoende

= [flz,y)=Fx(@) fr(y)

x avbildat pa f(x|y)(z|y), den betingade sannolikhetstétheten for X givet att Y =y
~ P(X=xtelY =yte).
Definition

2 5 o eroonde)  £X) Fr(w)
Foem el =2y~ teberoende} =251 07

6.1.2 Fordelning for X +Y7?

Fx+y( )éP(X+Y<t)

/ / z,y)dydz

fX+Y(t) thX+Y(t)

f(z,y)dydx

Figur. Fx.y(t)2P(X +Y <t)
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Specifikt om X och Y oberoende sa fas faltning
fxay(t)=fxx fr(t).

Exempel X ~Exp(A) Y ~Exp()) oberoende

. Ae A >0
fX(I)_{o z <0

) xe7M y>0

d 0 t<0
fxav(t) / fX ) L= ft)\ef/\z/\e—/\(t—z)dx t>0
0 20 70 =7 0

det senare ir en I-tithet (\2e=*¢), T(2,)).

For heltal
Givet att (X,Y) har sannolikhetsfunktion P(x,y) for (z,y) € Z? sa

Pxiv(z)= Z p(x, z —x) = {oberoende} = Z p(z) p(z — x),

x

om bade X och Y >0 sa

Pxivy(z Z (z—x), 2=0,1,2,....

X ~poisson(A;) och Y ~poisson(Az) oberende — X +Y ~poisson(A; + A2)
X ~bin(n,p) Y ~bin(m,p)
oberoende = X +Y ~bin(n+m,p)
Rekursiv intuition
P(Xe€AYeB,ZcC)=P(X€A)P(YeB)P(ZeC)
p(x,y,2) =px(x) py(y) pz(z)
[y, 2) = fx(@) fy(y) f2(2).
Om X7y, ..., X,, oberoende och alla har férdelningsfunktion F,
P(max (X, ..., X,) <z)=P(Xy1<z,..., X, <x)={oberoende}
=P(Xy) -+ P(X, <z)=F(z)"

Fmax(X1, o, Xp) =n F(2)" = f(z).

For minimum

Fain(x1,..,X)(@) =1=(1=F(@))" = fainxy,..x)(@) =nf(z) (1-F(2))" "

22
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6.2 Teoretisk median

7
T
i

A 4

!
ytan==

Figur. Graf illustrerande teoretisk median, virdet m som delar férdelningen i tva delar med samma area.
Givet f(x) sannolikhetstathet for X si definieras m, den teoretiska medianen, som
m 1
Fx(IL‘):/ f(x)d:czi
—0o0
Den teoretiska medianen m uppfyller alltsa

P(X>m) =

DO —o| —

och i diskret fall

Z xpx(z) <om Z |x|px(z)<oo>

195

Exempel Exponentialférdelning

X ~exp(A)
F(z) = 1-e™?®
F(m):% — m:thQ
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—Azx

Figur. Exponentialférdelning Ae med area upp till m. F[X] :% inritat.

Exempel Gaussfordelning

A4

Figur. Symmetrisk och m i symmetrilinje p=0.

> 7 AT e A= 1g=2
—':)\ RS
Z x! (x—1)!
=0 \ ~- ,

Givet Y = g(X) och X har tithet f(x),

Sats
2= [ o) feras (om [~ o) ) ar <o)
EY]= Y g(2) px(e)da <om.§j mcw|f@»dx<oo>
TENX rEQx
Exempel

X =poing 1 tirningskast, Y = X2

Qy ={1,4,9,16, 25,36} %-1 4o +%«36:E[Y] =35

6
51 91
BX=)_ 5=
=1

Y = 1 om utfallet jamnt — /1 om z jimn
0 om utfallet udda ’ g((E) 0 om z ojdmn
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—

T »

H ku €z

Figur. Figur illustrerande Markovs olikhet.

Markovs olikhet

==

Y]

kp 0o
| e r@art [ o) s(o)aa
0 ku
> kpP(X>kp)

6.2.2 Varians
02 =variansen for X = Var[z] = E[(X — F[X])? = E[X?] - (F[X])?

6.2.3 Standardavvikelse

o=V o2 = standardavvikelse fér X

Not Markov pa varians ger Chebyshevs olikhet.
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7 Forelasning 7 \extrainsatt\ 29 april 2015

7.1 Matt for stokastiska variabler?

7.1.1 Vantevarden och varians

EX]= Y zpx(z)
z€Qx
Sats
Y=gX)eR  EIY]= [ gla) fx(e)da
Givet
=g(X,Y) (X,Y)~tvadimensionell SV med tathet f(z,y)
Sats

:/A 9(z,y) f(z,y)dzdy

Fo6ljdsats — Summa fér SV
X,Y tvadimensionella (kontinuerliga) SV. Z=a+bX +cY

E[Z]

/(a+bX+cY)f( ,y)dedy

://Rzaf 2y dxder// b f(z,y)dedy
// cy f(z,y) de dy

= a+bE[X]|+cE[Y]
Kan nu visa (fran férra gangen), 0% = Var[X] £ E[(X — F[X])?] = E[X?] — (E[X])?

“Steiners sats”

E[(X — E[X])?] = E[X%+ E[X]?—2E[X]X]
= B[X?+(E[X])? -2 E[X] E[X]
E[X?) — (E[X])? 0

Fran forra gangen

Z=poing i ett tarningskast E[Z] =1 ¢+2 g+ +6-¢ BE[Z2=12c+2% £ 4462 ¢

91

0?=VarlZ] = B[ 7] - B[2] =%~ (3.5) =3

12
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Givet X och Y &r oberoende kontinuerliga tiatheter fx och fy = f(x,y)= fx(x) fy(y)

Sats
E[XY]|=E[X]E[Y]
Bevis
E[XY] = / / x fx(x)y fy(y)dedy
= [ unte )(/_ 2 fx(a >dw)dy
= E[X]E]Y] O
Fdoljdsats
Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y]
Bevis
Var[X +Y] = E[(X+Y)? - (E[X+Y])?
E[X2+Y?+2XY]| - (E[X]+E[Y])?
(E[X?+ E[Y?+2E[XY])— (E[X]?+ E[Y]?+2E[X] E[Y])
Var[X]| + Var[Y]+ 2 (E[X Y] — E[X] E[Y])
Var[X] + Var[Y] O
Generalisering

E[XY]—-E[X]E[Y] = E[(X — E[X]) (Y — E[Y])] £ kovariansen mellan/av X och Y.

Positiv om hég—hog och lag—1ag, negativ om hog—lag och lag—hog.

Var[a + b X] = b? Var[X]
7.1.2 Kovarians

Kov[X, X] = Var[X]

—
o? pa diag

Kovla+bi X1+ 4 by Xp, c+di Vit +dn Y] =) > bid;Kov(X;,Y)) <b2 Coim d>.

i=1 j=1

Specialfall

i b; b Kov(X;, X;)

1

INgE

Varfa+ b0 X1+ -+ b, X,] =

i=1

.

b Var[X;] +2  b;b; Kon[X;, X,].

1 1<j

I
M:

.
Il

7.2 Matt for specifika fordelningar

En likformig fordelning

U ~ likformigt fordelad pa [0, 1]
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Vanteviarde
e’} 1 271 1
E[U]—/ ufU(u)duz/ ulduz{—} ==
—00 0 0
Varians
1)? ! 1 1 1 1
_ 21 _ — 2 = =_
Var[U] = E[U? (2) /Ouldu 37113
Standardavvikelse
1 1
Bl -4]]=3
o=/ =VET - B0 >+
12

och mer generellt

E[|U — E[U]|)? < Var[U — E[U]).

7 ~Likf[a, b]

Konvertering till [0, 1]

Z—a E[Z]—-a _a+b
b—a’ b—a =2 = ElZ)= 2
Var[Z] —a _ 1
b—a 12
7.2.1 Normalférdelning
X~N(0,1)
Vanteviarde
E[X]=0
Varians
Var[X] = E[X?] - (E[X])*=E[X?]
o 1 22
= z|x e 2 |dz
[oo ( \/27T
- {:c L ez;r [ e T e
vV 27T — 00 —oco V 27T
Standardavvikelse
c=Vo2=1
fele) = FHE XN oY
T)= e 2 o7 ~ ,O
X Varn o K
X1 N1 — E[XU]_”zo
Var[X]
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7.2.2 Exponentialférdelning

AvsNITT 7
Y ~ Expf(}\)
Vanteviarde
E[Y]:/ yle Mdy=. _1
0 A
Varians
E[YQ]:/ PreMWdy=..=. —%
0
2 1\2 1
Standardavvikelse
o=+ (=E[Y))
=3 =
7.2.3 I'-férdelning

Z ~T'—fordelning(n, \)

Z=Y1+-+Y,, oberoende expf[}]
Vantevarde
1 n
Varians
Var[Z] = Var[Y1] + - + Var[Y,] = %
Standardavvikelse
_Vn
TN
Medelvarden
B[ Z)_ElZ]_n5_1
n n n A
Vel 2] VarlZ] _nos
n| n2  n2  A2n
X1,..,X, oberoende E[X;]=pu och Var[X;]=o>
E[X]=pu
Var[X] = 0—2 -7
n  \/n
7.2.4 Poissonférdelning

X ~ Poisson(\)
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Véantevirde
E[X]=A
Varians
Var[X]= A\
Standardavvikelser

o=vA

30

| Svarsmalt slutkaos! ‘

7.2.5 Binomialférdelning
Genom summor.
Vinteviarde
np
Varians
np(l—p)
7.2.6 Multinomialférdelning

Pa likartat satt

X1, ..., X~ Multinomial(n, p1, ..., p)

Kovarians

Xi+ X;j~Bin(n, p; + p;)

KOV[XZ', X]] = fnpipj
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8 Forelasning 8 4 maj 2015

e DBetingade vintevirden och variabler

e Momentgenererande funktioner

e Approximation av vintevirden och varianser
e Stora talens lag

e Centrala gransvirdessatsen

8.1 Repetition

A
x =
f(X|Y)( 1Y) ()
For vantevirden géller att

oo

E[X|Y=y]=/ T fixvy(z|y) de = {sdg} = g(y) (SV).

9(Y) = E[X]Y].
Det existerar rdknelag som séger att
E[X]=E[E[X]|Y]].
For varians géller att

o0

Var[ X[V = y] = / (& — BIX|Y = y))? fox v (e ly) da = h(y)

h(Y)=Var[X|Y].
Det existerar rdknelag som séger att

Var[X| = Var[E[X |Y]] + E[Var[X |Y]].

8.2 Momentgenererande funktioner

Momentgenererande funktioner definieras

[ €' fx(z)dz = E[e'X] om kontinuerlig

— 00

Yoeea, € px(2) om diskret,

M) = {

ddr Mx(t) < oo i 6ppet intervall kring 0.

Om Mx(t)=Mx(t) for t i 6ppet intervall kring 0 = X och X’ har samma fordelning.
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Kan kasta om integrering och derivata

dt —0o0 t=0 —00

[iMX(t)]t_OZ[/OO :ve”f(x)dw] :/Oo z f(z) dz = E[X]

{d—2MX(t)} UOO xQemf(x)dSC] :/00 22 f(z) dz = B[X7]

de? +=0 oo

t=0 —o00 —o00

Exempel Normalférdelning

Givet Z~N(0,1),

t2 oo (t—2)2
= e2 e 2 dz
/—oo \/271'
, 1
= e7
d({ = ot £
Elz]= —<e?> {—e?] =0
dt R I
d2 t2 +2 +2
Elz]=| 5| e? =le? +t%e =1
dt o t=0

Givet Y =a+bX

my(t) = E[e(®*PX)] = eat PebX] =t Mx(bt).

Givet X ~ N(u,0?) sa har X samma fordelning som Y =pu+02, Z~N(0,1)

o2t

Mx(t) = My(t) = e“t e 2.

X ~Bin(1,p) = (1—p)e®+pet!
= (1-p)+pe

Om Y =X;,...,X,, X, oberoende Bin(1, p) s& Y ~ Bin(n, p).

Sats
Om X och Y oberoende SV si ar

Mx+y(t) = E[Q(X+Y)t}:Mx(t)My(t)
= Elet¥elY].

32
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Givet X ~ Poisson(\),

> AFe=A
E[etx] _ Zetk: 5

k=0
{Taylor} — e—keet,\ _ e/\(et_l).

Sista minutens svammel ™

Y =9(X), p=FE[X], o%=Var[X] liten

Y =g(p+ (X — p)) = {1:a ordnings Taylor} ~ g(u) + (X — p) g'(p2)

ElY]~g(p)  Var[Y]=g'(n)? Var[X].

AvVsNITT 8

8.3 Stora talens lag

8.3.1 Repetition

Y stokastisk variabel med E[Y]= p och Var[Y]= o>
Chebychevs olikhet

1
P(|Y*M|Zk0‘)§p
[ty Markov pa P((Y — u)?>k%o?)]

8.3.2 Stora talens lag

Sats

Om Xy, ..., X, ... r oberoende med samma fordelning och E(X;) = u existerar s konvergerar

n

=T,
mot p i meningen att Ve > 0 géller att
P(|X,—p|<e)—1 nir n— o0
(<= P(X,—pul>e)—0 nir n—00)

Bevis

Vi antar hiir att Var[X;] =02 < cc.
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Specialfall
X ~Bin(n, p)
X . .
= konvergerar i sannolikhet mot p.
relativ frekvens
X ~ Poisson(\)

X . . .
Y konvergerar i sannolikhet mot 1 nir A—oo0.

X och Y oberoende och X ~ N (ux,0%) och X ~ N (uy,o%), da ér

X+Y ~N(ux+ py, 0% +0¥).

Mxy(t) = Mx(t) My(t)

o U%/

= ebxteTa ebyt a2
2 .2 ),2
0X+0'X)t

= elextuv)t % —

Givet X; oberoende N (j,0?) [ska snart visa att det kravet inte behdvs!| si

Vi =0 KT ),

g

8.3.3 Centrala grinsviardessatsen
Sats

Givet X1, Xs, ... oberoende likafordelade E[X;]= u och Var[X;] =02 < oo si giller

Xn— 1
P < — F
(Fr=e) = o

(Bt =)

~N(0,1) om n stort.

Handviftande bevis
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Taylor
MX(t)=1+ut+%X2]t2+R
2
My,(t)=1+ oy +R
Slutsats

t2 " t2/2
L+—+R — e
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9 Forelasning 9 6 maj 2015

9.1 Repetition

X1, ..., X, ... oberoende och likférdelade med E[X;] = p och Var[X;] =02 <o

P(ng) —  D(x)

X1, ..., X, &r approximativt N(n u;o?n).

Var[X; + -+ + X,,] =n Var[X,] =n o>

2
\M[M] _c

n n

20 tarningskast Sy =summan av dem

Elett kast] =3.5

_91 .5 35
Varlett kast] =5 3.52= -
S0 approximativt N (70; % -20)
V200~ 7.64
9.1.1 Halvtalskorrektion
—_79.5 80.5
0 80 '

Figur. Normalférdelade staplar centrerad i 70 med 80 inringat. Halvtalskorrigeringens area mellan 79.5-
80.5 inritat.

P(Sgo>80):1*P(520§80)%17(I) 80— 170
7.64
P(S20>80) = 1 — P(Ss0<80)~ 1 — @(7?7620)
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P(Sao>80>=1—p(sgogsom_q)(w>
7.64
P(S20>80)=1= P(S5<80)~1— @(W)

P(S20=80) :@(W) - ¢(w>

7.64 7.64

Ok for tillrdckligt stora summor. Tumregel f6r binomialférdelning, np (1 — p) > 5.

9.2 Poissonprocesser

Figur. Poissonprocess

N(t) = antalet pulser i intervallet (0,t] ~Poisson(tc), ¢ intensitetsparameter
N((a,b])=N(b) — N(a)=antalet pulser i intervallet (a,b] ~ Poisson((b—a)c) (a<b)

Om (a,bN(c,d]= ¢, s& & N((a,b]) och N((c,d]) oberoende.

En poissonprocess karaktariseras av att Ay, As, Az, ... =Ty, To — 11, T3 — T3, ... ar en {6jld av

oberoende expf(c). E[A;]=~.

C

9.2.1 Beteckningskrock
Expf(A) Poisson(\)
Expf(c)
N(t) ~Poisson(ct=\)
9.2.2 Not
T, ~T—fordelad(n, c)
n formparameter, c ini. parameter

k jefct
P(N(t)<k)=>_ (Ct)]—, = P(Thy1>1)

Jj=0
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9.3 Simuleringar

Startar med Uy, Us, ...; en 6ljd av oberoende Likf(]0, 1])—variabel.

1 xe]0,1]

fUi(x)_{ 0 z¢[0,1]
0 <0

Fy(x)=< = z€]0,1]
1 z>1

Givet X ~ Expf()), kan vi fa likformig?
U:Fx(l‘) = 1—e X

P(l—e X <u) = Ple™

Generellt

X~F(z) = F(X)~Likf[0,1] om X kontinuerlig.

Kan ga at andra hallet

Normalférdelning?
®~L1U)~N(0,1)

Tidigare anvéndes tva likformiga variabler for att framstélla tvadimensionell férdelning genom
poldra koordinater. Givet X,Y oberoende N(0,1)

R2X2+Y2~Expf<%)

1 =22 1 _22 1 _(P?)
e 2 e 2:—6 2

V2T V2T 2T

6 = Likf(0, 2 )
R?=U; — Expf(%) © = Uy — Lik{[0, 27]

(\/ﬁcos 9,\/? sin@),
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tvad normalfordelade variabler!

9.3.1 Monte Carlo — simuleringar

Z1, ..., Zpn oberoende N(0,1)

Y =7+ + Z2~ x> fordelad(n) <+— (sléikt med F(%, %))

Kan dela upp fordelningen med koordinatbyte sa en axel blir ldngs diagonal.
z-1 i Zi |~N(0 1 (en variabel)
n\ & ‘n
Z (Zi — Z)* ~ x*>fordelad(n — 1) (n — 1 variabler)

i=1

(stickprovsvarians (n —1)S?)
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FORrRELASNING 10

10 Forelasning 10

10.1 x>-fordelning
Givet Zy, ..., Z, oberoende N(0,1) s& ar

(Z; — Z)? ~ x> fordelad(n — 1)

i=1

L(n-1)8%

L 7\2
1._1 (ZZ Z)

Dar
-
-
K3

s Do,

kallas for stickprovsvariansen for 77,

10.2 Student’s t—fordelning
Om U och V ir oberoende, U ~ N(0,1) och V ~ x?(r), d sigs

vara (Student’s) t—fordelad(r).

Pastaende
Om X1, ..., X,, oberoende N (u,c?) sa ér
X—p t—fordelad(n — 1)

Vi

vn Z . t—fordelad(n — 1)

Bevis
Sz

ty
Z nZ  +—N(0,1

alo rZ _—NOL)

Sz (n—15% +—x*(n—1)

n—1
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Om Zi:Xi;“Oberoende N(0,1) = Z:Y;u
S (Zi—Z)?
2 i=1
52 = n—1
L Xi—p  X-—p)2
_ 121( 4 o )
n—1
S (Xi—X)?
_ ai=1
- o2(n-1)
_ Sk
= =3

2 — B t—fordelad(n — 1).
Sx

500 haftstiftkast, 128 spets nedét
p= P(spets nedat i enskilt kast) = % =25.6% <«— observerad relativ frekvens
Innan:
X = antal stift med spets nedat ~Bin(n,p), p okind

p= X_ (teoretisk) relativ frekvens
n

p ar en punktskattning av p

Om p riktiga parametern s ar

Bljl=Bylfl= By = | =2 =,
Varlp] (=Bl(p-p)Y) = Var[x] = 20=P)
Var(p) = standardfelet (teoretiskt) = p (1n_ p)

(definition om punktskattningen ar vantevirdesriktig)

10.3 Skattade standardfel

il Y () e

n
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X1, ..., Xpn oberoende Expf()), A okéind. Hur skatta A?

10.4 Momentmetoden

Momentmetoden séager att vi skall anvinda ekvationssystemet

%(i Xi) :X:EX[Xi]:i

(empiriskt forstamoment)
och 16s detta
¢ 1
A=—.
X

X1, ..., X,, oberoende N (u;0?), bada okiinda.
1< —
—<z XZ-)XE[XZ-]M

%(Z Xz2> :E[XQ]:Var[Xi]Jr(E[Xi])Q:gQJr‘u?

empiriska andramomentet

[ =X #r vintevirdesriktig punktskattning av p. (Jsic] =X wr. p.s. av )
=X
1< 1 (n—1)5%
2== X? |- (X)2== X —X)2|=1 JuX
sl (z RTINS .
Exempel

X1, ..., X, oberoende poissoférdelade med parameter .

)\Zi -
j! LNz, ..., xy)

n
p,\(xl,...,xn):p(xl,...,xn;)\):H -
i=1

Fixera ett tdnkt utfall, leta upp A som maximerar sannolikheten for det utfallet. Kalla detta for

)\(xl,...,xn).

Uppskattningen 5\(11, ..., Tp) kallas for den teoretiska maximum likelihood—uppskattningen av A.

d < ATig™X
a;m( p )0

nT

d n n
Y ; x;In(A) —n A ; In(x,!) o 0

=0

— \=7
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11 Foreldasning 11 13 maj 2015

1. Mer om punktskattningar
2. Konfidensintervall

11.1 ML-skattningar av p och o? i normalférdelade stickprov

X1,..., X, oberoende X;~ N(pu,0?) peR,02€ RT
Hur skatta paret av parametrar om bada ar okdnda?
n _i(I¢*M)2
Hitta /i och 62 som maximerar likelihood—funktionen L(u,0?, X1, ..., X,) =[] \/; e 2 2
i=0 VT

d 2y —
o InL(p,0%) =
2

0
dd—gln L(p,0%)=0 (% ger samma slutresultat)

> (wi—m)?
i=1

L(MaUQ): ! - € 2 -
(2m)z @
1 " 2
1S (@i- )
—nlno — —=1 5
o
S (Xi— ) =0 i=X
=1 n —
n > (X - X)?
_%_i_ Z(Xi;/"‘)2:0 62 = i=1 -

(samma skattning som momentuppskattningar)

Exempel
ML-skattning for ett stickprov péa

T T ’9
0 max (Xy,..., X,)

Figur. Likelihoodfunktionen. Maximeras om 6 = max (X1,..., Xn)-
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11.2 Filosofidags

11.2.1 Enstickprovsmodeller

Xy, ..., X, oberoende likfordelade dér X; har férdelningsfunktion F' € F =klass av férdelningsfunk-
tion; kan vara diskreta heltalsvirda férdelningar, kan vara kontinuerliga férdelningar.

F kan t.ex. vara {positiva ford., visentligen kont. tathet f.}

Ofta tilligg av tekniskt villkor, typ Var ;[X;] =02 < co..

\ 4

0

Figur. Kontinuerligt f.

= vantevirdet :/000 x f(z)dz=pu(f)

X ps. u

S2 ps. o

m?, / f(z)do=1
0 2

(p.s. = punktskattning)

Ordnat stickprov
X=X ==X

Om vi kiint till férdelningen

Sag expf
- 1
L
0'2 = F
m P h1_2
B A
0.S.V.

1. Hittar vi en bra skattning for A\, \. (A= %)

21 _ 1 -
_AQ_(Y)Q’ -

iy — 2
- b'e

A~ 1 < A In2 In
2. M:F:X’ g ~
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y=pu+1650
(95%fraktilen i sannoliketsfordelningen)

A=p+1.656 — X +1.655
Empirisk fordelning

N . .
Légg — i varje observation,

& Antalet{i <n,X; <X}

F(x) - zeR

11.3 Bayesk statistik

X1, ..., X, oberoende N(u,0?), peR, o2>0.

Xo X5
—O0—{ 1 3
X4 Xl X3

v

Figur. X, placerade langs realaxel.

Skatta
= X=p
2 _ 1 - )2 | a2
§* = — ;(Xl X)? |~o
- o? (n—1)52
XNN(M,F) TNXQ(”*D
X —u ..
LD 5 ~ (students) t—fordelad(n —1)
n="7

t—fordelad(7 — 1) = t—f6rdelad(6)

6 >95%, area 1.65

Figur. TvA férdelningar, en normalférdelning och en ¢t—fordelning. dar t—fordelningen har 95+% markerat
och text som séger att den arean &r 1.65 for t(6).
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X — 12085 o) Ar ett 95% nedat begrinsat konfidensintervall for p.
NG g

Tvasidigt konfidensintervall

p(c < W < C) = Fin-1)(0) = Fin-1)(—=0)

= q

s
v

Figur. En t-férdelning centrerad i 0 med n =7 och ¢=0.99 dér areor 0.5% p& vardera sidor dr markerade.

Dyrare med tvasidigt intervall. Dyrare med hoégre precision.

X —p

NG ~N(0,1) om o kéint

For stora n kan vi approximera med normalférdelningen. For sma n ar det viktigt att anvinda
ritt fordelning.
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12 Forelasning 12

e Repetition konfidensintervall
e Nya konfidensintervall

e Hypotesprovning

12.1 Repetition for konfidensintervall

X1, ..., X, oberoende N(u,o?)

Kaénd varians, soker konfidensintervall for p.

N

(pivot)

~N(0,1)

Ensidigt uppét begréansat konfidensintervall for pu.

P(ﬁ X; £ c) =q
1-@le)=¢q
Ex. ¢=0.95=c=—1.65
- o
Plu<X—-—c— |=
pex-cie)
e (—oo,)?—c%} (g-100%)
q=0.95
- o
el —co: X +1.65-2| (95
—
o okand:
vn X t—fordelad(n — 1)
(pivot)
X ~Bin(n, p)
X —np ..
————~N(0,1) nir n stort (om np(1—p) stort)
np(l—p)
med p=2

~ AliA
PP z{ B p)%l, nstort}%

\/_P“n* r | Vp(L-p)

Exempel

AvsNiTT 12

18 maj 2015
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99% symmetriskt konfidensintervall f6r p. (n stort)

P—P <958 |~20(2.58)—1=0.99

P —258< ———2—
[6(1— )
p(1—p)

p=p+2.58 /B (=99%)

Standardfelet skalar som rot mot stickprovsstorlek.

Exempel
X1, ..., Xp, oberoende Expf())

For stora stickprov

Y.l x_1
A A~
2 = SRR N(0,1)
N2 (pivot)

Alternativ, exakta metoder

fran Expf(%) =x%(2)

Exempel

X1, ..., X, oberoende Poisson(A), n stort

Om observerat X =3.5, n=20, ~95% symmetriskt konfidensintervall

A=X +1.96 % (~95%),

A=3.5+1.96 /% (~95%).

observerat konfidensintervall

Exempel
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X1, ..., X,, oberoende N(u,0?) och u okint. Konfidensintervall for o2?

(n—1)82

o2 NXQ(”*U

Undre bagréansning

Exempel

2

X1, ..., X,, oberoende E|[X;] existerar och Var[X;] =02 < oo och vi vet o2,

X—p

NG

(pivot)

~N(0,1) tyc.gr.v.s

n stort nog, storleksordning 30.

Om o2 okiind anvinds /n Yg P~ N(0,1), och vildigt stora n krivs.

AvsNITT 12
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12.2 Hypotestester

12.2.1 Exempel

Vi misstdnker att en tdrning 4r manipulerad s& att p = P(“sexa”) > é Vi vill visa att vi har ratt
genom att gora ett antal experiment (n) dér vi kastar tarningen och réknar antalet sexor.

X ~ Bin(p)

Det vi vill motbevisa ar att Hy: p:é (ev. p< %)
Naturliga beslutsregler

e Vi hade ratt om X >ceZ ar valvalt.

e Vi hade kanske fel om X <ec.

1
2

Py (X >¢)=Pgintn,p)(X >2¢c)=1-® < a= signifikansnivan n stort

o

\
3 S
o = | =
ola| |

X kallas for testvariabel, p:% som kritiskt vérde.
Typisla val av a=0.05,0.01,0.001

Testets styrka i alternativet p ( p> %)

P,(X >¢) = P,(forkasta nollhypotesen)
1
- 1-® Ca(n) np 2
np(l-p)

Denna &r ensidig. Enbart storre an %. Vanligt med tvasidig, d.v.s. avvikelse at bada hall straffas.

0.8

A 4

o= —f-------
N
| = —

—

i

Figur. Illustration for styrka for kurvor for olika n.
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X1, ..., X,, oberoende N(u,o?)

Ho: pp= o, ofta po=0

T=+/n X ;MO ~ t—fordelad(n — 1)

Hy: p# po tvasidigttest |T|>c¢
H{: p>po ensidigttest T >c’
H{: p<po ensidigttest T >c”

| |
Ho X

Figur. Konfidensintervallet, konfidensgrad som ar 1 — a.

12.3 Tvastickprov

XY —(px — py)
Spy/=+—

52_(71_1)5%(4‘(7”_1)5)2/
P m+n—2

~tim+n—2)

Xl,---,Xn XiNN(Mx,U2) Yl,...,Ym Y;NN(/Ly,OQ)

AvsNiTT 12

Inl&mningsuppgiften: hur stora stickprov behéver goras for att kunna garantera ratt styrka? m.m.
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13 Foreldsning 13 21 maj 2015

Tvasticksprovsmetoder
1. Normalfordelad
2. Binomialférdelad

Nésta gang: linjar regression och tvadimensionella normalférdelningar.

13.1 Enstickprov

Exempel
X1, ..., X,, oberoende N(u,0?), o2 okint. Hy: u=0 mot Hy: pu+0.

Tvasidigt t—test

Teststatistika,

T=\/n XS;O 2t ford(n —1).

Forkasta nollhypotesen om |T'|>¢, d.v.s. om T < —celler T > ¢

Py (|T|>¢)=2(1 = Fin-1)(c)) =, «o=signifikansniva, ¢ =kritiska virdet.

| I | 4
. o .
obs. t har

Figur. Normalférdelning med kritiska véardet inritat.

Vid genomférande av testet anvinder man observationerna Xi, ..., X;, och berdknar ett utfall pa
T,t. Om t < —c sa tror vi pa alternativet p <0 och om t > ¢ sa tror vi pa alternativet p > 0.

p=X+e—> ((1—a)-100%)
n

Exempel — Test av medianer

X4, ..., X,, oberoende med foérdelningsfunktion F'.

Ho: m=mg (m: F(m):%)

T =antalet X; <my

TNBin(n,%) F(mo) :%
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Forkasta om }T — §| > c for lampliga c.

Om Tz%Jrc, tyder pa m < my.

Om T§%+C, tyder pa m >my.

—_ T [ —{—
mo
Figur. Stickprov kring median.
13.2 Tvastickprov
X Y
—{— i, ) i [ »
Bx

Ky
Figur. Figur som visar tva normalférdelademéngder med véanteviarde px och py och stickprov utritade

Tva& oberoende stickprov

Xla"'aXn Ha"'aYma

Xl'NN([J,X’Ug(),Y}NN(,U,Y’O’%).
Om bade 0% och 0% &r kiinda sa

N — 0%
py=Y ~N MY;E .
Differensen
2 2
R . o o
AuMYMX%uyux~N<uyux,TX+Ey)
Pivot
Yo X (v —ix) |y, 1),

c% | o%

_+_

n m

+
~ro

3|

A=y — i) £ ey 4 D (20(e)— 1) 100%)

Y-X-A,
2

——————%2~N(0,1) om bade m och n stora.
N

AvsNiTT 13
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X1,..,X, Y1,..,Y, oberoende X;~ N(pux,0?) och Y;~N(uy,o?)
o? (samma i bada stickproven) kind.

Fran tidigare enstickprovsteorin vet vi att

ar oberoende

)
o? (m—1) Sy
YNN(:“’YaE) 2 ~ 2( *1)
Vad kan vi sdga om
Ap=pry — pa?
Y_f_Aanan

(och oberoende)

(m+n—-2)Sp  (n—1)Sk+(m—1)S%
o2 - o2

g2 (n—1)S%+(m—1) 5%
P m+mn—2

il_Al“ ~t—fordelad(m +n — 2)
Spy/E+L

0.s.v. for konstruktion av konfidensintervall.

13.3 Tvastickprovs t—test (samma modell)

Hy: A,=0 T=""X20 _¢fordelad(n +m — 2)

So /ot
Exempel (tvasidig mothypotes)
H12 AH 7& 0

T <—celler T'>c = forkasta Ho. 2(1 — Fy(m4n—2)(c)) =a <— signifikansniva.

Avgorande for styrkan blir m,n... och £X—£X ; rX
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Om oberoende mellan paren (X1,Y7), (X2, Y2) -+ (X, Y},), s& miste matt inom paren exempelvis
Ai=Yi—X;~N(A,0?)

och anvinder enstickprovsteori for analys av E[Y; — X;] = E[Y;] — E[X;]. Kan 6ka precision pa
resultaten genom att valda par eliminerar vissa variabler, exempel alder.

Exempel
X ~Bin(n,px) Y ~Bin(m,py)

py — px? soker konfidensintervall
Y

m’

Sitt px =2 och py =

Pivot

Py — Px — (pY*pX)
\/py(l—py) L py(=py)

m m

och vi gor antagande att m och n stort sa att vi kan approximera som

f)Y_ﬁX_(pY_pX) ’FQ/’N(O 1)
\/ﬁy(lfﬁy)jLﬁy(l*ﬁy) ’

m m

DA far vi konfidensintervall

by (L=py) By (L =PY)  (9¢(c)—1)-100%).

m m

pypxﬁyﬁxic\/
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14 Forelasning 14 25 maj 2015

e Linjar regression
e Tvadimensionella normalférdelningar

e Nista gang loser vi Aug. 2014 omtenta

14.1 Linjar regression

z1, ..., T, deterministiska varden pa en installningsvariabel z € R. For varje installning gor vi ett
forsok och méter en svarsvariabel yq, ..., y,, innan fors-sa Y1, ..., Y, (oberoende).

ElV]=a+fa
Y;=FE[Y;]+& +— residual
Var[Y;] = 02 likadana for alla i (x;) (homo scedastisk” modell) + normalférdelningsantagande

) fN(OéjLﬂznfl;OQ)
4+ a+ Bz

| T 51 / 221, . g en

[ i, 0—0 14

0 T3 T1 T2 Tn z

Figur. Métningar ldngs « och linjéar regression.

Statistik for «, 5 och o. Hur skattar man? Maximum likelihood—skattningar.

Vad ar likelihood—funktionen?

L(a, B,0) = H

= — e 2 o

(Varo)'

1 (yl (o= Bx;))>

120 (i — (e — Bzy))?
1 _ i=1 >

Fixera 02, da optimeras (maximeras) L av argumentet som

(o — Bx;))? >, x; och y; kinda.

M:

(d ﬁ argm1n<

i=1

Far ekvationssystem
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Insubstitution av

T—a—pBx=0
ger
~ an ((Ez—.’IJ / 2
p===L Y~ N B, e
iy (@i Z Z S (x;— T > (7 —7T)
(teoretlbk varlans)
och vidare
Q= Y—Ba& ~N| «a,c? l-i-TQ;
e ’ n? Z?:1 (x; —7f
oberoende, visas separat
_ dlnL( Bio ) 9 1 < A2 =2 oo
0=— T = U—Eizzl(yz—(a—i—ﬁxl)) =— S
T A
. 2 (A )2
daurS—n72;(yZ (a+ Bx;))*
Sats

I en linjir regressionsmodell med «, 3 och o2 som intercept—, lutnings— och variansparametrar (och
med normalférdelningsantagande) s géller

o N@ﬁ)

2
YV ~ N(a—i—Bw 22>
(n—2)S?

p ~ x*fordelad(n — 2)

(alla oberoende).

Q>

= Y-br
= «a(l,1,..

)+ B(r1, w2, ey )

B (x1, T2, ..., xp)

Figur. Geometrisk tolkning rérande oberoende.
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14.2 Pivoter for konfidensintervall

o kint —E20 N (1)
TNE, - m2
Exempel

Symmetrisk 99%

B=/3+258 _ (99%).
i1 (,Ti — T)Q
Om o2 okint
b f ~ t—fordelad(n — 2).
S Y, (zi—1)2
For o fas
a—a ~N(0,1) (kint o)
N
n Zz‘zl (z; —T)2
och

~t—fordelad(n —2) (oként o).

\ 4

ZTo );(

Figur. Skirande linjer med skdrningspunkt i (X, Y). Nya métningen x i rakningarna inritad.

G4 Bro— (o + Bao) ~t(n

Lat Y, 41 vara en ny observation vid installning zg

@+B:c0Yn+1~N<0,o<1+%+

. _ =)\2
Yn+1:d+ﬁx0i05’ 1+l+n(1}0—$)_2
n i=1 (xi_x)

_2)

(z0 — )

[(2 Ft(n_g)(c) - 1) . 100%]

58
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Detta kallas for prediktionsintervall.

14.3 Tvadimensionell normalfordelning

X och Y tvadimensionellt normalférdelningar

E[X]=pux ElY]=py
Var[X]=o0% Var[Y] =03
och SZM, —1l<s<l1.
oOxXOoy
Fordelningsfunktion
A (X—px\2, (Y —py)\2 X—pux\(Y-—ry
f(X,Y)(:Cay): 1 e 2(( ox )+( oy )+2p( X )( oy ))

2roxoy\/1—p

f(z,y) konstant, p>0

A 4

Figur. Skirning av en tvadimensionell normalférdelning.

forix)(ylz) N(uy+ pTEX Gy 0% (1 pz))

2P:¢

AvsNiTT 14
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15 Forelasning 15 27 maj 2015

15.1 Tentan fran 27 Augusti 2014

15.1.1 1.
Tre tarningar kastas

a) P(summa4), A={(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1)}. Totala antalet 6 x 6 x 6.
W---J

3
63
b)
4
-
c)
A={3x(1,1,6),3!x (1,2,3)}
3+31 9
e o
15.1.2 2.

P(A)=0.2,P(B)=04,P(C)=0.9, A,B,C oberoende.

a) P=(1-0.2) (1—0.4) (1—0.9)=0.8 x 0.6 x 0.1 =0.048
b) X =antalet som intraffar. E(X)="

j 1 om A intraffar
471 0 om A inte intriffar

X=Ia+Ip+Ic=> E[X]=E[IA + E[Ig] + E[Ic] =02+ 04+09=15

Var[l] = E[I?] — E[I)? = {hir, ty I =I?} = E[I] - E[I]?

Var[X] = {ober.} = Var[I4] + Var[I5] + Var[Ic] = 0.2 X 0.8+ 0.4 x 0.6 + 0.9 x 0.1 =0.49

15.1.3 3.

a) ML-skattning?

b) S&tt in siffror.
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15.1.4 4.
a) A= % obs. A :3_13 (Momentmetod eller maximum likelihood)
b) Ex. E[X;=] skattasav —=38
A
c)
1 In2
P(X <m) =5 = m=— skattas av  3.81n(2)
d)

P(X>5) = 1— F(5)
= 1-(1-e?M)=e

5
skattas av e 38,

e) E[X] :§ vinteviirdesriktig

1 1
VVar[X] =14/ 22 = skattas av
[ 15 V15

5
ot
>

15.1.5 5.

X1,..,Xs X~ N(p,o?) (olika)

Observerat X = 15.27, S=0.47

a) Observerat 95% konfidensintervall for p? o okiind gor att vi skall anvinda t—fordelning.
Pivot

X —p

NG ~t-fordelad(8 —1=7) Fy7)(c) =0.975 (ur tabell) =2.365

Teoretiskt intervall

S

=X +2365— (95%
[ Tn (95%)

observerat intervall

p=15.27+ 2.36 x0.47

V8
b) Ho: p=15 mot Hqy: p>15
Alternativ 1, ensidigt t—test
X-15
\/ﬁ S HO:annt(7)'

Forkasta Hyom T'=¢’ F(c')=0.99= ¢’ =2.998

Observerat t =+/8 % <3 = Vi kan inte forkasta nollhypotesen

Alternativ 2, Genomfor testet genom att bilda ett nedat begréansat konfidensintervall I for p med
konfidensgrad 99%. Forkasta om Hg om p < 1.

1> X —2.998 x ——  (99%)

V8

2.98 x 0.47

V8

w>15.27—
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15.1.6 6.

a)

b) X, =antalet till forsta gingen vi far A, Xo=antalet mellan forsta och andra gangen vi far A
P(X;+ Xo="amn”) = P(X; + X2 €{2,4,6,8,...})
ekvivalent med

3\, (4)?
P(“bada jimna” U “bada udda”) = (7) + <7> .

P(A)= %
b)
i 22000
15.1.8 8.

a) Z=min(X,Y) = P(Z<z)=1-Pmin(X,Y)>2)=1-P(X>2z2) P(Y>z)=1—e(z+5)z
derivering...

b) Z=max (X,Y) = likartat...

15.1.9 9.

a)
b)

~ fT=1.23-0.22x0.32

=~

o)

2

Q>
-+
=
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