Fasta tillstandets fysik

Forelasning, mandag 19 januari 2004

Kristallstruktur

Kristaller har en ordnad struktur, vildefinierade ytor och vinklar och byggstenar
med bestdmd geometri. Historiskt har endast transparenta material klassats som
kristaller.

Def (till 1996): Fast kropp dér atomernas position beskrivs av ett punktgitter
+ en bas av atomer identiskt ordnade till varje punkt.

Gittret ar ett translationsgitter. R,, ., = mai; + nas + pag (undantag
kvasikristaller).

Def (1996): Fast kropp som ger ett vildefinierat diffraktionsménster.

Kristaller bildas av de flesta &mnen alltifran grunddmnen till DN A-molekyler.
(Detta anvénds bl a fér att bestdmma DNA-molekylers struktur.)

Kristallit = liten kristall (korn). Mellan finns korngranser med mindre god
ordning (kornstorlek beror pa tillverkningsprocessen).

Enkristaller - hela provet ar ett enda kron. (Anvinds fér att producera
kiselplattor med hog renhet for halvledarindustrin.)

Exempel Cs™CI”

Monsterbit = enhetscell (hér en kub). I varje horn sitter en Cs-atom och i
mitten av kuben sitter en Cl-atom. Hornatomerna delas av atta kuber. Atta
hérn medfér att 8 - ¢ = 1 Cl-atom tillhér basen.

Gitter: enkelt kubiskt (simple cubic, sc)

Bas: Ena jonslaget i (0,0,0); andra jonslaget i §(1,1,1).

Exempel 2

Vad véntar vi oss for struktur pa ett grunddmne med “runda” atomer som packar
sig téatt? Exempel pa sddana atomer &r ddelgasatomer, alkaliatomer, Adelmetal-
latomer. Si, Ge ddremot vill ha sina grannar i bestdmda riktningar. Strukturen
byggs upp lagervis. Lager

1. Ldgg en atom i position A och fyll p4 med andra atomer si tatt som
mojligt. Trianguldrt monster bildas.

2. Ett likadant lager, men det ldggs i position B sa att det sjunker ned i det
forsta lagret.

3. Detta lager kan placeras i position A eller en tredje position C pad samma
satt som lager 2.



Vi kan gora olika sekvenser:

o ABABAB... Ger s k hexagonalt tétpackad struktur (hexagonal close packed,
hep)

e ABCABC... Ger ytcentrerad kubisk struktur (face centered cubic, fcc)

Ytcentrerad kubisk struktur (fcc)

Vi bygger upp var tatpackade struktur med sekvensen ABCABC... och far fcc.
Vrider man denna fas en kub med sidan a, med en atom i varje hérn, samt en
atom mitt pa varje sida.

Koordinationstal = antal ndrmaste grannar = 12.

Packningstédthet = atomvolym .
cellvolym

Kuben innehaller 8 hérnatomer som delas av 8 celler var, samt 6 sidoatomer
som delas av 2 celler var. Vi far 8 - é +6- % = 4 atomer per enhetscell. Packn-

. . . 4.4mpR3 3
ingstatheten blir 4 ZSR = 167” (%) ~ 0, 74.

Rymdcentrerad kubisk struktur (body centered cubic, bec)

Denna struktur ar inte lika tét som fce. Exempel pa grunddmnen som packas
pa detta sétt & Mo, W, Fe.
Koordinationstal = 8.

T 3
Packningsgrad — 2L = {1p = ¥3a} = 8 (42)" ~ 0,68,

a3
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Bcc eller fcc?
Exempel Fe

Fe &r bee for T' < 910 °C, T > 1390 °C, men fcc for 910 °C < T' < 1390 °C.
Bindningsenergier har en typisk energi pad 5 eV per atom (kT = 1€V < T
= 11600 K), medan skillnaden i bindningsenergi motsvarar en temperatur péa
omkring 1000 K. En skillnad mellan bec och fcc dr antal nédst ndrmaste grannar.

Exempel Li

Li a4r bcc vid rumstemperatur och vill omvandla sig till tdtpackad struktur
vid 75 K. Vid denna temperatur gar omvandlingen langsamt, sa provet blir en
blandning av bcc och tatpackad struktur.

Fcc och bce beskrivna som sc
Basen for bec utgérs av en atom i (0,0,0) och en andra atom i §(1,1,1). Basen
i

717
for fcc utgérs av en (hérn-)atom i (0,0,0), en andra (sido-)atom i §(1,1,0), en
tredje (sido-)atom i §(1,0,1), samt en fjarde (sido-)atom i §(0,1,1).

Hur manga gitter finns det?

Auguste Bravais kom med hjilp av symmetrioperationer (vridning [g, n =
1,2,3,4,6, ej 5], spegling och inversion) fram till att endast 14 olika gitter finns
- tre kubiska, tva tetragonala, fyra ortorombiska, samt fem snedvinkliga, varav
ett ar det hexagonala.

Exempel Kubiska strukturer: fcc

Primitiv cell = minsta mojliga enhetscell (ej unik). En primitiv cell per gitter-
punkt.

a, = 2(1,0,1)
az = %(0,171)
az = %(1170)

Primitiva cellens volym &r

a1 - (as X ag) = .. = % _ kubens volym



Exempel Olika primitiva celler

Ett tvadimensionellt kvadratiskt rutnét har tva olika primitiva enhetsceller:

e a; =a(1,0)
az = a(0,1)
e a; =a(1,0)
az =a(l,1)

Bada dessa har samma area = a2.

Hexagonalt gitter
Exempel Hcep-struktur (Be, Mg, Zn, Co, Cd, ...)

Strukturen gicks igenom pa foreldsning den 19 januari och jag refererar till den.
Lat a; och ay ligga i lager ett, och lat a3 vara den vektor som gar fran en
atom i lager 1 (position A) till atomen som ligger rakt 6ver denna i lager tre
(position A). DA utgérs basen av en atom i (0,0,0) och en i $ag + Z(a; + 3as).
For tatpackade bollar dr forhallandet

2] — ¢ —1,633.

Férlnlz‘i‘gra grunddmnen:
Be: £ =1,56
Mg: ¢ =1,62
Zn: ¢ =1,83

Andra vanliga strukturer

NaCl-kristaller byggs upp av ett fcc-gitter med en bas: en (Na) i (0,0,0) och en
(C) i §(1,0,0). Diamant, GaAs, ZnS, med andra har fcc-struktur med basen:
en i (0,0,0) och eni §(1,1,1). Packningstitheten dr 0,34 vilket &r lagt.

Millerindex

Taltrippel for att ange ett plan. Procedur:

1. Bestdm skiirningarna med axlarna (heltal, borja med a-koordinaten). Ex
2,4, 3.

1101
2. Invertera. Ex 3, 1, 3.

3. Multiplicera med minsta talet som ger heltal. Ex 12: 6, 3, 4.

4. Beteckna planet (linjen i 2D) (hkl). Ex (634).
Minustecken sitts dver siffran. Ex (314)

Detta verkar kanske omsténdigt, men avstidnen mellan planen kan 14tt rdknas
ut. For kubiska gitter &r avstandet

d —_ a
hkl = e
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2.2 Diffraktionsvillkor

En plan vag infaller mot en fast kropp i riktning k. Vi vill berédkna intensiteten
av den spridda vagen i riktning k’. Antag elastisk spridning (k| = |k’|) samt
enkelspridning, d v s atomerna &r sa pass svaga spridare att man kan bortse
fran bidraget p g a att den spridda vagen sprids av andra atomer. (Det senare
antagandet &r ok for réntgen och neutroner, men ej for elektroner.)

LAt r, vara ortsvektorn mellan tva nérliggande atomer, « vinkeln mellan r,
och k, 3 vinkeln mellan r, och k’. D& &r végskillnaden for stralarna som bryts
i vardera atomen

A1z = [rp|gos g = [rp| c0s §

=7’p-fc :rAp.kA/
r,-k r, k'
= et = (=)
= —r1,-(k—k)=—2r, Ak
k| ¥ ——
- ——Ak

2
27

Spridningsamplituden i riktning k’ f4s som en summa &ver alla atomer, p, i
kristallen:

A x pre—iAk-rp
p

Atomens ortsvektor, rp, kan delas upp i tva delar, r), = rp,n + r; , dér den forra
M~

gitter bas
ar ortsvektorn till gitterpunkten och den andra ar vektorn fran gitterpunkten

till den specifika atomen i basen. P4 sa sétt fas

A x § fjefiAk'rj § efiAk'!‘mnl
J

m,n,l

=S, basens struktur faktor =GS, gittersumma

Intensiteten &r skild fran noll endast d& S # 0 och GS # 0. Vi diskuterar forst
GS. rp kan delas upp i de primitiva translationsvektorerna for gittret sa att
Il = ma+ nb + lc.

GS = Z efiAkmmnl

m,n,l

=GSa



GSA = Z (e*iAka)m _ 1_1(76;#

m

. e—iAk»a% eiAk-a% 7e—iAk»a% _ SinAk+N
— e—ibdka/2 ' giAka/2_o—iAk-a/Z — gip Al;-a
2 sin? AkaN
GSal” = Sz =ta
| ‘ sin? S52
Denna funktion har rejila maxima da % =7h, h € Z, annars ~ 0 om N &r
stort. von Laues diffraktionsvillkor ger villkoren f6r intensitetsmax:
Ak-a = 2mh
Ak-b = 27k
Ak-c = 2ml

De Ak som uppfyller villkoren betecknar vi Gpy;.
Exempel Simple cubic (sc)

Translationsvektorerna for sc-gitter ar

a = a(1,0,0)

b = a(0,1,0)

¢ = a(0,0,1)
Vi far da

Ghil = %’T(h, k).
Dessa vektorer bildar ett gitter (i detta fallet sc med sidan %”) som kallas det
reciproka (ihophorande) gittret eller gittret i det reciproka rummet, vagvektor-
rummet eller k-rummet.

For varje rumsgitter kan vi via von Laues diffraktionsvillkor definiera ett
reciprokt gitter.

Exempel Bcee i rummet

Bee kan ses som tva i varandra instuckna sc, dér vektron mellan &r §(1,1,1),
s& att

GSpee = GSse + GSsee AR 3 (L1

— GS., [1 1o Ak 5 (1Y)

=P

Sedan tidigare har vi att GS,. #0 < Ak = G = %"(h, k,1).

P=1+ e—iAk-%(l,l,l) =14 e—iﬂ'(h-‘rk-‘rl)

_J 2 omh+k+[jamnt

o { 0 omh+k+ludda
Vi far alltsa intensitetsmax for Goee = 2Z(h, k,1), h.k,l € Z, h+ k + | jimnt.
Det gitter som detta beskriver &r ett fcc-gitter med gitterparametern 47”. (Rita
upp for att inse dettal)

Exempel Fcc i rummet

Fcc kan ses som fyra i varandra instuckna sc. For detta gitter fas intensitetsmax
for
Guu = %’T(h, k,l), h,k,l alla jamna eller udda.
Detta definierar ett bee med gitterparametern %’T.
Allmant Mot ett rumsgitter spént av a, b, ¢ svarar ett reciprokt gitter G =
hA+kB+IC,dir A = 3Tbxc; B = 3fcxa; C = 2Zaxb; V =a- (b x ¢)|
(Kittel 2.13).
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(fortséittning fran féreldsning 3)

Diffraktionsvillkoret kan saledes skrivas
k' —k = Gpg, K| = K]
Lat vinkeln mellan k’ och k vara 26. 6 kallas braggvinkeln.
k| sin @ = $Ghrit, (Gurt = |Grial)
& 2 |k‘ sinf) = Gy (1)
Ovanstande ar i k-rummet. Om vi vill Gverga till rummets parametrar kan vi
utnyttja

21
dhkt’

o G = dpy; ar planavstandet for (hkl)-planet
o G L(hEl)

och far med (1) Braggs lag
thk:l sinf = A

2.3 Braggs lag som Bragg harledde den

Stralning med vaglangden A infaller mot atomplan med planavstand d. Stralen
bildar vinkeln # med planen. Stralen delar upp sig i tva stralar, A och B, vilka
reflekteras i det Gversta respektive det néist 6versta atomplanet. Vigskillnaden
blir

4 _d_ 0520
sin 0 sinf o
=1—2sin26
= -2 92¢in20 = 2dsin6
sin 0

Konstruktiv interferens uppstéar om végskillnaden ar en multipel av vigliangden,
dvs

2dsinfd =mA\, me Z
Var finns m i den andra hirledningen? Det ar inbyggt i dpy; = {kubiskt gitter} =

—__a
h2+k2+12"

2.4 1D och 2D gitter

1D
von Laue: Ak -a =2rnh, h € Z,a=a(1,0,0)



= Ak, = 2Zh
For varje virde pa h definieras ett plan i k-rummet. Diffraktionsvillkoret &r
uppfyllt for varje Ak som borjar pa ett av dessa plan och slutar pa ett annat
eller samma plan.

2D

Ak -a=2rh , def planskara La, planavstand 2%

Ak -b =2rk , def planskara L b, planavstand = in
Villkoret uppfylls fér an vektor Ak mellan planskarornas skarmngshnjer Dessa
kallas stavar.

von Laue:

Exempel: 2D LEED (Légenergielektrondiffraktion)

Elektroner med 50 €V infaller vinkelrétt mot ytan av en Ni(100)-kristall. An-
tag attt diffraktionsmonstret erhalls mest fran det Gversta atomlagret. Hur ser
monstret ut?

Anm: Ni(100) &r nickelkristall skuren sa att dess yta &r parallell med planet
med millerindex (100).

Experimentet sker under vacuum (~ 107! torr) och ménstret tas upp pa en
flourescent skirm. For att rengéra kristallytan bombarderas den med ex Ar™
foljt av uppvarming for att licka ut skador orsakade av bombardemanget.

Ni &r fcc med a = 3,52 A. Om man tittar pa tva konventionella enhets-
celler staplade p& varandra ser man att ytan byggs upp av romber med sidan
%. Kristallytan &r alltsd ett kvadratiskt gitter. I k-rummet fas d& ocksi ett

27
a/\/i'
B = h%k?

2me

Med E = 50 eV fas k = 3,62 A", Betrakta stavarna i ett snitt fran sidan.

Fvaldkonstruktion av diffraktionsstralar:

1. Rita in k s& att spetsen tréffar en stav
2. Sl& upp en sfir (cirkel i 2D) med R = ||

3. Skirningarna med stavarna ger k’

Avstandet mellan stavarna &r a?’f/i = 2,52 A varfor sex mojliga k’ finns i

snittet vi tittar pa - en langs k, en tvirtom, tva snett uppat at varsitt hall samt

tvA snett nedat. De sneda k’ bildar vinkeln o med stavarna, sddan att
27w

a/V?2

k|

Vi far tva (sfariska) flackar pa skirmen. P& samma sétt analyseras andra snitt.

sina =
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2.5 Vilka k ger diffraktionsstralar?

Villkor Ak = k' — k = Gpp, samt |k| = |kK'|. Gpr spénner ett gitter i k-
rummet. I tre dimensioner fis punkter, i tvd dimensioner fas stavar och i en
dimension fas plan som vi kommit fram till tidigare. Det &r d&rfér en liten
chans att erhalla en diffrakterad strale med slumpmaéssigt vald infallsriktning
och vaglangd (slumpassigt valt k) i tre dimensioner.

Léon Brillouin (1889 - 1960 (?)) fromulerade ett anvindbart villkor for
diffraktion (sérskilt for elektronernas energier i kristaller). von Laues och Braggs
villkor (k' = k 4+ Gpp, k| = |K'|) ger

K)? = [k* + |Grul® + 2k - G

kGper — _ 1
. |Gl 2 |thl
Vi later 7thl — thl och far
CGhp 1
k IGhre| — 2 |G

Brillouins diffraktionsvillkor sdger darfor att k skall tréffa mittpunktsnormalplan-
et till ndgon reciprok gittervektor. Dessa plan kallas for brillouinzonplan. Den
volym i k-rummet som avgrinsas av de ndrmaste brillouinzonplanen kallas fors-
ta brillouinzonen (BZ). (Se Kittel, fig s 13 (bce) samt s 15 (fec)!) Forsta BZ for
sc dr en kub med en gitterpunkt i centrum.

2.6 Basens strukturfaktor

Kom ihag att kristall = translationsgitter + bas, samt att intensiteten

2 2
I = E fjefiAkq'j E efiAk‘rmnp
J m,n,p

e Om en atom i basen (i gitterpunkten): S = f

e Om flera atomer i basen kan strukturfaktorn S = 0 fast gittersumman
GS # 0, d v s en reflex tillaten av gittret kan slas ut p g a destruktiv
interferens i basen.

Exempel: Diamant, Si, Ge

Gittret &r fcc, basen: (0,0,0), $(1,1,1), dir a &r kantlingden i den konven-
tionella enhetscellen. For fcc giller



Ghi = 2 (h, k, 1),
dar h, k,l alla dr udda eller jamna. Eftersom vi har samma atomslag pa bada
platserna i basen fas

S=f (1 +e—z‘%"(h,k,l)-%(1,1,1)) = f (14 emiFUtktD)
8=0&F(h+tk+l)=m+m2m,meZ
Sh+k+1=2+4m

For foljande hkl fas flickar (ordnade i stigande h? + k2 + [2)

fce 111 200 220 311 222 400
diamant 111 220 311 400

Varfor ordna efter stigande h? + k2 + [2? Bragg:
2dpp sinf = A < sinf = 52— = {kubiskt gitter} = AVAZEEFHE

thkl - 2a

Exempel: GaAs, GaP

Gitter: fcc, bas: en atom (Ga) i (0,0,0)m en (As) i $(1,1,1).
faa # fas = ‘S| = |fGa - fAS| # 0,

Men exempelvis (200)-reflexen blir svagare.

2.7 Termisk rorelse (Appendix A)

Figur 1 pa sid 631 i Kittel visar att

e diffraktionen ar fortfarande véldefinierad vid T # 0

e intensiteten avtar n%r % Okar
B 2

I(T)=1(0 —— |G
() ( )GXP[ ng\ hkl | }

D-W
(férenklad modell, “Einsteinmodellen”, varje atom en harmonisk oscillator
med M, w)

Debye-Waller-faktor

Peter Debye (1884 - 1966), Ivar Waller (1898 - 1991, Sverige). Vid T' # 0 vibrerar
atomerna, s att

Trnp(t) = Ty +(t)

GS = Z e 1AK Tmnp(t)

m,n,p

— E e_iAk'r’m,np . e—iAk-u(t)
~——
m,n,p =1-iAk-u(t)+3

Serieutveckla andra termen i produkten
emtAku®) = 1 Ak -u(t) + L (—idk-u(t)’ + ...
och medelvirdesbilda

GS = emiBkrmn [ 1 —iAk-u(t) +3(—iAk - u(t))* + ...
N————

m,n,p 5

Ak =G



(G -u(t))’ = G2u2(t) cos?0(t), dir 0(t) ir vinkeln mellan G och u(t).

~———
=1/3
1-0- % 1G%2(t) + ... = e~ 6G°u*(1) (exakt, for harmoniska oscillatorn)

For harmoniska oscillatorn géller fér potentiella energin
U = 1Cu? = 3kpT, C kraftkonstant s a w = /<

=u2 = ?}C}BZ
= GS = GS(T = 0) - exp [~ 3 2567
= I(T) = 1(0) - exp [ 4257

2.8 Ny definition av begreppet kristall

Tidigare: kristall = translationsgitter 4+ bas.

Nu (1996): Substans som ger ett distinkt diffraktionsmonster.

D. Schectman skapade i-AlMn (legering som snabbkyls frén en smélta, i star for
icosaeder). Mn-atomen &r omgiven av 12 st Al-atomer i hérnen pa en icosaed-
er. Substansen gav ett distinkt diffraktionsmonster, men icosaedern ger inget

translationsgitter.

2D: Kakelmakarens problem: Hur ticka en yta med sa fa plattformar som
mdojligt utan att monstret upprepar sig? R Penrose gav en losning med tvé

plattor.
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3. Defekter

Indelas efter storlek

e Punktdefekter: vakanser, mellanligesatomer (ofta smé atomer, ex H i Pd,
C i Fe, dopdmnen i halvledare)

e Linjedefekter: dislokationer (ex halvt atomplan mellan ordinarie plan, avgorande
for hallfasthetsegenskaper)

e Ytdefekter: kristallytan (atomerna kan ha annan ordning), korngrénser

3.1 Vakanser

En atom som flyttas fran det inre av materialet till ytan ger en sa kallad Schotky-
defekt (kuriosa: Schotky - the Moses of Silicon Valley), medan en atom som flyt-
tas fran det inre till ett mellanldge ger en Frenkeldefekt. Vakansbildningsenergin,
E, = bindningsenergi i det inre - bindningsenergi pa ytan. £, > 0 eftersom det
finns fler atomer att binda till i det inre. Typiskt £, ~ 1 eV. Forekomst och
antal (halt) dr begripligt m h a termodynamik.

F=U-TS,
dir U &r inre energin, S entropin. Det kostar energi att bilda vakans, men
entropin 0kar samtidigt.

AF =AU —TAS

=nE, — Tkpln ;o
dér antal vakanser n < N, antal atomer. Samtidigt & N > 1,n > 1, N—n > 1.
Stirlings formel

In(N)~ NlnN — N
ger

AF =nEy,—kpT[(NInN — N)— (nlnn —n) — (N — n)In(N —n) — (N — n))]
Bestdm minimum (extremum) av funktionen AF = AF(n)!

O:% =FE, — kgT {—lnn—l—l—ln(N—n)—(N—n) —1 ]

N-—n
=E, — kgTlh =2

N-—n By
:ekBT




Exempel

Ey, =1eV, kpTrumstemp = 25 meV
Do o 00m = =40 g 1016
n = 035 — ~
T =1200 K
= kpT = 100 meV
= & =10"*
d v s starkt temperaturberoende.
Man kan erhalla information om FE, pa olika sitt:
1. V ={sc} = Na*

AV = ANa® +n - 3a*Aa
AV _ AN A
T =% 3

_ 13 s AV _ 3Al
V=10= 5=
Satt AN =n

_ aAl A

= § =39 -3¢
Mit langdutvecklingen (%) med laserinterferens och gitterparametern
(22) med réntgenstralning vid olika temperaturer. In £ plottas som funk-

tion av % vilket ger en rét linje med lutning kE—;

. Billigare metod

(a) Hall en trad vid hog temperatur, T},

(b) Slépp ned traden i exempelvis flytande kvive (77 K). Atomerna hin-
ner inte ordna om sig.

(c¢) Resistivitetsskillnaden Ap = ps — p; o< n vid T}. (Resistiviteten hos
den snabbkylda traden ps > p; som &r resistiviteten hos en langsamt
kyld trad.

Upprepa for olika, T}, . Ledningselektronerna stors av kollision med vakanser-
na. Avsitt Ap(T,) mot 7~ for att fa E,.

. Mat Cy vid hoga T'.

__au
Cv =G5

_ By
AUvakanser =nk, ~ Ne FsT

. For exempelvis NaCl eller KCl kan vakanserna observeras optiskt. Varm

saltet i nirvaro av en alkalimetallanga (Nat, K*) = CI~ dras till ytan for
att forena sig med Na™. Grannjonerna ger upphov till en potentialgrop
som kan héalla en elektron bunden, men 16sare &n 6vriga valenselektroner.
Denna elektron kan exciteras med ljus i det synliga energiomradet. Koksalt
blir vackert gult.



3.2 Diffusion
Exempel: Ci Fe

C i mellanldigen mellan Fe-atomer.
2 CO — C + CO, (katalytisk sjalvoxidation)
Den ensamma C-atomen diffunderar in genom ytan pa jarnet. Mellan Fe-atomerna
ligger C-atomen i en potentialgrop. For att den ska “hoppa” till ndsta mellanlige
krévs energin Ep (aktiveringsenergi for diffusion).For C i Fe ar Ep ~ 0,9 €V.
Hoppforsoksfrekvensen f = vibrationsfrekvensen (~ 10** s71).
E

— =D
Sannolikheten att atomen har en energi £ > Ep &r e *5T.

E
Antal lyckade hoppforsdk: f ¢"FRT.
Antal atomer i lammell vid z: N(x)Aa, dir A &r den betraktade arean, a r
avstandet mellan Fe-atomerna, N (x) titheten av C-atomer.
E

Antal hopp &t hoger per sekund: AaN(x) fef’clTDT
E
Antal hopp &t vinster per sekund: AaN(z + a) fef’CB—DT

Fortséttning foljer pa4 mandag, men resultatet vi d& skall f4 fram &ar

E E
I = [N(z) — N(z + a)] fef’clTDT = — [afekB_DT} AN D kallas diffraktion-
—_gdN
e =D
skonstanten.
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3.2 Diffusion (forts)
Exempel C i Fe (forts)

Vi hade hopp at hoger
N(z)Aafe Er/ksT
och vénster
N(z + a)AafeFr/keT
Nettopartikelstrom at hoger
I = [N(x) — N(z + a)] Aafe=Fr/ksT
Taylorutveckla
N(x+a)~ N(x) —i—a%
sé fas partikelstromtdtheten at hoger
J=1 _ _[q2feEp/ksT]| dN(x)

dz

=D=Dye—FD/kBT
(Notera diffusionskonstantens starka temperaturberoende!)
Vi har saledes fatt Ficks lag:

Hur ofta hoppar en atom?
Vid rumstemperatur, bade hoger och vénster

2fe En/knT — 9. 10409 eV/0,0025 eVl g 141 o 1915 f
Vid 1200 K:

2.104—09 eV /0,1 eVS-l ~ 1055-1

Hur langt kommer atomen?

Efter n hopp:
Xn = Xn,1 +a
Medelvérdesbilda Gver manga forsok:

X2=X2 | +a®>+2aX, 1 =X>  +a®
N——
=0

= X2 = na?



n=2fe Ep/keT ¢

X2 =na?=2a%fe Fr/ksTy
—_———

=D
= /X2 =+2Dt
2

2
n
N(x,t) = 4717Dte’th

Sjilvdiffusion
Exempel Aui Au

Sker frimst genom att vakanser flyttar sig. Aktiveringsenergi F 4.
e—EA/kBT — e*EV/kBT . e*E},/kBT
~—_—— —
Py P,

dér Py &r sannolikheten att atomen har en vakans till granne och P, &r san-
nolikheten att atomen da emmigrerar till vakansen. Detta kan m&tas med hjilp
av radioaktiva isotoper.

3.3 Dislokationer (linjedefekt)

Avgorande for hallfastheten.
Hur mycket belastning tal en kristall utan att deformeras? Man kan ténka sig
att d& man drar i en kristall den glider (eller skjuvas) i ett glidplan. Glidplanet &r
ett tatpackat plan ((110) f6r bee, (111) for fec). Det uppstér da en skjuvspinning
T=GY,
dir G dr skjuvmodulen (materialkonstant, Al: G = 2,5 - lollc%r% = 2,5
1010%12) och £ &r skjuvvinkeln vid smé forflyttningar @ (d &r planavstandet).
T = Timag SID (2—”:3) ~{r<a}l 'rmaz%’rm
= G5 = Trnas 2T
Om a ~ d fas Tmee = =G ~ £. Detta ger, teoretiskt, for Al
(Tmaz)teoretiskt ~ 10"z,
men det experimentellt uppmétta virdet ar
(Tmal’)uppmé',tt ~4- 105%.
Det skiljer en faktor 10* pa viirdena. Glidplan &r alltsd inte avgdrande for hall-
fastheten. Anledningen &r att en mindre del av kristallen ror sig.

Analogi Tva sitt att flytta en matta

e Den starke (Emil) drar mattan langs golvet.

e Den fortdnksamma (Emilia) skapar en bula pad mattan och flyttar bulan
tills hela mattan ar flyttad. Kraften som krévs &r betydligt mindre.

Tva huvudtyper av dislokationer

e Kantdislokation. Ett halvt atomplan instucket mellan tva plan. Kanten
for halvplanet kallas dislokationslinje och dr centrum for defekten (linje).



e Skruvdislokation. Atomplanen dr som planen i ett parkeringshus. Bild-
ningsenergi ~ 1 eV / atomplan som dislokationslinjen passerar = stor
energi, forekomsten kan ej forklaras enkelt.

Burgers vektor, b

Fas genom att ga runt dislokationslinjen (n, steg &t hoger och vinster, n,
steg uppat och nedat) och b dr vektorn fran startpunkten till slutpunkten. For
kantdislokationer dr b | dislokationslinjen och Eg;sor o |b|2 (jamfor fjader).
For skruvdislokationer &r b || skruvens axel.

HAllfasthet

For att erhélla hog héllfasthet skall man hindra dislokationerna (D) att rora sig.
Metoder:

1. Sma korn = D har svart att rora sig 6ver korngriansen
2. Utfallningar av harda partiklar, t ex karbider
3. Mekanisk bearbetning (smide) = hérvor av D som laser varandra

God hallfasthet férsdmras vid hog temperatur

1. Korn vixer
2. Utfallningar 16ses upp

3. Atomerna lagrar om sig och antal dislokationer minskar
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4. Vibrationer
1. Dispersion, w(k)
2. Bidrag till Cy

3. Bidrag till virmeledningsformagan, A

4.1 Dispersion, w(k)

Betrakta en kedja av likadana atomer sammankopplade med fjadrar med fjaderkon-
stanten C. Antag att endast nirliggande atomer dr sammankopplade (detta ar
en approximation). Varje atom s kan displaceras us. Newton (ma = F):
mils = C [ust1 — ug] + Clus—1 — us] = Clugy1 + us—1 — 2uy]
Ansétt vaglosning
u = uoei(k:xfwt)
Inséttning ger
—mw?u = C [e“m 4 ika —2] u
etk 4=ika _2 = 2 coska — 2 = 2(coska — 1) = —4sin® £2
= mw? = 4C sin? k—;
S w= \/% |Sin %’1|

Observationer

, * = sa for atom s.

1. Kedjan propagerar vagor endast for w < wmqe. FOr w > wine, maste k
vara komplext och en ddmpad vag fas.

2. vy = fli—‘;é = 0 for k = +7. Varfor? Diffraktionsvillkoret uppfyllt: k - G =

L2 Tap 5 (7 27 _ 127 _ 2 8 £3
5G°. Hir 8r G = =7 = k = 57 = 7. En staende vag fas.

3. Alla mgjliga sviingningar beskrivs med hjilp av k i ett intervall 2Z langt
(ex —Z <k<Z).

Ug = uoei(k’sa*“’t) = uoei([k'i'%m}sa_“’t) — uoei(ksafwt) eim~27rs
N——
=1
Ogonblicksbild, ¢t =0
Ug = uoezksa

Rus = ugcosk sa
~—~

=x
Exempel:k:ﬁ:k’:k+2§:fa+2§:9” k/AI:27T:>ACE:ga

4a?
Béade med k och k' fas i gitterpunkterna samma Rus.



4. Sma k: w = 1/ C sin ka 2 1/40 ka _ Cazk o k. Jamfor med ljudvagor

i elastiskt medlum
. _ |E C/a
Vijud = A/ 5 7\ m/a?

k — 0= X — oo (langvagsgrins)

5. Tre slags moder, u, longitudinell svingning, u,, u, transversella svingningar.

Wiongitudinell > Wtransversell

6. Med tva olika atomer i kedjan fas en optisk gren i w — k-diagrammet.

Denna gren har maximum for k = 0, Wnee = 210 ( L4 P ) Kan dras

igang av en elektromagnetisk vag (k ~ 0) om det ar joner i cellen med
olika laddning.

7. Kvantmekanisk svingning med frekvens w = kvantisering av vibrationsen-
ergin i kvanta fiw: fononer (jamfor fotoner).

8. Bestamning av dispersionsrelation w(k).Spridning av neutroner (1960-
talet):
Ein = Byt + hw(k), kyt = ki =k (eller £Gppy)

4.2 Bidrag till Cy

Definitionen &r
Cy = U
YAl : . .
Klassisk fysik ger (6N frihetsgrader, energin 5kpT per frihetsgrad)
Cv = [6N - 1kpT| = 3NkpT
Experiment visar annorlunda!

e Metaller: Cy = oT + BT, dir den linjira termen kommer fran elektron-
bindning

e Isolatorer: Cy = 813

Tva modeller for att beskriva fononbidraget till Cy:

Einsteinmodellen

Varje atom svinger med samma frekvens, wg (parameter). (Negligera dispersio-

nen.) 3N rumsliga fr1hetsgrader ger
U=3Nhwg 7ehwE/k53T*1
—_——
Plancks fordelningslag
ewE/kBT, hwE

Cy = W = 3Nhwp iy

ehwp/kpT _ 1)
hwg < kT = Cy =~ 3Nkp
hwg > kpT = Cy —0,da T — 0



Debyemodellen

Antag
wk) =v-k,
dar v ar ljudhastigheten.

1
U=3) hwy chon kT _ |
k

1. Omvandla summan 6ver k till en integral.

2. Overga fran integral 6ver k till integral dver w.

Hur méanga k-vérden finns i intervallet —Z= < k < T (1D)? Periodiska randvil-
lkor, kedjan upprepas periodiskt, kréver u(sa) = u(sa + L).

Vi hade t =0

u(sa) = ugekse

u(sa+ L) _ uoeik(sa+L) _ uoeiksaeikL
Randvillkoret kraver harmed att

eikLzl
=kL=n-2n,neZ
= Ak=2C

L
Antal moder (k-varden) i intervallet:
-2 _ L - N

27 -

L
(Fortsattning foljer...)
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Fortsittning, debyemodellen
1D: Y — L& [, dk
k
3D: > = (&) [dk= (L)’ [i” ank?dk = N

K
=N = 8L—3347r%
Med L3 = V fas debyevektorn

1
ko = (672 8) 1,

debyefrekvensen
wp = ’UkD
och debyetemperaturen
Op = ker
b 3N w?
:>Z—>— dek— 0 k—g—dw
H,_/
D(w)
D(w ) ar tlllstandstatheten
=357 dWW
cy dU _ 3f h ehw/kpT. k;;wT

(eh'“’/kBT 1
xXWw
. _ hw
Satt © = TaT

3
= Cv = 9Nkg ($2L)" [ doa =55
€]
*{GTD_ID_ZT}_QNkB< ) fOTDdJJ:c‘l(emil)z

Om T < Op: Cy = 2= Ny ( )
o

©p
T

Om T > Op: vagNkB( ) ———— = 3Nkp

[1+m] 1)

4.3 Viarmeledning p g a fononer

I isolatorer leds virme enbart av fononer. Debye anvinde resultat fran kinetisk
gasteori for att beskriva fononbidraget till virmeledningsformégan. Flodesta-
theten

Ju= AL,
dér virmeledningskoefficienten



A= L1Cwl,
Car V'alrfq}lekapaciteten per volymsenhet, v medelhastigheten och [ fri medelvaglangd
(partiklar).

Lat ¢ vara virmekapaciteten fér en fonon / partikel. Partikeln ger upp energin
c¢AT vid kollision efter att ha fardats stréckan [.

AT = %lm = %vwr,
om 7 dr relaxationstiden. Nettoflodet av energi blir

Ju = fnvicr‘é—g,
dar n &r partikel- / fonontétheten.

A =nvZer = %RFCT
For fononer dr hastigheten samma for alla partiklar (enligt debyemodellen), sa
att

A= % Qe v T, = %Cvl

Normala kollisioner begrénsar inte X. (Kin,1+Kin,2 = kut, iwin,1+Awin,2 = hwy:
Energiflodet &ndras inte.) Det krévs anharmonicitet for kollisioner. Umklapp-
kollision:
kut =king +kin2 £G
Hoga T°:
1

1
N fononer < 1y 1 n™~T

5. Elektrongasen

Metall - 1attrorliga valenselektroner = gas av elektroner.

5.1 Frielektrongas
Antaganden:

e valenselektronerna bildar en gas av fria partiklar som ej vixelverkar med
jonerna eller med varandra,

e Fermi-Dirac-statistik
e pauliprincipen
e ytbarridr som hindrar elektronerna att limna metallen

Detta ar en ganska korkad modell eftersom det maste finnas ett starkt failt
fran jonerna (= e ej fria) och coulombkrafter mellan elektronerna (= de ar
ej oberoende av varandra). Modellen fungerar dock for att beskriva elektron-
bidraget till bade termiska, magnetiska och optiska egenskaper. Sarskilt giller
detta for metaller som har s- och p-elektroner i yttersta skalet: alkalimetallerna,
Ca, Mg, Al, Zn... (néra frielektronliknande).



Fasta tillstandets fysik

Féreldasning 10, mandag 9 februari 2004

5. Elektrongasen (forts)
Approximation: Jellium (Geléium), modellmetall for elektrongasteori, “fram-

stélls” genom att man mal de positiva jonerna till en homogen bakgrundsladdning
(utan struktur).

5.2 Tillstandstathet

Schrodingereky:
LNV U = BV
Ansétt
U = Aeikr
R’E?
=5 tU=FE

Tillstdndstatheten i “energirummet”:
N(E)dE = 205 d’k,
dar tvaan dr “Paulis tvaa” (d v s tva elektroner i varje rumsvagfunktion [spin

2
ar volymen i k-rummet. F dr konstant pa en sfirisk yta i k-rummet. Anvind
d*k = 4wk?®  dk
N~ M~~~
yta tjocklek
_ v 2_ 1

473

upp respektive ned|), # = (L)3 ir tillstandstitheten i k-rummet och d3k

Ur 16sningen till schrédingerekvationen fas

dE _ B’k

dk m

= N(B) = =38k = 2278/ 3 (E - U)
Satt U =0

= N(E)=CVE
2D:

N(E)E =2 5oy &’k

N =2mhd

= N(E) = (277)227deE1/dk =cm=C

1D:

— L
N(E)=C 75
Fermi-Dirac-statistik: (Kittel, Appendix D)

Beséattningstalet



[(BE,T)= Wlkgma

dér kemiska potentialen, u, bestims av att
[ dEN(E)f(E,T) = N,

dér antal elektroner, N, ges av

N = Nyalenselektroner * Natomer

Lat T'=0 . 5 5
om <pU=ELp

f<E’T:0):{ 0 om E > Ep
Ey kallas fermienergin.

N = [*dEN(E)f(E,T =0) = [.°" dECVE1

2 3] Fr 25 _ 2

=C [gE}O = C2E: = 2ExN(Ep)

= N(Er) = 32-

By = "5k,
kr ar fermivagvektorn. Ep fas lattast genom att {orst berdkna kp och dérefter
EFOCh N(EF)

(Kuriosa: Enrico Fermi var forst med kontrollerad kirnreaktion. Han dog i
cancer...)

I foljande uttryck &r tvaan Paulis tvaa, g dr tillstAndstéitheten och 4%k &r
volymen i k-rummet:
_ oV _4r;.3
N =255k

1
= kF = (371’2%) 3
Exempel Er for Al

Al ir fee (fyra atomer per cell) med @ = 4,05 A och valensen 3.
1 -
kp = (3n243)% = 1,75 A :
Ep = £ k2 = 3,81k% = 11,6eV
_ 3N _ _33 €
N(Er) = 23Ep ~ 2.11,6 atom eV
kT

Eftersom "2~ <1 &r p svagt T-beroende. (7' = 0) = Ep.

Ovning: Kan en Na-kristall diffraktera sina egna valenselektroner?

Omformulering: Skir fermisfiren nagot brillouinzonplan? Na ar bee vilket med-
for att

Gri = %Tﬂ(h, k,l), h+ k + 1 jimnt.
Kortaste G-vektorn dr darfor

G = 22(1,1,0)

= |G| = V2
Jamfoér med kp. Na har en valenselektron och bee-cellen innehaller tva atomer,
s& att

b = (om24) | = 0

Gl = 22> £ (8)
Fermisfiren nér inte fram till nrmaste BZ-plan s ingen diffraktion dr mdjlig.

W=

e Experiment visar att alkalimetaller har fermiytor (E(k) = Er) som &r
ungefér sfiriska.

e Al: Fermisfiren skir tvi BZ-plan



5.3 Bidrag till C

Klassiskt: Cyo- = 3N kp. For metaller visar experiment att Cye- &r mycket,
mycket mindre! Detta forklarades av W Pauli.
_ dU
Cv =%

1 ~ =
U(1) = U(0) ~ 5N(Er) - 2kpT k5T,

T —
dér den forsta termen &r antal elektroner som &ndrar energi och den andra &r
energidndringen per elektron.
Cye = % ~2N(Ep)k3T o< T
Mer nogranna berdkningar ger

Cye = 5N (Ep) k3T T

— 3N

P

Satt Ep = kgTyp
T

2
= Cye = 5Nk | =—
v,e 2 B<TF>

——
<1
Frielektronmodellens ofullstandighet visar sig av att Yewp 7 Vecori (Cv,e- =~T).

2 272 272
_ 2 _ _ hkn | _ m"kgNm
VYteori = %N(EF)kB - {EF - F} - hgkf, €

2m
Stt et = ™ m* kallas termiska massan. For nira-frielektronmetaller r
%* =1—-2, # 1 pé grund av vixelverkan med joner, elektroner och fononer.
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5.4 Elektrisk ledningsférméiga

Newtons ekvation:

d d _ 3 dk
=—cE =p
Slapad Evidt =0; vid t =7 &r
Ak = 7;LE7'
= Av = -1

Fermisfaren pa dfift, men kommer inte si langt. Lat 7 vara en karakteristisk tid
mellan kollisioner, dir elektronerna forlorar den tillférda rorelsemangden. Med
elektrontdtheten n fas stromtitheten

2
ner

J=n ¢ Av= E
~~ m

=—e

—o0
Drude: o dr ledningsférméagan vid konstant filt E. Fria medelviglangden

I =vpTy 1 ~100 A, vp ~ 10° m/s
Tidsberoende filt

Sl& av faltet:
J(t)=Jge /T, dvs
47+ 1J =0 utan filt
4J+1)=2F med filt

m—v+ Ty = ¢E
~—~—
=md fr.ilction =F
Antag J ~ e~%!
= —iwJ +1J = ZE
J=-E
—wWWT
For optiska frekvenser, wr > 1, bade accelererar och retarderar filtet elektroner
pé deras vig mellan kollisioner.

Temperaturberoendet hos oy(7)

Metaller: 7(I) begrinsar kollisionen med fononer (dominerar for ren kristall),

fororeningar och defekter. Hog temperatur (rumstemperatur):
1 _ ehw/kBT 1 hw 1

T fomomer keT X T
Lag temperatur:

0O X



5
po = 0—10 x (%) , aven har fononer (w = %), k' =k + kfononer

Vid laga T (T < Op) &r bara smé w-fononer tillgingliga (w < wp)

hw = ck = bara smé vagvektorer
Sma k &r ej effektiva for att “véinda” elektronerna. For lite hogre 1" dr dessa sa
kallade umklapp-processer mer sannolika.

k2 = kl + kfonon + thl
Med fororeningar:

p(T) = pren(T) + Poren

——

ej T-beroende
Ett grovt méatt pa defekttithet dr darfor kvoten mellan p vid rumstemperatur
och vid 4 K:

PRT

1K _ . .. . - - .. o
Varfor ar det e -jonkollisioner och inte e -e -kollisioner som begransar o(?

e Elektrongasen ar ju tit, si det borde finnas gott om elektroner att kollidera
med... FEL!

e Elektronerna vixelverkar med starka krafter med lang rackvidd... FEL!

1. Om E bara &r nagot storre &n Er: Antag att tva elektroner med vagvek-
torer k; och ks kolliderar med varandra och resulterar i vagvektorerna ks
respektive k4. D ar ky + ko = ks + ky, samt €1 + 5 = €3 + 4. P4 grund
av pauliprincipen kan de flesta elektroner inte deltaga i sddana kollisioner,
bara de som ligger i nirheten av fermiytan.

2. “Skiirming” reducerar vixelverkan. Coulombpotentialen % — %e’o”’, Q

Okar med n.

5.5 Elektrongasens optiska egenskaper

En metallyta bestralas med intensiteten Iy. Den reflekterade strélningen blir
R, Iy. Bortsett fran elektrondvergangar beror R; pa w i stort sett pa foljande
satt

R, ~ 1 ,omw<w,

0 ,omw>uw,
dar w, &ar specifikt for varje metall. Minskningen beror ej pa absorption. En
tunn film av t ex Al blir transparent for hw > 15 eV. For natrium géller detta
da hw > 5,7 eV. Forklaringen till detta ar att vid ndrvaro av ett elektromag-
netiskt falt ror sig elektronerna sa att filtet skdrmas ut i metallen och stral-
ningen reflekteras. Over en viss frekvens #r detta inte mojligt pa grund av att
elektronerna inte kan rora sig tillréckligt snabbt for att skirma ut féltet. Den
kritiska frekvensen kallas plasmafrekvensen, w,.

Fréan optiken har vi att

2
N-—1
Rl_‘ )

?

= |NF1
dir N = n + ik ar det komplexa brytningsindexet.
_ (n=1)%4k?
= B = e
Maxwell:
dE cE
H = = A:E‘Jl A —
V x J o + £ p { E%—}t‘: ,
ledningsstrém . . Y
forskjutningsstrom



oo
R 1—iwT
€ = Ejon€o
Optiska egenskaper beskrivs av nagon av foljande:

a':

e ledningsférméga (konduktivitet): o = o1 + iog
o dielektricitetsfunktionen: ¢ = ege, = go(e1 + ie2)
e brytningsindex: N =n + ik

Det giller att

N2 =¢,
oE = s%, dvs
o = —iwe = —iweg(e1 + iea)
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5.5 Elektrongasens optiska egenskaper (forts)

Vi hade att

o =01 +102 = —iwey (81 + ié‘g),
—_——
=&,

det vill siga
01 = WEQE2

09 = —WEpPE1
och dven, sedan tidigare
— ne T
o= 1— Z(.u‘l” 0o =

Vad blir ¢, for elektrongasen” Inséttning ger
o — W *€0€jon = Zu)Eoé‘T
‘3—: wE  —g =c
= 7otz (L +iwT) — iweogjon = —iweo(e1 + i2)
Identifiera real- och imaginardelar:
— _ OG0
€1 = Ejon eo(1+w?72)
€g = — 05—
2 eo(14w?72)
For optiska frekvenser giller da
Ejon ~ 1, u)T >1
=14 w?r? ~ w?r?

2
2 w. 2
— ooT ner/m_ ne _ P __ mne
=e=1-— =1 — =1- s =1— %, wp,=2%
eow?T eow?T meow w gom
2
c _ne‘r/m_wp 1
27 ot T wlwr

For att berokna R behover vi N =n + ik
gr = €1 +ige = N? = (n +ik)? = n? — k? + 2ink
Identifiering ger
g1 =n? — k2
€9 = 2nk
Vi kan se att )
w S wp = e litet, <0:>n<<1:>RL—W 1
W w,=elitet, e >0=>n~=1,k<n=R =0

5.6 Plasmasvingningar, plasmoner

Antag att en lamell av elektrongas forskjuts en stricka x i forhallande till den
positiva bakgrunden (utsmetade joner). Ett elektriskt filt uppstar med falt-
styrkan



E:i:nexA_M

Aegg Aeg = €o ?
dir @ = nexA dr den laddning som jonerna i volymen x - A har och A &r
lamellens tvérsnittsarea. Newton:

mi = —e . REL — __ne

E0 EQ
Ansatt
T = xosinwt
2
= —mw? = -1

2
2 ne
= ( = o _()p

Plasmasvingningar och deras energikvanta, hw,, kallas plasmoner. De lyder
Bose-Einstein-statistik (liksom fotoner och fononer). Men
1

Mplasmoner = hw/kpT 1
ar valdigt litet varfor plasmasvingningar ej férekommer spontant.

Repetition av frielektronmodellen for metaller
Framgangar

e Virmekapacitiviteten

e Virmeledningsformagan

o Elektrisk ledningsféormaga

Brister

e Skillnader mellan metaller och isolatorer (p,ctan = 107100 em, p;sorator ~
10%7Q2 cm)

e Elektrontransport i ndrheten av magnetfalt

5.7 Hallspénningen

+ + + +
B
I ? d
E s
4 H \
v
Halleffekten
F=qvxB
J =ngv
Vid jamvikt giller att
quB = qEq
Hallkoefficienten



Ry = %; Vg = Ryl
Experiment visar ofta ett annat resultat for material som annars beskrivs vél
av frielektronmodellen. Vi behéver en mindre naiv modell! (Se foreldsning 13

for en béttre redogorelse for hallspanningen!)

6. Elektroner i periodisk potential

6.1 Energigap dir diffraktionsvillkoret dr uppfyllt

Vid atomernas positioner kinner valenselektronerna av en potentialgrop. Djupa
potentialgropar kan ge bundna tillstand. Betrakta forst en potential med grun-
dare gropar. Om elektronens vaglangd ar betydligt storre dn avstandet mellan
atomerna (k < 2, X >> a) “ser” elektronen ett medelvéirde av potentialen U (x).
Da blir energin

B = 1’2
2
For k = m% uppfylls diffraktionsvillkoret (k - Gipo = %|G100|) och stiende
vagor fas:
_ iZx —iEx\ __ 2Acos (%x)
i = A5 £ et) _{ i2Asin (Zx)

|\I/+|2 = 4A? cos® (Zx)

|W_|* = 4A4%sin? (Z2)
|W > och |W_|* &r métt pa elektrontitheten i z. Perioden &r densamma som
for potentialen U(x) och for en av vagfunktionerna kommer elektrontétheten
vara liten (noll) vid maxpotentialen, medan den for den andra vagfunktionen
kommer att vara stor. Det blir dirfor en skillnad i elektronens energi beroende

pa vilken av de bada vagfunktionerna elektronen lyder. Ett energigap uppstar i
k=+Z,
a
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5.7 Hallspinningen (igen)

Referera till figuren i forelasning 12, med tilligg att hojden pa ladan ar W,
djupet ar d, kraften pa elektronen pa grund av magnetfiltet &r F 5 och kraften
pa grund av elfdltet dr Fp.

Fp=qvxB=qB(& x 2) = —quBy

Fg=qEn =qEny
Vid jamvikt:

Fp+Fg=0% (—quB+qFEn)j=0
Strommen

I =WdngEy /B = {Vg = EgW} = 24y,

= Vg = L BI

nqd

~—
=Ry

6. Elektroner i periodisk potential

1. A > a, U(X) liten effekt = E = %kQ (fri elektron)
2. k= +Z, diffraktionsvillkoret uppfyllt, e’** — +e=

Ua(a) = e b eihe = (= 2} = { 2cos (( 9;))

6.2 Energigapets storlek

Normera U4 (z):
[av|wi]? =1

Sw, = \/gcos(ti) oo
z\/;sm( G:c) ¢

Lat Hy = — 2 &

2m dx? "

) HoVy(z) +U(z) ¥ (
4 o (o) 1 UG
Tag (1) - Ui (z) — (2)- ¥ (z

= Il +12 E+ — E_,
dar

I = [dV (V% (2)Ho Vo (z) — U* (2)HoV_(x))

)=E. ¥, (z) (1)
)ZE V_(z)  (2)

T
) och integrera 6ver rummet

T



=21 (1g)®. /dV (cos < Gx) — sin? (%m))

=cos(Gz)

L= [V (W ()0 ()0 (2) - V- (@)U ()T (@)

=2 [dVadVU(X) (c052 (§Gx> — sin” (%Gw))

=cos(Gz)
Valj x s& att U(—x) = U(x)!
= =2 [dVU(2)e'“" = 2Ug,
Uc &r fourrierkomponenten i U(z). Vi far bandgapet
EL,—-E_ =2Uqg,Ug <0
Ug kan uttryckas i de enskilda jonpotentialernas fourrierkomponenter.

Ur) = Z?)(x —z;),

J
dér v(p) &r den enskilda jonens potential, och z; &r positionen for jon j.
Ug = + fdvz xfx ) —iG(a—1;) ,—iGr;

Med totala volymen V = NQey, dir N &r antal celler och Q.. &r varje cells
volym fas

1 ) 1 )
U = = /d v(p)e”iGP N emiCE
G oot pv(p) NZ

J

Ve —
kristallsumman
r; —=r;=ma+nb+pc+ R;:

Y gl

gitter bas

Zesz rj _ Zesz ‘R; Z esz (ma+nb+pc)
bas gitter
———
=S* =N

= Ug = UGS*
S* kan vara noll om det finns mer #n en atom i basen. (JAmfér med Spy =

ije—ither_)
J

6.3 Beridkning av F(k)

A Blochteoremet (utan bevis)
Periodisk potential = Wy (r) = uk(r)e’™ T, diir uk(r) har gittrets period-
icitet, det vill séiga uy(r + ma +nb + pc) = u(r) = |V (r)]* = |ux(r)]?,
lika i alla celler.

B uk(r) och U(r) ar bada periodiska, si utveckla i fourrierserier:

I') — Z UGjefiGJwr

Uy Eage’Gr:>\I!k Zagekc)r
j

C Sitt in i SE (lat £ =1)
*VQ\Ifk(I‘) + U(r)\I/k(r) = E\Ilk(r)



= Z [(k o G])Z o E] anei(kaj)-r + Z UGianei(kfci*Gj)-r =0
J i,J

Multiplicera med %e’cp'r och integrera 6ver rummet! Eftersom

% deeiGp-refiGj-r — 6GP,GJ-

reduceras SE till

(k= Gy)* = Flag, + Y Ug, a6, =0

j
Ingen approximation hittils! P4 grund av periodiciteten har vi fort 6ver
DE till ett system av vanliga ekvationer, en ekvation for varje G,,.

1. Forfardiga en potential
Ur) = Zujon + medelpotential p ga andra valenselektroners inverkan
J

approximation, jobb for specialister

2. Utveckla U(r) i fourrierserie
3. Ansitt vagfunktionen Wy (r) = Zagjei(k_c’f)'r med s& manga termer

j
som datorn klarar av eller som verkar rimligt. Los for Wy(r), gor en ny
potential, U(r), (beror pad ¥y (r), de andra elektronerna) och iterera till
konvergens.

Exempel Enkelt fall for papper och pennal

Satt Ug, = —Uqg_, # 0, 6vriga Ug, = 0. For 1D:
u(z) = ug, e 9T fug_, e = 2ug, cos Gy
Ansétt

Uy (z) = ag,e™ + ag, k=&

)z

p=0: |(k— Go)*—E|ag, +Ug, g, +Uc_,ag, =0
~~~ ~—~
=0 -0
<~ AGo (kZ - E) = —ag, UG71 = aGlUGl

p=1 [(k — G1)2 — E] ag, +Ug,ag, +Ug, ag, =0
—~—
=0

<~ aGoUGl = —Qag, [(k — G1)2 — E]

= (E—k?) [E — (k—G1)?] = U%, allméint
Lat k = 1G; (vid BZ-plan)

E= (%Gl)z + Ug, (Energibandgap vid k = 1G1)
Allmé#n 16sning

QG2 _ K*-E _ E—K

== = varierar fran 0 till 1, det vill séga k varierar fran 0
Go UG _q UG _q

till 1G. (7)
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6.4 Energibanddiagram

Studera figur 4, sid 238 i Kittel! P4 grund av gittrets periodicitet finns inget
specifikt ritt viarde pa k. Vardet dr obestdmt upp till en reciprok gittervektor,
G. Det ar bekvamt att aterfora k till férsta BZ

k' =k+ G,
dar kK’ ar k-vektorn i forsta BZ och k dr den obegrinsade k-vektorn. Det reduc-
erade zonschemat erhalls da.

Exempel 2D, kubiskt gitter

Férsta brillouinzonens begrénsningsyta blir en kvadrat med centrum i origo och
sidan 2 =t. Energini k, = 7 &r

Fo = 35k = 35 (3)°

1. Betrakta intervallet k, = 0, —2% < k, < —Z. k ligger da utanfor forsta
BZ och vi aterfor med k' = k + G. Energin i intervallets granser blir
E:%k2:2h—2(k‘l Qﬂ)2:{4E0 ,om k; =0

m AT a Ey ,omk, =12

2. Betrakta intervallet k, =0, 2% < k, < 3T

. ;L 2m\2_ ) 4Eo ,omk; =0

E= (k )_{9E0 ,omk, =7
3. Betrakta intervallet k, = =28, 0 < k, < T

_ R (2 2r\2\ _ ) 4By ,omk; =0

E_2m<kx+(a))_{5Eo ,om k, = T

Metall eller isolator?

Hur méanga tillstdnd finns det i ett band? Periodiska randvillkor (period L) ger
for 1D:

k=m% mec2Z

Ak:—Ze' I1BZ: -2 <k<?Z

;:?Z = A = N = antal celler

Samma i 3D, N k-tillstand per band, det vill siga 2N tillstdnd per band (tva
elektrontillstind per k-tillstand, med olika spin).

Om valenselektronerna precis fyller ett eller flera energiband medan de 6vriga
ar tomma har vi en isolator. (Energigap mellan banden nédvéndigt.) Ett svagt




elektriskt filt kan inte lyfta upp en elektron Gver energigapet och ingen strom
erhélls.

Kristallen kan vara en isolator enbart om antalet valenselektroner dr jam-
nt. Aven om detta #r uppfyllt kan kristallen vara en metall, om energibanden
overlappar varandra, ex alkaliska jordartsmetallerna Be, Mg som har tva valense-
lektroner per cell, men energiband som &verlappar.

Om antalet valenselektroner &r udda har vi alltid en metall, ex alkalimet-
allerna Na, K som har en valenselektron per primitiv cell. (Observera att detta
endast giller kristaller!)

Exempel Diamant, Si, Ge

Tva atomer per cell, med jimnt antal valenselektroner (2m), det vill siga 4m
valenselektroner per cell. Energibanden Gverlappar ej. Dessa material dr darfor
isolatorer.

Exempel 2D, kvadratiskt gitter, en atom per cell
Lat gittret ha gitterparametern a.
1. En elektron per atom, plats for tva elektroner per atom i forsta BZ
(a) Fria elektroner:

o\ 2
Tk =1 <_7T)
~—~ a
——

Fermisfarens area

2
:>]€F:\/j§
™

~—

1:a BZ area

<1
Fermisfaren far plats helt och hallet i forsta BZ.

(b) Energisprang vid zongrénserna:
Fermisfaren dndras endast dér den ligger nira ett BZ-plan dir den
“sugs” mot planet.

2. Tva elektroner per atom

(a) Fria elektroner:
k= (22"
Nz
-~
>1
Fermisféaren far inte plats helt och hallet i forsta BZ. BZ-hornen ar
dock fortfarande fria.

= kp =

s
a

(b) Smé energispréng;:
Fortfarande metall eftersom det fortfarande finns nagra fa lediga till-
stand vid fermiytan.

(c¢) Storre energisprang:
Fermisfiren técker forsta BZ helt och inga lediga tillstand finns. Ma-
terialet dr en isolator.
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6.4 Energibanddiagram (forts)
Experimentell information om F(k) (dispersionrelationen)

Mait till exempel optisk absorption, genom att méta R, och 7| {6r en tunn film.
Information kan d& erhllas om ¢, = &1 + 9. (g2 ar ett matt pd absorptionen
av elektromagnetiska, falt.)

1. Direkta overgangar. En elektron i valensbandet (under ferminivan), med
energin F;, exciteras av en foton med energin hw till ledningsbandet (6ver
ferminivan), till energin E; genom en umklapprocess. Det géller da att
E;—E, =hw
k; =k; + Gpi (Fotonens vagvektor kan forsummas.)

2. Indirekta overgangar. Fononassisterade 6vergéngar (svagare absorption).
Ef — E; = hw + h{Y,
dér hS) ar fononens energi.
ki +k; = kfonon
——

stor

Varfor dr koppar réd (och silver vit)?

Adelmetallerna har fyllda d-band nigra eV under fermienergin. Fotoner med
minst denna energi absorberas. Tillstandstatheten ar hog for d-banden eftersom
de har liten dispersion.

4 liten = N(E) o TE7ar stor
For koppar ligger dessa d-band sa att det ljus med stérre energi dn rott ljus
absorberas, medan for silver avstandet mellan d-banden och ledningsbanden &r
storre si att absorbtionen bérjar forst i UV-omradet.

6.5 Elektronernas rorelse i falt

Vilken rérelseekvation styr elektronernas rorelse?

Fri elektron: %(mv) =F

I kristall: 4 (hk) = F
Antag att vi har ett vigpaket som ar uppbyggt av vagor i ett intervall Ak kring
k. Grupphastigheten v, ges av Z—‘,‘;.

E=hw



= v, = 120 — Ly, B(k)
Effekten av gitterpotentialen aterspeglas av dispersionsrelationen F(k). Elek-
tronen péverkas inte bara av den yttre kraften utan &dven av en kraft fran git-
terpotentialen, si att

4 (mv) # F
Visa att 4 (hk) = F! Inses pa foljande sitt:

Energin som tillfors av ett elektriskt falt £ under en tid 6t ar

O0FE = —e€ vyt (1)

~

=F —s
men

§E = 5k = hvydk (2)
(1) och (2) ger

5k = =£5t

= g7 (hk) = Ze€

=F

Resultatet giller dven for magnetiska filt, lorentzkraften F = —ev x B. Eftersom

hv = VkE(k)
s fas

L(hk) = —% (VkE(k)) x B,
det vill sdga rorelsen i ett magnetfilt i k-rummet dr vinkelrdt mot B-filtet och
Vi E (k). Rorelsen sker langs en yta med konstant energi. Detta kan anvéndas for
att fa experimentell information om hur fermiytan ser ut. (de Haas von Alpen
gjorde detta.)

6.6 Effektiv elektronmassa, m*
e Fria elektroner: E(k) = %kQ, L bestimmer krokningen.
e Energiband: E(k) skiljer sig fran frielektronuttrycket.

Lat krokningen (vid maxima eller minima i E(k)) definiera en effektiv massa
m* s att E(k) = --k2. Vi hade ovan att

vag ™
Vg = nak
d 1 &E 1 d°E dk 1 d*E r
—7 = = = = _ = ——
dt 4 h dkdt h dk?2 + B2 dk2 =~
. he ~— kraft
acceleration =r 1/massa
1 _ 1 d*E

= mr = BT dRz ,
Koll: fri elektron, F = k2 = L = L (k!
’ 2m m m?

Exempel GaAs

d*E

I I-punkten giller for ledningsbandet att 4% > 0 = -

E3
m*>0:>m > 0.

(m* = 0,067m,.) I valensbandet ar fTE < 0= m* <0, vilket leder till begreppet
hal.

Tolkning av m* # m

En elektron reagerar pa ett yttre filt som om den hade en effektiv massa m*.
Varfor? Rorelsemangd Gverfors mellan elektron och gitter. Newtons lag galler
for totalen (elektron + gitter).



Illustration

Antag att vi har svag gitterpotential.

e Mitt i BZ &r Wy (x) ~ e*** och elektronen har rorelse ~ hk, m* ~ m

e Vid BZ-planen &r Uy, (z) ~ e#* +¢'(F~ )7 och elektronen har rérelseméingd~
0, m* <m

Overforingen av rorelseméngd fran elektron till gitter &r storre &n fran gitter till
elektron.

6.7 Halbegreppet

Vid absorption av en foton l&dmnar en elektron med vagvektorn k. det fulla
valensbandet och hoppar upp till det tomma ledningsbandet. Det medf6r att
valensbandet far en brist p4 en elektron.

Reflektioner

1. Summan av alla vagvektorer i ett fyllt skal &r noll. Det féljer av att in-
versionssymmetri (r — —r) rader i de gitter som &r aktuella for oss (&ven
reciproka gitter). D& har en BZ i reciproka gittret inversionssymmetri. Alla
par k och k' &r fyllda om hela bandet &r fyllt. Om en elektron da saknas
foljer att hela bandet har vagvektorn —k.. Vi tolkar detta som ett hal med
vagvektorn k;, = —k..
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6.7 Halbegreppet (fortsittning)

1. (Fréan forra foreldsningen.) Summan av alla vagvektorer i ett fyllt skal ar
noll. Det foljer av att inversionssymmetri (r — —r) rader i de gitter som
ar aktuella for oss (dven reciproka gitter). D& har en BZ i reciproka gittret
inversionssymmetri. Alla par k och k' ar fyllda om hela bandet &r fyllt.
Om en elektron da saknas foljer att hela bandet har vigvektorn —k.. Vi
tolkar detta som ett hal med vagvektorn k, = —k..

2. Lat £ = 0 vid toppen av valensbandet. Ju langre ner i valensbandet som
elektronen saknas, desto hogre energi har systemet (mer energi har tillforts
for att lyfta bort elektronen). Antag symmetriskt energiband. D& &r

E.(ke) = E.(—ke) = — Ep(—ke) = — Ee(kn)
—— ——— ——
<0 >0 >0

1 1
3. 2 ViBn(kn) = + VicEe (ke)

=V =Ve

4 _ 2] <0, elektronband
S M= "Mes \ @52\ >0, halband

5. Rorelseekvationen

6. hik. = —¢ £+ v, xB)

h%kh =+e (5—1— vp X B) (halet har positiv laddning)
Je = —ev,, J;, = evy, ger nettostrdm = 2Jy,.

7. Halvledare

7.1 Inledning
Négra exempel pa halvledare (och deras bandgap). Grupp

IV: Si (1,11 eV), Ge (0,66 €V), bada med indirekta bandgap
IT1-V: GaAs (1,43 eV), GaP (2,25 eV) direkta bandgap
II-VI: CdS (2,42 eV), CdTe (1,44 eV)

IV-IV:  SiC (3 V)



Halvledare ar tekniskt intressanta av flera orsaker, bland annat pa grund av att
ledningsformégan och fermienergin kan kontrolleras.

Ledningsformaga

Ledningsformégan, o, kan kontrolleras via halten av vissa féroreningsatomer som
paverkar tdtheten av elektroner, n, i ledningsbandet och hal, p, i valensbandet.
Dessa fororeningar kallas dopdmnen.

nete ”i—? = nefie + pefin
me och m,, dr effektiva massan for elektroner i ledningsbandet respektive hal i
valensbandet, y1. = % &r mobiliteten for elektroner med motsvarande for hél, £
ar det elektriska filtet.

J = nev, + pevy, = (nepue + pepp)€

ag =

e Intrinsiska halvledare (egenledare)
Dophalten lag, varfér ¢ bestdms av det rena &mnets egenskaper

e Extringiska halvledare (storledare)
o bestams av halten dopdmne

Fermienergin

Fermienergin, u, (kemiska potentialen) bestdms av dophalten. Detta gor det
mdjligt att bygga in potentialskillnader mellan olika delar av halvledaren (ex
kvantbrunn).

Optoelektronik
Halvledare med direkta bandgap (typ GaAs) anvinds i optoelektronik, sdsom
halvledarlasrar, lysdioder och fotodetektorer.

7.2 Dopamnets energiniva

Si, Ge: 4 valenselektroner per atom, kovalenta bindningar till fyra narmaste
grannar i en tetraedersymmetri.

Donatorer: 5-virda (fem valenselektroner), ex P, As, Sb, Bi.

Acceptorer: 3-virda, ex B, Al, In, Ga.

Dopatomerna substituerar virdatomerna, det vill siga de intar ordinarie gitter-
platser.

Med donatorer

Fyra av fem valenselektroner ingar i kovalenta bindningar med grannarna. Den
femte blir 16st bunden till donatorn, s 16st att det dr en god chans att den rycks
loss d& T" # 0 pa grund av termisk excitation.

Vb (r) = gzies
Elektronen ror sig med en effektiv massa m. (Si: m. = 0,2m). I &vrigt som {6r

vateatomen. Grundtillstand



Eszﬂiz EH = —20 meV
~~

=13,6 eV
Jamfor med termiska energier, vid RT &r kgT = 25 meV. (Fy &r viteatomens
grundtillstdndsenergi.) Typiska bindningsenergier: 40 - 100 meV (Sb 40 meV,
P 45 meV, As 55 mEv, B 70 méeV).

Den energi som gor det mojligt for elektronen att rora sig fritt kallas refern-
sniva, och dr densamma som energin vid ledningsbandets minimum. Dopnivan
ar besatt vid T' = 0, men vid RT &r det en god chans att elektronerna donerats
till ledningsbandet.

Med acceptorer

Omvint resonemang som med donatorer. Acceptorn r tom vid 7' = 0, men vid
RT &r det en god chans att det skapas hal i valensbandet genom att nivan fylls.
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7.3 Beridkna n (elektroner i ledningsbandet), p (hal i valens-
bandet) samt p (ferminivén)

Lat IF = 0 vara energin i toppen av valensbandet, F/; energigapet mellan valens-
bandet och ledningsbandet. Tillstandstatheten i valensbandet &r
NV (E) X \/ﬁ
och i ledningsbandet
Np(E) x \/E — E,
Beséttningstalet (sannolikheten att ett tillstdnd med energin E &r besatt) ar
F(E) = co=mtmrry
n =[5 NL(E)f(E)E

p=J2 Nv(B)[1 - f(E)dE
Oftast &r Fy — p > kT och p > kT
= f(F) = e#=E)/ksT

3
2

= n =..=neel F/knT p,— (2mekpl)
3
_ _ —u/ kT _ (2mpkT\ 2
p=..=poe WksT p,= (2maipl

me och my, dr de effektiva massorna for elektron i ledningsbandet respektive hal
i valensbandet. p beror ba dophalten (och nagot pa temperaturen, T'), men

np = nopoe Eo/krT
ir oberoende av dophalten. Med m, = my, = m 8r ng = pg = 2,5-10%° m3 vid
RT.

Exempel Ren halvledare (Np = 0)

Ledningsbalans rader, det vill siga
n=p (1).
np = nopoe Fo/FeT (2)
n=p= \/me*Eg/%BT (3)
Ferminivan erhalls till exempel med
p = poe~ k5T (4).
(3) och (4) ger
poe—p,/kBT _ \/WP()B_EQ/ZCBT
Inpo — 72z = In /Mopo — iz 5
S = % + % In b
no
——

_3 mp
=51n me

Vid T'=0 &r



E
w==t
Den andra termen dr mycket liten vid rumstemperatur sa att fermienergin fort-

farande ligger nira halva bandgapet.
Exempel Rent Si

Vid RT &r
np =2-103 m™.
De intrinsiska (utan paverkan av fororeningsatomer) elektrontatheterna &r da
n; =p; <H- 1015 m'3.
Tatheten av atomer (diamantstruktur, fcc med tva atomer i basen) &r
%Zm%&m%m?’.
Om varje donatoratom ger en elektron till ledningsbandet beh6vs inte mer dn
en donator per 10'® Si-atomer fér att dopimnet ska bidra med lika méinga
ledningsatomer som erhélls p4 grund av den termiska excitationen av valense-
lektronerna. S& fritt frdn dopdmnen har man inte lyckats gora Si.

Tillverkning

Det tillverkas en miljon ton rent kiseldmne per ar. Tillverkningen sker bland
annat genom reduktion av kvartssand:

Si09+C — Si+2CO
Detta blir tillréckligt rent for stalindustrin. For halvledarindustrin anvinds an-
dra metoder, sdsom zonrening (tillverkning av enrkistallint kisel) och zochral-
skimetoden (se en av de forsta foreldsningarna).

Beridkna n, p och p féor donatordopad halvledare

Lat Np vara titheten av donatorer. Besatta donatortillstind dr f(Ep)Np och
obesatta (1 — f(Fp)) Np. Antal negativa laddningar = antal positiva laddningar.
n=p+ (1 *f(ED))ND (].)

_ (u—Eg)/kBT. _ n—FEqg
n = nge 9 ;Inn =Inng + AT

p=mpoe "* T Inp = Inpy — 715
Vanlig uppgift: For E,, Ep, ng, po, Np, och 1 givna, berdknan, p, och p! Grafisk
16sning: Rita upp termerna i (1) som funktion av u. Vanligen ger detta n = Np.
p erhalls ur diagrammet eller med
np = nopoe” Fo/ k5T
w Okar med okande donatortithetet (och minskande T').

Temperaturberoende hos n och p

I det intrinsiska omradet (hdg temperatur) dr kgT si stor att manga av valense-
lektronerna hoppar éver bandgapet. Bidraget fran dopatomerna kan féorsummas.
Bade n och p dr proportionella mot e~ Fs/2k5T,

I det extrinsiska omradet dr n = Np konstant, medan p ox e~ Fa/kBT,

I utfrysningsomradet (lag temperatur) tar sig néstan inga valenselektroner
over bandgapet. n oc e(Fa—Fp)/2ksT,
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8. Magnetism

Repetition

Magnetiska flodestidtheten: B

Permeabiliteten for vacuum: po = 471077 V s/(A m)
Relativa permeabiliteten: g,

Magnetiska faltstyrkan: H

Magnetiska susceptibiliteten: y

Magnetisering: M

Foljande samband géller
B = pirpi0H = p1o(1 + x\)H = p1o(H + M)
M= yH
pr =1+Xx

e Paramagnetism: xy > 0, men liten
e Diamagnetism: x < 0, liten (undantag supraledare: x = —1)

e Ferromagnetism:x > 0.

Magnetiskt moment, m:
m = {A (strémmen i i en sluten krets med arean A)

T=mxB
F=V(m-B)
F=-m-B

Exempel Elektron i cirkelbana

Lat a vara cirkelbanans radie. D3 ges det magnetiska momentet av

m:A-%:{A:mﬁ}:%eva

Rorelsemangdsmomentet
L, = Mva
- . __magnetiskt moment _ eva/2 _ 4
7ban = {Gyromagnetiska kvoten} = rorelsemingdsmoment — Mva T 2M

Rorelsemiangdsmomentet &r kvantiserat, kvantum h, varfor ocksé magnetiska




momentet &r kvantiserat, kvantum he/2M = 0,927 - 1023 Am?. ([Am? =
1)
T
Spinnet: rorelseméngdmoment %h
Vspin = 2Yban
Magnetska momentet blir
he/2M = pp, bohrmagnetonen.

8.1 Paramagnetiska d&mnen

e (en del) metaller
e salter med joner av 6vergdngsmetaller eller sdllsynta jordartsmetaller

e Overgangsmetallatomer inlosta i omagnetiska metaller (Cu, Al)

8.2 Elektrongasens paramagnetism (pauliparamagnetism)
(Kittel, sid 433)

Lat N;(E) och N|(E) vara tillstandstatheten for tillstand med upp- respektive
nedétriktade spin. Utan nagot magnetiskt falt &r
N1(E) = N, (E) = No(E).
Med ett palagt magnetiskt filt forskjuts tillstandstatheterna sa att
Ni(E) = No(E + pppoH)
och
N\(E) = No(E — pppoH).
Observera att &ven med ett starkt falt ar
2uppoH < Er.

Exempel Om joH = B =1 T blir 2uppuoH = 2-0,927-10723.1 eV ~ 10 % eV.

Vi har att skillnaden
NT — Nl = %N(EF) . 2,LLB,U,0H
Magnetisering

magnetiskt moment (N;—N)) 2 N(Er)poH _
M = 2 volym = BN = B = para H

Xpara X N(EFr), oberoende av T'! (Klassisk gas ger Xpara X 1/T.) Xpara Orsakas
av elektronernas spin. Elektronerna har ocksa laddning vilket ger ett diamag-
netiskt bidrag (Lentz lag). x:ot kan vara > 0 eller < 0 beroende p& materialet,
for “omagnetiska” metaller.

8.3 Paramagnetiska salter

Historiskt har paramagnetiska salter varit viktiga:

e Mitning av x gav information om grundtillstandet f6r jonerna (bekriftade
Hunds regler).

e De har givit metoder att erhélla laga temperaturer (< 1 K).

Exempel CuSO4 - 5Hy0



Cu2+—jonerna beter sig som en gas av ej vixelverkande magnetiska moment.
Ar vixelverkan liten? Avstandet mellan jonerna (och dirmed de magnetiska
momentens plats i rummet) &r d = 10 A. Typisk vixelverkansenergi

AE =255 -my = {my =my = up}

-4 _7 - —23y2 — —
= A O 2 1073 T =10 eV.

Eftersom vaxelverkansenergin ar si liten kan den férsummas.

Exempel Jon med S = %, m=up

Utan négot palagt magnetfilt, uoH = 0, har orbitaler med spin upp och spin
ned samma energi, men da puoH # 0 sker en uppsplittring av energierna, si att
skillnaden i energi ar

AE =2uppoH
L&t N; och N vara antal joner med spin i magnetfaltets riktning respektive
motsatt riktning. D& ar

%_I — 672;LB;LOH/ICBT —e @ (1)
Totalt antal joner

N=N;+N, (2)
(1) och (2) ger

N = NT + NTefa

= Nt = o=

_ Ni=N, __ Nus Y
M= Vv KB = 1 14+e—« 14+e—«

—a/2 N
e2_e”*/2 _ Nup a
o aeaE = v tanh

_ Nup  1—e”®  e~%/2 _ Nup  e*/%—¢
Y% 1+e—> e—a/2 7

= M = N2 . ganh £pi0l
B
Foér normala faltstyrkor och temperaturer géller att o < 1 = tanh § ~ &, s&
att -
_ Nuppo pp _
M= 27 H=xH
Detta ger oss Curies lag

Npgpo  C

VkgT T
Allméant Jon med J, L, S

Jonen betecknas 21X ;, diir X beror pa L genom

L= 0 1 2 3 4
X= S P D F G

m = gpugd,
dar landéfaktorn
— 14 JUFDFLL+D+S(S+1)
9= 27(J11) .
E = mJgMB/’LOH7 my = J7 J— 1. —J
Energin ar alltsd uppsplittrad, beroende pd m s och g. Motsvarande berdkningar
som for jon med S = $ ger
— N (uB)’po
X =V 3ksT >
dér effektiva bohrmagnetontalet

p=gJ(J+1).




Hunds regler testas

Maitning av susceptibiliteten x gav mdjlighet att testa Hunds regler. For grundtill-
stand géller enligt Hund:

1. Maximera S (13t s& manga elektroner som mdjligt ha parallella spinn).
2. Maximera L = > my.

3. J = |L— S| om skalet dr mindre &n halvfullt, J = |L + S| om mer &n
halvfullt.

Sallsynta jordartsmetallerna: 4f-skalet fylls fran Ce till Yb

Exempel Berikna p for Na3+t (neodym)!

Antal platser i skalet: 2 (2 | +1)=14
~— "~
spin  f gkal

Nd: 4f*6s% — N3t : 4.

Skalet &r mindre &n halvfullt, si
J=|L-8)=6-2=12

_ _ 8
=p=g/J(J+1)= %
Exempel Gd3t

7 st 4f-elektroner

S=7-4=1
L=3+24+1+0-1-2-3=
=J=5

:>p:3\/?

Stiimmer bra utom for Sm3 T och Eu3+, vilket beror pa att en hégre energiniva
ligger néra, s& att nivaderna gar in i varandra.

For salter med joner av &vergangsmetalljoner stimmer var modell inte alls.
Hir &r p i stillet givet av p = g/S(S + 1), det vill siga som om det orbitala
momentet, L, inte fanns. Orsak: d-elektronerna ytterst i atomen kinner av det
starka faltet fran omgivande joner sa att centralfiltsapproximationen kollapsar;
L och L. &r e] lingre goda kvanttal. (4f-elektronerna ar gémda bakom 5s-, 5p-
och 5d-elektronerna.)



Adiabatisk avmagnetisering

Paramagnetiska salter kan anvindas for att nan laga temperaturer. I ett S — T-
diagram ligger kurvan for poH # 0 under den fo6r o H = 0, eftersom entropin
blir ligre d& spinnen ordnas (se Kittel, Figur 8, sid 433). Lat A vara en punkt
pa den Ovre kurvan, B punkten pa den undre kurvan som ligger rakt under A,
C punkten pa den 6vre kurvan som ligger vagrétt vinster om B.

1. A—B: Ligg pa ett magnetfilt. T' konstant, virme avges till omgivningen

2. B—C: Isolera saltet och sla av magnetfiltet. Spinsystemet vill ha tillbaka
energi som tas fran fononerna, 7" minskar.

Metoden ger mdjlighet att nad 7' < 1K. I dag anvinds 3He-‘He utspddningsky-
lare f6r att rutinmaéssigt nd 20 mK.
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(Dessa foreldsningsanteckningar dr en renskrivning av ndgon annans anteck-
ningar, d& jag inte hade mdjlighet att nirvara pa foreldsningen.)

8.5 Ferromagnetism

Vid RT: Fe, Ni, Co, Gd, diverse legeringar, &ven icke-metaller: EuO, EuS,
CuBrg. Spontant M for T' < T¢, To &r curietemperaturen (Fe: T = 1043 K,
Ni: To = 627 K). T > T = paramagnetiska: x ~ 77

Mz = M(T = 0) (se Kittel sid 448, figur 4)

Bas = 2,2 V s/m>

Mmax — BLnOaa: = l"ut‘jyvat

| 2,2up for Fe

= Hat = { 0,6up for Ni
M (T) ar méarkbar i andra storheter, ex Cy = % (vid T ar Cy storre, pa grund
av att energi fordras for att bryta upp spinordningen) och resistiviteten, p.

Modell

Weiss modell (1907). Ej kvantmekanisk men av intresse for att den ger vigled-
ning for battre kvantmekaniska teorier.

1. utover det yttre filtet H finns ett inre falt
H—-H-+\M

2. dmnet beter sig som en paramagnet
Modellen forklarar

1. x(T) for T > Te:
M= x, (H+M)

N~~~
=7
=MQ1-235)=5%H
— C
=M= —SzH
~—~

=Tc

_ _c
= X=7-7¢

2. M #0for T < T och H = 0:

Antag for enkelhets skull att varje atom har ett spin

_ Npp pB o H
=M = v tanh ey



Enligt modellen 6vergdr H till H + AM. Vi vill understéka om vi kan f3
M #0da H— 0.

AM
H—-0=M-= N"/‘B tanh 28K
kT
=z
= HL = ﬂ{;—B tanhz, VL = xui’zf/\ x
z_ -z 1 x> 1
€ —e€ ?
tanhe == 2 o el

Plotta VL (for olika T') och HL som funktioner av z! For T > T¢ saknas
16sning. For T' < T¢ dr 16sningen skiirningen mellan kurvorna och de ger
M # 0 som vixer med minskande 7. Problemet &r att det inre filtet ar
mycket storre #n vad man kan forklara med dipol-dipol-viixelverkan (10*
ganger storre).

Kvantmekanik: Ferromagnetism har sitt ursprung i pauliprincipen. Den kréver

att ¥
Det b

dr antisymmetrisk med avseende pa utbyte av varje par av elektroner.
etyder att tva elektroner med samma spin inte samtidigt kan befinna sig

i samma punkt i rummet.

Exempel Hy-molekylen

Lat a

(1) vara vagfunktionen for elektron 1 runt kirna a, b(2) vagfunktionen for

elektron 2 runt kirna b. )

Uy = a(1)b(2) + a(2)b(1), symmetrisk; x*P'™ antisymmetrisk, S = 0

U_ = a(1)b(2) — a(2)b(1), antisymmetrisk; 'SP symmetrisk, S = 1
Energier

2

U=+ (elektron-elektron)

Uy = —% (elektron-kirna)

Us=—< (elektron-kirna)

E

T2a

= [U¥|*aV,

W = a(1)25(2)? + a(2)?b(1)% = 2a(1)b(2)a(2)b(1)

E

=C+A,+=5=0,—=55=1.4<0=5=0

Heisenberg (1928)

Hamiltonoperatorn

H

dar u

=..—2J) S;-8,,
5]

2y
tbytesintegralen J > 0 for ferromagnetiska &mnen. Eftersom overlappet

W3y — W3y dr stort endast for ndrmaste grannar si giller for en atom, i, att

E,L' =..— QJSZ' . (Si,1 + Si+1)
Med

[ = giBS;
fas

B = .= 255 (Sic1 + Sita)

De omgivande atomernas magnetiska moment skapar ett “inre falt”, det vill saga

kvant

mekaniken forklarar uppkomsten av det inre filtet.



8.6 Magnonen (spinvégor)

Ar det s& hir? Vid T = 0 alla spin likriktade, vid 7' > 0 nagot spin motriktat:

AE = +4J8%? — (—4J5?%) =8JS?

Sannolikheten

e—AE/ksT

= M(0) — M(T) x e AE/ksT
men detta stimmer inte!

Metaller hittar ett mindre energikrivande sétt att minska magnetiseringen i
spinvagor (kvantiserade spinvagor kallas magnoner i analogi med fotoner, fonon-
er, ...) Alla spin bidrar,

T:mXB:ﬁixBi:%Bi
Ansétt vagor som for fononer

= w=4J5%(1 — coska)

Detta ger for smé k att w oc k2 (jamfor fononer, w oc k).

= N(w) x Vw

N(w)dw = k2dk

M(0) — M(T) = antal ma‘%noner-,m
Magnonen lyder Bose-Einstein-statistik, s vid ldga temperaturer &r antalet
magnoner

Jo e dw

eh'“’/kB T —1
o M(0) = M(T) x T3
Detta stdmmer bra med experiment, vilket tyder pa att spinvigor finns! (w(k)
kan mitas med hjilp av neutroner som har ett magnetiskt moment.)

8.7 Domaéaner

En enkristall av Fe delar spontant upp sig i doméner fér att minimera energin.
Resultatet ar inget (eller litet) félt utanfor kristallen. Blockvigg (vigg mellan
tvd dominer), schematiskt:

T,
kostar energin

AE = E;| — E;y = 4JS5%
Battre vore att ha en successiv Gvergdng 6ver N atomer. Energikostnaden for
varje spinskillnad

AE = —2J52cos & — (—2J52) = 2752 (1 — cos %) X

———

2

5

~

ol
i
)|

Total energikostnad blir
2,2
N85 x &
Detta motiveras av att kristallen foredrar att ha M i vissa riktningar.

e Fe: M helst i [100]-riktning
e Ni: [111]-riktning
e Co: c-riktning (hcp)

Energin for domanvégg:



2 702
Etot: ﬂ]{[S +KN,

dar den andra termen kommer av att nastan alla spin dr felriktade i viggen.

Minimera:
dEtor
a- =0

leder till att N ~ nagra hundra. Nar H ir litet vixer de doméner som har
M | H.
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9. Supraledning

9.1 Upptéckter

1911: Kamerling Onnes upptéckte att resistiviteten for Hg, ppy, = 0 for
T < T.=4,2 K, det vill siga inget ledningsmotstand. Manga met-
aller #r supraledande. Hogsta uppmiétta 7T, var linge 23,2 K (for
NbgGe), for metaller var den 9 K (Nb). Daligt ledande metaller har
ofta hog T..

1986: Nytt skede (plan av kopparoxid viktiga):

e Las_,Ba,CuQy, Bednaz-Miiller, T, = 35 K;
e YBa;Cu3Oy_, for « = 0,36 blir T, = 92 K;

e MgBa,Cu3zOg 45, T = 135 K vid normalt tryck, 160 K vid
hogt tryck (rekord i dag).

1990: Cgo i fece-struktur:

L] K3C50 = TC =19K
o RbIleCG()é T.=42 K

9.2 Meissnereffekten (1933)

Inne i en supraledare &r B = 0. Magnetfélt kroks runt supraledaren. Denna
effekt kallas meissnereffekten och ledde till Londons postulat (1935), som var ett
mycket viktigt steg pa vigen mot en fullstindig forstaelse och fullgod teoretisk
beskrivning, 1957.

Londons startpunkt: Tvévitskemodellen (Casimir, Gorton). Det finns tva
slags valenselektroner, normala och supraledande. Om n &r tatheten av supraledande
elektroner ar totala tdtheten

n = Ns + Nnormala

ng —0,da T — T,

{ mlv, = —¢cE

= %J = —nse%VS = -|-—"f:2E (1)
Maxwell:
VxE=-4B



d1_ _ nse* d
:>VXEJ— pos f)tB

=4 (VxJ+2=2B) =0
Londons postulat: Forsok med
VxJ4+2EB=0(2)
Detta kan ses som Ohms lag fér supraledare. Skrivs ofta som
J= —"STQA, V x A =B (Ohms lag: J = oE).
(Observera att A &r en potential, medan E &r en filtstyrka.) Kombinera (2)
med Maxwells
VxB= ,LL()J (3)

sé fas
LV XVxB+%EB=0
Men
VxVxB=V (V-B) —-V?B

——
=V-VxA=0

och vi far kvar

V2B = 1B 1= ponse®

L

= B(z) = B(0)e #/**
Az &r intréngningsdjupet for ett magnetfilt och forutsiger ett visst inrdngn-
ingsdjup, 100 - 1000 A, som bekriftades av experiment pa tunna filmer.

9.3 Starka magnetfilt

Vid magnetfilt H > H, forsvinner supraledningen. Detsamma géller for strom-
mar [ > I. och vid forekomsten av magnetiska fororeningar. “Supraledning
och magnetism gar inte ihop.” Det finns tvi typer av supraledare (minns att
M = xH) (se Kittel sid 340, figur 4):

Typ L: x = —11iintervallet 0 < H < H,

Typ II: x = —liintervallet 0 < H < H,.1,dér H.; iregel &r mindre &n H, for
typ I-supraledare. I detta intervall fas en fullstindig meissnereffekt.

|M| avtar (exponentiellt ?) med H i intervallet H.y < H < H, dir
H.s iregel ar storre &n H, for typ I-supraledare. Har fas shubnikov-
effekt (partiell meissnereffekt), normalt ledande tradar uppstar dér
faltet trénger in.

9.4 Energigap runt Ej

(Dessa energigap har inte att géra med stdende vigor, ej zongrénsgap.) Visas
av

1. Cy o« e~ AF/keT f5r supraledare (upp till 7,.)

2. Tunnelstrom (Ivar Gizver 1960, efter BCS (se nedan))

Mot en bit supraledande aluminium (S) med ett isolerande Al-oxidskikt
(I) (d = 20 — 30 A, fungerar som en tunnlingsbarriéir) liggs en normalt
ledande metall (N). Over dessa liiggs en spanning, V. Om det supraledande
materialet har ett bandgap, 2A, kring ferminivan fas en strom genom
genom oxidskiktet forst vid V = %. Detta var en S-I-N-Overgang. Man kan



dven méta pa S-1-S-Overgangar. D4 fas en liten strom mellan for spadnningar

mellan 2 —

=82 och AliAQ och dérefter en storre strém, som for S-I-N-

Overging.

3. Optiska méatningar: (IR-omradet) Mer transmission om Aw < A.

Resultatet ar att det finns ett bandgap fér temperaturer mellan 0 och T..
Bandgapet, 2A, dr av storleksordning nagra kpT.,.

9.5 Isotopeffekt (1950)

Experiment visar att

T, x

1

. VMatom L
vilket tyder pé att fononer &r inblandade.

9.6 Teoretisk modell (1957, BCS-teorin)

Cooper:

Om man kan hitta en mekanism som medfor attraktiv vixelverkan
mellan elektroner nidra Epsa gor det att 16st bundna par av elek-
troner med summan k; + k; = 0 och spin motriktade bildas (s&
kallade copperpar).

Robert Schrieffer: Indirekt vixelverkan via fonon:

Elektron A ror sig genom kristallen = jonerna i nirheten dras till
sparet. Elektron B kiinner &ndringen av 1agena och tenderar att f6lja
sparet och elektron A. Gitterdistortionen &r storst en tid efter att A
har passerat = relativt stort avstand mellan A och B = ¥, har
stor utstrickning i rummet.

Ett kondensat bildas av elektronpar dar |E — Er| < hwp, (wp de-
byefrekvensen) det vill séiga totalt N(Er) - hiwp ~ 1072 elektroner
per atom dr inblandade.

BCS forutsiger / forklarar

1. T.=0Ope ey , V ar effektiva elektron-fonon-kopplingen. (Obs! Storn-
ingsteori duger ej, V' liten, i nimnaren)

2. Kondensationsenergin W = —1N(Ep)A?

3. 2A = 3,5kpT,

4. Londons postulat



