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1. (a) (4 poing) Ange tvd egenskaper av Hermitska operatorer och forklara varfor dessa tva
behovs for att sddana operatorer kan representera fysikaliska storheter inom kvantfysik.

(b) (2 podng) Vilkakvanttillstdnd uppfyller den tidsberoende respektive den tidsoberoende
Schrodinger-ekvationerna?

(c) (1 podng) Ange en skillnad mellan bundna och spridnings-tillstand.
(d) (1 podng) Vilket experimentellt bevis finns for att ljus kan bete sig som partiklar?

(e) (2 poing) Enmitning av ett kvantsystem visar att systemet har en viss energi E. Stim-
mer det att systemet hade energi E redan innan mitningen? Forklara ditt svar.

2. En elektron dr bunden i en endimensionell, kvadratisk potential med naturlig frekvens wy.
Om ljus faller in pa elektronen kan den hoppa frdn energinivén n; till n; och avge (eller
absorbera) ljus i form av en foton. Overgéingen ir tilliten om matriselementet

Mnl,nz = <n2|)€. |n1> (1)

ar nollskilt.

(a) (3 poidng) Bestam matriselementet for en godtycklig dvergdng ny — ny (n; # ny).
Ange vilka Overgngar ir tilldtna.

(b) (2 podng) Vad hidnder med vagfunktionens paritet i en tillditen overgdng? Forklara
varfor en harmonisk oscillators energiegenfunktioner har bestimd paritet.

(c) (1 podng) Anta att vi har manga sddana brunnar med fjaderkonstant k = 10.8 N/m.
Vilka véagliangder av ljus ska absorberas av elektronerna?

(d) (4 podng) Hur mycket potentiell energi forlorar elektronen nér den faller fran en hogre
till en ldgre nivd? Bestdm den genomsnittliga fordndringen for en godtycklig, men
tilldten, overgdng n; — ny (ny < ny).

FORTSATTER PA NASTA SIDA
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3. En elektron har spinntillstindet

) =11 2)

vid + = 0, dédr |T) och |]) betyder att elektronen dr spinn-upp respektive spinn-ner med
avseende pé z-axeln. Hamiltonianen &r

A =, (1) U+ 1D () 3)

dér w, dr reell och positiv.
(a) (3 podng) Bestam elektronens spinntillstind vid en allmin tidspunkt ¢.

(b) (1 podng) Vad dr sannolikheten att erhélla spinn-upp om vi méter spinnet i z-ledet, S,
vid tidspunkt ¢ = 7?7

(c) (4 podng) Vad dr sannolikheten att erhélla spinn-upp vid # = 7 om vi forst miter S,
vidt =T7/2?

(d) (2 podng) Fordndras sannolikheten i (c) om vi inte tittar pa resultatet av den forsta
mitningen? Forklara ditt svar.

4. En partikel med massa m och laddning ¢ &r instdngd i en 1ada, —a/2 < x < a/2. Ett svagt
elektriskt filt Ey tillimpas pa partikeln s att Hamiltonianen inuti 1adan blir A’ = gEox.

(a) (1 podng) Forklara varfor forsta ordningens korrigering till energiegenvérdet dr noll
for alla energinivéer.

(b) (5 podng) Det storda grundtillstindet kan uppskattas med forsta ordningens storning-
steori. Det gér att visa att:

o) = |E1) +az |Ex) + a3 |E3) +- -+ “4)

dar |E,) dr ett ostort energiegentillstind. Bestdm konstanterna a; och as.
. 2 .
Tips: foﬂ/ x cosx sin2x dx = 4/9.

(c) (3 poing) Skissa vagfunktionerna som motsvarar det ostorda respektive det storda
grundtillstdndet och forklara det du finner.

(d) (1 podng) Uppskatta sedan hur starkt det elektriska filtet kan vara innan storningsteori
slutar att gélla.

FORTSATTER PA NASTA SIDA
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5. Vagfunktionen (i sfiariska koordinater) som beskriver elektronen i en viteatom dr

S 0.8) = — T80 (_L) 5)
o 4\2r a(s)/2 P17 240)

dir ag ar Bohr-radien.

(a) (3 podng) Visa att vagfunktionen &r korrekt normerad.
Tips: fooo x"e™ dx = n! om n ir ett heltal.

(b) (2 podng) Vad édr elektronens totala energi och beloppet av dess banrorelseméngds-
moment?

(c) (4 poidng) Bestam vintevirdet av elektronens radiella rorelseenergi.

(d) (1 podng) Hur skulle du préva dina svar i (c) experimentellt?

6. Tillstdndet som beskriver tva partiklar, en med s = 1 och en annan med s = %, ar

V3

1

dar |s, my) ar ett spinntillstind med kvanttal s, m;.

(a) (2 poing) Ar partiklarna “sammanflitade” eller inte? Forklara vad ”sammanflitning”
innebar.

(b) (2 podng) Om en mitning ger att partikeln med s = % ar spinn-upp, vad dr de mojliga
utfallen och motsvarande sannolikheterna av en métning av den andra partikelns spin-
nprojektion i z-ledet?

(c) (4 podng) Vibestimmer oss for att mita spinnbeloppet av det hela systemet, dvs. ldang-
den av den totala spinnvektorn. Vad ér sannolikheten att vi far som utfall |S(1) + S(2)| =
V31/2?

(d) (2 podng) Mitningen ger faktiskt att |S(1) + S(2)| = \/§h/ 2. Bestdm sannolikheten att

en foljande mitning ska ge att partikeln med s = % ar spinn-upp.

FORTSATTER PA NASTA SIDA
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7. Tva partiklar med massa m dr bundna i en endimensionell, kvadratisk potential med naturlig
frekvens wg. Den ena partikeln hamnar i grundtillstindet och den andra i det forsta exciter-
ade tillstdndet. Partiklarna har identiska spinnkvanttal.

(a) (2 podng) Ange kvanttillstindet som beskriver bada partiklar om partiklarna ir...
1. osirskiljbara bosoner,
i1. osirskiljbara fermioner.
Du behover inte ge spinnberoendet.

(b) (6 podng) Visa att vintevirdet av det kvadrerade avstindet mellan partiklarna &r

) h 1 osirskiljbara bosoner,
((r1-x2)%) = —x e . (7
mwo 3 osirskiljbara fermioner.

(c) (2 poidng) Forklara varfor det finns en skillnad mellan de tvé fallen i (b).

SLUT PA TENTAMEN
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1. (a) (4 poing) Ange tvd egenskaper av Hermitska operatorer och forklara varfor dessa tva
behovs for att sddana operatorer kan representera fysikaliska storheter inom kvantfysik.

Losning: Alla egenvirden av en Hermitska operator &r reella och egenvektorer
som tillhor olika egenvirden ér ortogonala. Dessa behovs si att egenvirden kan
representera de numeriska utfallen av en métning och si att tillstind som beskriver
olika fysikaliska utfall inte 6verlappar med varandra, vilket betyder att upprepade
mitninger ger samma utfall.

(b) (2 podng) Vilkakvanttillstdnd uppfyller den tidsberoende respektive den tidsoberoende
Schrodinger-ekvationerna?

Losning: Alla kvantttillstind uppfyller den tidsberoende Schrodinger-ekvationen
(Hy) =i h% |)). Det dr bara eneriegenstillstind som uppfyller den tidsoberoende

Schrodinger-ekvationen, H |¢) = E |y).

(c) (1 podng) Ange en skillnad mellan bundna och spridnings-tillstind.

Losning: Vagfunktionen i (x) som beskriver ett bundet tillstind maste forsvinna
nir x — +oo, men detta giller inte spridningstillstidnd.

(d) (1 podng) Vilket experimentellt bevis finns for att ljus kan bete sig som partiklar?

Losning: Den fotoelektriska effekten.

(e) (2 poidng) Enmitning av ett kvantsystem visar att systemet har en viss energi E. Stim-
mer det att systemet hade energi E redan innan métningen? Forklara ditt svar.

Losning: Nej, i allménhet. Om vi tror pd experiment om Bells olikhet hade en-
ergin fore matningen inget bestdmt virde alls. Virdet skapades vid métning nir
tillstdndet kollapsade.
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2. En elektron dr bunden i en endimensionell, kvadratisk potential med naturlig frekvens wy.
Om ljus faller in pd elektronen kan den hoppa frin energinivén n; till n, och avge (eller
absorbera) ljus i form av en foton. Overgangen ér tilliten om matriselementet

Mnl,nz = <n2|xA |I’l1> (1)
ar nollskild.

(a) (3 podng) Bestam matriselementet for en godtycklig dvergang ny — ny (n; # ny).
Ange vilka 6vergingar ir tillitna.

Losning: Forst, uttryck operatorn £ i termer av stegoperatorer: £ = L(d +a').

My, = L{na|a+a" |ny)

= L\/n_l(n2|n1 — 1) + L\/nl +1 (n2|n1 + 1>

#0omny =n; +1.

Endast 6vergangar dar huvudkvanttalet forandras med +1 ér tillétna.

(b) (2 podng) Vad hidnder med vagfunktionens paritet i en tilliten overgdng? Forklara
varfor en harmonisk oscillators energiegenfunktioner har bestimd paritet.

Losning: Pariteten byter tecken i en tilldten 6vergang. Energiegenfunktionerna har
bestamd paritet eftersom potentialen dr symmetrisk omkring x = 0 och paritetsop-
eratorn kommuterar med Hamiltonianen.

(c) (1 podng) Anta att vi har manga sddana brunnar med fjaderkonstant k = 10.8 N/m.
Vilka viglangder av ljus ska absorberas av elektronerna?

Losning: Det gér att absorbera bara de fotoner som har energi fiwg = fin'k/m =
2.3 eV, vilket motsvarar A = 2¢c/wo = 550 nm.
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(d) (4 podng) Hur mycket potentiell energi forlorar elektronen nir den faller fran en hogre
till en ldgre nivd? Bestim den genomsnittliga fordndringen for en godtycklig, men
tillaten, overgdng n; — ny (ny < ny).

Losning: Bestdm véntevardet av V = %mw%xz med hjilp av stegoperatorerna:

(V) = Lma? (n] £ n)

2
1
= Em(u(Z)L2 (n|aa* +a‘a+---|n)
h E,
- %(2;” n==
h
=3 AV(n%n—l):%.
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3. En elektron har spinntillstindet

) =11

vid ¢t = 0, dér |T) och |]) betyder att elektronen dr spinn-upp respektive spinn-ner med

avseende pé z-axeln. Hamiltonianen &r

A = o (1) U+ 411

dér w, ér reell och positiv.

(a) (3 podng) Bestam elektronens spinntillstind vid en allmin tidspunkt ¢.

L

+hw,. och egenvektorer |+) = 5

(+11) Skriv om begynnelsevillkoret,

i =0y =11 = (o) = 2,

och lagg till wiggle-faktorer:

o ety et 1 (1), e 1
R &

Losning: Hamiltonianen i matrisform ir A = fw, ((1) (1)), med egenvirden E =

(b) (1 podng) Vad ir sannolikheten att erhélla spinn-upp om vi méter spinnet i z-ledet, S,

vid tidspunkt r = T'?

Losning: P = | (T |y; 1) |> = cos?(w,t). (Mérk att P =1 om ¢ = 0!)
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(¢) (4 poing) Vad ar sannolikheten att erhdlla spinn-upp vid t = 7 om vi forst méter S,
vidt =T/2?

Losning: Vid forsta métningen far vi spinn-upp med sannolikhet P = cos?(w.T/2),
enligt logiken i (a). Tillstdndet kollapsar till |¢;¢ = T/2) = |T). Sannolikheten att
dterfd spinn-upp vid andra métningen ir dd P(T | 1) = cos?(w.T/2).

Den andra mojligheten ér att vi far spinn-ned vid forsta métningen. Detta sker med
sannolikhet P = sin?(w,T/2) och tillstandet omedelbart direfter ér |7 = T/2) =
|1). Med det hir begynnelsevillkoret blir det tidsberoende tillstdindet (om vi ater-
stdller klockan!)

—wet _ |\ plwet 1 . 1 . 1
lW:t) = [+) e \/El e _ 5 [e—zwct (1) _ pi@et (_1)]

och sannolikheten att erhalla spinn-upp 7' /2 senare ir P(] | ) = sin®(w.T/2).

Det slutliga resultatet ar

P(T vidt=T)=P(T| D +P(|)) =cos*(w.T/2) + sin*(w.T/2).

(d) (2 podng) Forédndras sannolikheten i (c) om vi inte tittar pd resultatet av den forsta
maitningen? Forklara ditt svar.

Losning: Nej! Det ir sjdlva métningen som paverkar systemet och orsakar kol-
lapsen, inte att vi tittar pa resultatet.
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4. En partikel med massa m och laddning ¢ ir instingd i en 1dda, —a/2 < x < a/2. Ett svagt
elektriskt filt Eq tillimpas pa partikeln sa att Hamiltonianen inuti lddan blir H" = gEx.

(a) (1 podng) Forklara varfor forsta ordningens korrigering till energiegenvérdet dr noll
for alla energinivéer.

Losning: Forsta ordningens korrigering dr storningens véintevarde, men storningen
ar udda och alla energiegenfunktioner har bestimd paritet (dd potentialen dr sym-
metrisk). I sé fall ar sannolikhetstédtheten jamn for alla energinivaer och vintevirdet
samt korrigeringen forsvinner.

(b) (5 poidng) Det storda grundtillstindet kan uppskattas med forsta ordningens storning-
steori. Det gér att visa att:

lWg) = |E1) +az |Eo) + a3 |E3) + -+ 4)
dar |E,) ar ett ostort energiegentillstind. Bestam konstanterna @, och ;.
Tips: foﬂ/2 x cosx sin2x dx = 4/9.

Losning: Energiegenvirdena ir E, = %i°w%n?/(2ma®). Energiegenfunktioner ir

U = {x|E,) = +/1/acos(nnx/a) omn =1,3,5,--- samt y,, = v/1/asin(nnx/a)

omn =2,4,6,---. Vid forsta ordningen har vi att korrigeringen till tillstindet &r
_(Ex|H'|Ey)

ay = ——-.

(1)
EVy =" ax|Ex),
1) c|Ex E| - E;

k#1
Borja med a;:

. Ey (Y% (2
(E2|H' |Ey) = u/ sin (ﬂ)xcos (E) dx
a J-ap a a

E a 7T/2 ]
= 6]”(2) / K ycosysin2ydy med y = nx/a
-

_ 8qEpa
~ 9x2

K22
E\-E,=
1 2 5

med tipsen

(1-2%

ma?
16gEyma’

= M= T

och fortsitt med as3:

. Ey (9% (3
(E3|H' |Ey) = u/ cos (ﬂ) X cos (E) dx =0
a

_a/z a SN—— a
—_——— udda T
Jamn jamn

- a3:O.
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(c) (3 podng) Skissa vagfunktionerna som motsvarar det ostorda respektive det storda
grundtillstdndet och forklara det du finner.

Losning: Det storda grundtillstdndet blir forskjutet till vénster, déar energin dr liagre.

(d) (1 poang) Uppskatta sedan hur starkt det elektriska filtet kan vara innan storningsteori
slutar att gélla.

Losning: Till exempel, vi behover |a;| < 1 for att korrigeringen ska vara en kor-
rigering:

16gEqma’® 72
%<1 — Ey< 100
T

gma3’
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5. Vagfunktionen (i sfiariska koordinater) som beskriver elektronen i en viteatom dr

S 0.8) = — T80 (_L) 5)
o 4\2r a(s)/2 P17 240)

dir ag ar Bohr-radien.

(a) (3 podng) Visa att vagfunktionen &r korrekt normerad.
Tips: fooo x"e™ dx = n! om n ir ett heltal.

Losning: “Korrekt normerad” betyder att integralen 7 = /ff ly|>d’r = 1:

1 ) b 2r
I = < / dr/ d@/ d¢ r>cos’> Ge "1 r2sing
3271'610 0 0 0 S—— S———

sannolikhetstdthet volymelement

1 0 d
= s / rre a0 gy / sin 6 cos® 6 df
16a0 0 0

1 [(o¢] 3 1
x*e™ dx u>du medx =r/ag, u=cosb

16 Jo I
12

=—4Z
16 3

(b) (2 podng) Vad ir elektronens totala energi och beloppet av dess banrorelseméingds-
moment?

Losning: SIa upp vagfunktionen i handboken for att identifiera kvanttalen n = 2,
¢ =1 och dirmed att E = —R/4 = —3.4 ¢V, L = \2h.
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(c) (4 poidng) Bestam vintevirdet av elektronens radiella rorelseenergi.

Losning: Operatorn ska klimmas mellan vigfunktionen och dess adjunkt &r

by h? a(za)

2m ~ 2mr2or \\ or

52 2

; cos  h” 0 "\ /2

g_m ~ T 5/22mr25[r2(1_2_ao)e /20]
V2ray

___cosb B2 2 1) i
4@613/2 2m\r a0 4a?

0
~2 2 2
x Pr h 1 2 2r r -r/a
—Y=—— cos“ @2 ——+—|e /7
v me 2m 327ra(5) ( aop 461%
hz 1 oo 2 2 T 2r
(T,) = —— 5/ r2 2__r+r_2 e_’/"“dr/ sin@cos20d6/ d¢
2m 32mray Jo aop 4ag 0 0
~——
2/3 27
=_ / 2x2—2x3+x— e " dx
48ma(2) 0 4
hZ
=- 2(2><2!—2><3!+3!)
48ma0
1> R
= =—=1.13¢eV
24ma(2) 12

(d) (1 podng) Hur skulle du prova dina svar i (c) experimentellt?

Losning: Mit den radiella rorelseenergin en ging hos ménga viteatomer som har
samma kvanttal och bestdm genomsnittet.

10
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6. Tillstdndet som beskriver tva partiklar, en med s = 1 och en annan med s = %, ar

1 V3
¥)=51L0)®l33) - = L1y @l3,-3), (6)
dar |s, my) ar ett spinntillstind med kvanttal s, m;.

(a) (2 poing) Ar partiklarna “sammanflitade” eller inte? Forklara vad ”sammanfléitning”
innebdr.

Losning: De dr sammanflitade, di resultatet av en métning av en partikel paverkar
sannolikheterna som giller den andra.

(b) (2 podng) Om en mitning ger att partikeln med s = % ar spinn-upp, vad dr de mojliga
utfallen och motsvarande sannolikheterna av en métning av den andra partikelns spin-
nprojektion i z-ledet?

Losning: Det enda termen som bidrar dr den forsta, sd tillstdndet direkt efter mét-
ningen blir |¥') = |1,0) ® |%, %). Man erhéller S, = 0 med 100% sannolikhet.

(c) (4 poing) Vibestimmer oss for att méta spinnbeloppet av det hela systemet, dvs. ling-
den av den totala spinnvektorn. Vad ar sannolikheten att vi far som utfall |S(1) + S(2)| =

V3n/22

Losning: Skriv om tillstdndet i termer av |S, Ms), dvs. tillstind dir paret har
bestdmt spinn:

1,0y ® |1, 1y = \[|2,2 \[|2,2
|1’1>®|%’_% \/7|2’2 \/7|2a2

= = ()b () b

sokt utfall
1 1\ 7 1
= P=|—+—| =—=+—=2=099
(\ﬁ 2\/5) 12 /6

11
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(d) (2 podng) Mitningen ger faktiskt att |S(1) + S(2)| = /3/i/2. Bestim sannolikheten att
en foljande mitning ska ge att partikeln med s = % ar spinn-upp.

Losning: Mitningen kollapsar tillstindet till

/ 2 1

——
sokt utfall

= P=1/3

12
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7. Tva partiklar med massa m dr bundna i en endimensionell, kvadratisk potential med naturlig
frekvens wg. Den ena partikeln hamnar i grundtillstindet och den andra i det forsta exciter-
ade tillstdndet. Partiklarna har identiska spinnkvanttal.

(a) (2 poidng) Ange kvanttillstindet som beskriver bada partiklar om partiklarna &r...

i. osirskiljbara bosoner,

Losning: |¥) = (|0) ® 1) +]1) ® |0))/V2

ii. osirskiljbara fermioner.

Losning: |¥) = (|0 ® 1) — |1} ® |0))/V2

Du behover inte ge spinnberoendet.
(b) (6 podng) Visa att vintevirdet av det kvadrerade avstdndet mellan partiklarna &r

1 osirskiljbara bosoner,

((x1 —x2)*) = iw X { (7N

mawo 3 osirskiljbara fermioner.

Losning: Expandera operatorn (x; — xz)2 och kom ihég att x; och x, kommuterar

d4 de tillhor olika Hilbertrum: (x| — x;)? = x% + x% —2x2x71.
e L
al?) == Ie = (0 +V212) o0
2 L’
i = {(|o> +«/§|2>) ® 1)+ [|1> +«/§(«/§|1> +\/§|3>)] ® |0>}
L? termer som forsvinner
B 6 (|0> @[1)+3[1)@0) + vid inreprodukten ... )

o) |¥) = 3—; 1D ® 10+ V212)) = (10) + V212)) @ 1) |

L2
= (el e+ )
L2
—2(3|0>®|1>i|1>®|0>+"')

£§|‘P>:f

Nu samlar vi:

( )2 19 L? [2]10)®|1)+2]|1) ®|0), osirskiljbara bosoner
X] —X = —
R V2 1610y ®|1) —6]1) ® |0), osirskiljbara fermioner
L? [2+2, osirskiljbara bosoner
— (P| (51 —x02)? W) = = e |
2 |6+6, osirskiljbara fermioner
som Onskat.
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TIF395 Kvantfysik (Losningsforslag) Aug 2025

(¢) (2 poidng) Forklara varfor det finns en skillnad mellan de tva fallen i (b).

Losning: Fermioner lyder Paulis exklusionsprincip, som siger att tva osarskiljbara
fermioner inte far ockupera samma kvanttillstdnd. Da bada fermioner har identiska
spinnkvanttal dr det forbjudet att de har samma positioner. Vagfunktionen méste
forsvinna om x; = x, i motsats till fallet av tvé osérskiljbara bosoner, dir vagfunk-
tionen ar som storst ndr x; = xp. Vintevirdet (x| — x2>2 ar foljaktligen mindre for
fermioner @n bosoner.

SLUT PA TENTAMEN
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Formelblad

* Diracs deltafunktion:

f(a):/_wé(x—a)f(x)dx, 6(x):%/_ooeikxdk

(o)

« Stegoperatorer for en harmonisk oscillator, V(£) = $k£* = Jmw2$?:

. & iLp _ % iLp
“CTL T Th Y
=Vn+1ln+1) aln) =+vnln-1)

dir L = \h/(2mwy).

* Paulimatriser for j eller s = 1/2:
Jil8; =
(01 (0 =i (1 0
=1 o) ENioo) 7z=lo 1)

* Paulimatriser for j, ¢ eller s = 1:
JilLi|S; = ho.

¢ Hamiltonianen i sfariska koordinater:

N p\Z T2
H="1+—+V(r
2m  2mr2 (r),

dar

2 2
e (ﬂﬁ)

2or or

1 0( 8) 1 82]
—_— sin 6 — 3

6]

2)
3)

“4)

(6)

(7

®)



¢ (Clebsch-Gordan tabeller

Kvadratroten dr antagen for varje koefficient. Minustecken ska st framfor roten.

1

SR
[\e) —
Il

D=0 —

11 o0
1/2 1/2 ! 0 0 f()';lilljaerlilr_lg: Ajs
12 <12 12 12| 1 -
“12 12| 12 -1/2| -1 e Cmam
“12 12 1
sp=1 3/2
2=3 | 32| 32 112
1120 1|12 e
1o—12] 13 2/3| 32 12
0 12| 2/3 -1/3|-1/2 -1)2
0 —1/2| 2/3 13| 32
1 12| 13 —2/3| -3/2
1o—12] 1
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