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1. (a) (1 podng) Vad finns det for experimentellt bevis att energi dr kvantiserad?

(b) (1 podang) Forklara varfor tillstdndet |) som beskriver ett kvantmekaniskt system ska
vara normerat.

(c) (2 podng) Vad ir ett stationdrt tillstand och varfor ar det s kallat?

(d) (1 podng) De egentillstind av en Hermitsk operator som motsvarar olika egenvirden
ar ortogonala. Varfor dr detta nodvéndigt for att Hermitska operatorer ska representera
fysikaliska storheter inom kvantfysik?

(e) (1 podang) En partikel ror sig (i en dimension) med bestimd energi. Under vilka forut-
sattningar kan den ocksd ha bestdmd rorelsemingd?

(f) (2 poidng) Visa att operatorerna som motsvarar position och rorelsemédngd (langs x
axeln) inte kommuterar. Vad innebir detta for kunskapen man far ha om en partikels
bana?

(g) (2 poing) Lat J,, fy och J, vara operatorerna som motsvarar ett systems totala rérelse-
mingdsmoment omkring x, y och z axlarna. Forklara varfor dessa komponenter av J
inte kommuterar med varandra, medan de alla kommuterar med det kvadrerade belop-

72
pet J-.

2. En partikel med massa m ir bunden i en kvadratisk potentialbrunn med naturlig frekvens
wo. Vid ¢ = 0 dr partikeln beskriven av tillstdndet:

0) +11)
V2

dér |n) dr egentillstdndet motsvarar energinivén n.

) = ey

(a) (2 podng) Visa att tidsevolution, enligt den tidsberoende Schrodingerekvationen, &r
unitidr i allménhet. Forklara varfor detta ar viktigt.

(b) (6 podng) Bestim (x) (véantevirdet av partikelns position) och o (osdkerheten i par-
tikelns position) som funktioner av tid.

(¢) (2 podng) Jamfor dina svar i (b) med vad du erhéller frén en klassisk harmonisk os-
cillator som har total energi given av (E), partikelns energivintevirde. Betrakta bade
amplituden och oscillationsfrekvensen. Staimmer de overens?

FORTSATTER PA NASTA SIDA



TIF395 Kvantfysik Okt 2024

3. En strdle spinn-1 partiklar firdas ldngs z-axeln genom ett Stern-Gerlach filter, vars mag-
netiska falt kan vridas genom en vinkel 6 i planet ortogonalt mot fardriktningen. Varje
partikel i stralen ar beskriven av tillstdndet

i 1 i
|lr//>:§|1’1>_6|1’O>_§|1,_1>5 (2)

dar |s, mg) ar ett spinnegentillstdnd med kvanttal s och mg. Filtret utfor en métning av
spinnkomponenten som har motsvarande operator

§9 :§x00s9+§y sin 6. 3)

(a) (2 poidng) Din kollega Dr Knowitall tycker att det storsta virdet for Sy maste vara lika
med partiklarnas spinnbelopp |S|. Har den gode doktorn ritt eller inte? Forklara ditt
svar.

(b) (6 podng) Bestdm andelarna som strdlen fordelas i, som funktion av 6, och ange for
varje andel vad partiklarna har gemensamt.

(¢) (2 podng) For vilka vinklar blir strilen mest jimnt fordelad, respektive mest ojaimnt?
Forklara vad dina svar betyder om partiklarnas spinn.

4. Elektronen i en viteatom har bestimd energi E = 7%/ (18ma(2)), dér ag ar Bohr-radien.
Dess banrorelsemangdsmoment &r sa stort som det kan vara, och sa parallellt med z-axeln
som det kan vara.

(a) (1 podng) Ange kvanttalen och vagfunktionen i positionsbasen, ¢ (r), som motsvarar
det givna tillstdndet.

(b) (5 podng) Berikna vintevirdena (1/r) och (1 / r2> for vgfunktionen i a). Visa hur du
har kommit fram till svaren.

Tips: /000 x" exp(—x) dx = n! for heltaliga n.
(c¢) (1 podang) Vilken andel av elektronens energi ir potentialenergi?
(d) (2 podng) Vilken andel av elektronens rorelseenergi ér radiell respektive tangentiell?

(e) (1 podng) Hur skulle du prova dina svar i (b) experimentellt?

FORTSATTER PA NASTA SIDA
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5. Alice och Bob vill utfora ett experiment med spinn-% partiklar och har dirfor kopt (kanske
ogenomténkt) en partikelkélla fran Blackburn’s Discount Quantum Devices. Kéllan har tva
driftsatt.

I det forsta skickas ut partikelpar dir alla dr beskrivna av tillstdndet
ADe|Bl)+]A])®[BT)

V2
Flodet av partikelpar blir da |'P), |¥), |¥), |'P) ...

I det andra skickas ut en slumpméssig men jamn fordelning av partikelpar med tillstind

W) = “)

@) =[AT)®[B]) eller @) =|A)®[BT). &)

Flodet av partikelpar blir (till exempel) |D;), |Dy), |D2), |P1), |P2), |P2) ...
Alice och Bob tar emot partikel A respektive B och utfér métningar pa dem.

(a) (3 podng) Visa att det syns ingen meningsfull skillnad mellan de tva driftsitten om Al-
ice och Bob miiter spinnprojektionen lings z-axeln for sina partiklar. Ange och kom-
mentera statistik och korrelationer Alice och Bob erhédller i bdda fall.

(b) (5 podng) Visa om det syns en skillnad mellan de tva driftsdtten om Alice och Bob
miéter spinnprojektionen langs x-axeln for sina partiklar. Ange och kommentera statis-
tik och korrelationer Alice och Bob erhaller i bada fall.

(¢) (2 podng) Forklara vad resultaten i (a) och (b) innebdr om mitning, och kommentera
skillnaderna mellan tillstdnden |¥), |®1) och |D,).

FORTSATTER PA NASTA SIDA
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6. En partikel med massa m dr bunden i en potentialbrunn som har gaussisk form:

4h2 x2
V(x) = - CXP(—ﬁ) , (6)

dir b dr en reell konstant. Tyvérr gir det inte att 16sa den tidsoberoende Schrodinger-
ekvationen analytiskt i detta fall.

(a) (5 podng) Anvind som ansatsvagfunktion

1 x2
Y(x) = WCXP “12) @)

dédr L &r en valfri 1dngd, och bestam partikelns energivintevirde som funktion av L.
Tips: Foljande integraler kan vara till hjalp:

/ e dx = \r, / x2e™ dx = g )

(e o0

(b) (2 podng) Med hjilp av svaret i (a), uppskatta grundtillstindets energi och ge ditt svar
numeriskt i enheter av %%/ (mb?).

Tips: Den enda reella och positiva roten av y* — %(1 +y2)3/2 =0 dr y ~ 0.5525.

(¢) (3 poidng) Kommer det verkliga grundtillstindets energi att vara hogre eller ligre dn
forutsdgelsen i (b)? Ge ett bevis for ditt svar.

FORTSATTER PA NASTA SIDA
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7. (a) (2 podng) En supraledande Josephsonovergdngs dynamik kan modelleras som om en
partikel med massa m (och inget spinn) hade varit infingad i potentialen

V(x) = Vo [1 — cos (;—C)] , )

ddr bredden a > 0 ar faststidlld och djupet Vy > 0. Expandera potentialen omkring x = 0
till andra ordningen i forskjutningen x och anvind denna uppskattning for att bestimma
brunnens energinivier samt for vilken Vj den infingade partikeln kan anvindas som en
kvantbit.

(b) (2 podng) I berdkningsbasen ges operatorn som motsvarar en Hadamardgrind av

A I (1 1

Uy—@(1 _1). (10)
Bestdm och forklara tillstindet som skapas ndr man tillimpar en Hadamardgrind till
bada kvantbitar i tillstdndet |0) ® |0).

(c) (1 podng) Vad innebir resultatet i (b) for kvantberikning?

(d) (3 poidng) Bevisa "no cloning” teoremet, som forbjuder att det existerar en unitir op-
erator som kan kopiera ett godtyckligt kvanttillstand |¥): Uc [¢) ® |@) = |[¥) ® |¥).

(e) (2 poidng) Ge en fordel och en nackdel av att kloning dr forbjuden.

SLUT PA TENTAMEN
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* Diracs deltafunktion:

f(a):/_wé(x—a)f(x)dx, 6(x):%/_ooeikxdk

(o)

« Stegoperatorer for en harmonisk oscillator, V(£) = $k£* = Jmw2$?:

. & iLp _ % iLp
“CTL T Th Y
=Vn+1ln+1) aln) =+vnln-1)

dir L = \h/(2mwy).

* Paulimatriser for j eller s = 1/2:
Jil8; =
(01 (0 =i (1 0
=1 o) ENioo) 7z=lo 1)

* Paulimatriser for j, ¢ eller s = 1:
JilLi|S; = ho.

¢ Hamiltonianen i sfariska koordinater:

N p\Z T2
H="1+—+V(r
2m  2mr2 (r),

dar

2 2
e (ﬂﬁ)

2or or

1 0( 8) 1 82]
—_— sin 6 — 3

6]

2)
3)

“4)

(6)

(7

®)
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Kvantfysik (Losningsforslag) Okt 2024

(1 poidng) Vad finns det for experimentellt bevis att energi dr kvantiserad?

Losning: Spektrallinjer.

(1 poidng) Forklara varfor tillstandet i) som beskriver ett kvantmekaniskt system ska
vara normerat.

Losning: Den totala sannolikheten ska vara lika med 1.

(2 podng) Vad ér ett stationdirt tillstand och varfor dr det sd kallat?

Losning: Ett energiegentillstind |E) &r sa kallat d& dess tidsevolution &r bara en
snurrande fas: |E;t) = exp(—iEt/h) |E).

(1 podng) De egentillstind av en Hermitsk operator som motsvarar olika egenvirden
ar ortogonala. Varfor dr detta nodvéndigt for att Hermitska operatorer ska representera
fysikaliska storheter inom kvantfysik?

Losning: Sannolikheten att erhilla ndgot annat utfall g, nir systemet har bestamt
qn, ska vara noll: {gx|g,) = 0om g, # qk.

(1 podng) En partikel ror sig (i en dimension) med bestdmd energi. Under vilka forut-
sattningar kan den ocksa ha bestimd rorelseméingd?

Losning: Om potentialen dr en konstant: V(x) = V.

(2 podng) Visa att operatorerna som motsvarar position och rorelseméngd (lings x
axeln) inte kommuterar. Vad innebér detta for kunskapen man far ha om en partikels
bana?

Losning: Det dr omojligt att veta en partikels position och rorelsemédngd exakt och
samtidigt d&

x| [%,p] 1Y) =

X, —ihaa—x] W(x)=—ih(xy' —y —xy’) =iy (x) #0

(2 poing) Lt J,, fy och J, vara operatorerna som motsvarar ett systems totala rorelse-

méngdsmoment omkring x, y och z axlarna. Forklara varfor dessa komponenter av J

inte kommuterar med varandra, medan de alla kommuterar med det kvadrerade belop-
72

pet J-.

Losning: J ir kopplat med rotationer, och rotationer omkring ortogonala axlar
kommuterar inte. Men en vektors lingd dr bevarad av en rotation.
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2. En partikel med massa m dr bunden i en kvadratisk potentialbrunn med naturlig frekvens
wo. Vid t = 0 dr partikeln beskriven av tillstindet:

0) +11)
V2

dér |n) dr egentillstandet motsvarar energinivén n.

6]

) =

(a) (2 podng) Visa att tidsevolution, enligt den tidsberoende Schrodingerekvationen, &r
unitir i allménhet. Forklara varfor detta ar viktigt.

Losning: Integrera H |y) = i2 sver en kort tidsintervall for att finna |yt + At) =

1) — BLH |y 1)

vy .
dt

Wi+ A+ A1) = i) + 2GR (14 Arlgs 1) + O4ATT

Den TBSE:n bevarar darfor tillstandets norm. Vi vill ha att den totala sanno-
likheten, om den inledningsvis ér 1, alltid ar 1.

(b) (6 podng) Bestdm (x) (vintevirdet av partikelns position) och o, (osdkerheten i par-
tikelns position) som funktioner av tid.

Losning: Skriv om positionsoperatorn i termer av stegoperatorer, £ = L(4 +d"),
och tillimpa den till det tidsberoende tillstdndet:
—iwpt /2 —3iwot /2
1) = 0) + 1)
V2 V2
Le—ia)ot/z Le—3iw0t/2
£lys1) = 1)+ (10 +v212))
V2 V2
L2 —iwot /2 L2 —3iwot/2
B2lin) = = (100 + V212)) + = I + V2 (V2[1) + V3 ]3))
V2 V2
Inreprodukten med (¥; ¢| ska vilja ut bara de termer med |0) och |1):
Le—3iw0l/2 Le—iw()l‘/z
Rlgst) = Ze [0) + T 1) -
V2 V2
L2e—iw0t/2 3L2€_3iw0t/2
22
B lir) = = |0 + = )+ -
V2 V2
L . .
= (x) = 5 (70 + €)= L cos wot
L2
= (x*) = 7(1+3) =217
Vi har i sé fall att o, = <x2> — (x)? = L2 = cos? wor = L1 + sin’ wot, dir
L =+l (2mwy).
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(¢) (2 podng) Jamfor dina svar i (b) med vad du erhéller frn en klassisk harmonisk os-
cillator som har total energi given av (E), partikelns energivéintevirde. Betrakta bade
amplituden och oscillationsfrekvensen. Stimmer de overens?

Losning: Amplituden enligt klassisk fysik, xo, uppfyller (E) = hwg = %mw(z)xg =
Xxo = 2L, som dr storre dn svaret 1 (b). (Tar man hénsyn till osékerheten giller detta
for det mesta av partikelns sannolikhetsfordelning.) Men att vintevirdet oscillerar

vid den naturliga frekvensen wq stimmer helt 6verens med klassisk fysik.
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3. En strdle spinn-1 partiklar firdas ldngs z-axeln genom ett Stern-Gerlach filter, vars mag-
netiska falt kan vridas genom en vinkel 6 i planet ortogonalt mot fardriktningen. Varje
partikel i stralen ar beskriven av tillstdndet

i 1 i
|lr//>:§|1’1>_6|1’O>_§|1,_1>5 (2)

dar |s, mg) ar ett spinnegentillstdnd med kvanttal s och mg. Filtret utfor en métning av
spinnkomponenten som har motsvarande operator

So :§x00s9+§y sin 6. 3)

(a) (2 poidng) Din kollega Dr Knowitall tycker att det storsta virdet for Sy maste vara lika
med partiklarnas spinnbelopp |S|. Har den gode doktorn ritt eller inte? Forklara ditt
svar.

Losning: Den gode doktorn har fel. Ta som exempel 8 = 0. Hade det stamt att
Sy = |S| skulle vi ha vetat att S, = S, = 0, men det &r forbjudet att veta bdde Sy
och S, exakt och samtidigt da [Sy, S.] # 0!

(b) (6 podng) Bestim andelarna som strilen fordelas i, som funktion av 6, och ange for
varje andel vad partiklarna har gemensamt.

Losning: Anvind Paulimatriser for s = 1 {for att bestimma Sy i matrisform:

s [0 e 0
Sg=—|e? 0 e
V2 o e o
Egenvirdena édr {—1,0, 1}#. Borja med Sy = O:

0 e 0\/(a 0
L eiH 0 e—iG :8 =10
V2lo ¢ o J\y] \o

B =0 (forsta raden)

ae'? + ye"p =0 (andraraden)
och lit @ = e79: .
—if
1 (¢
= [Sy=0)=—| 0 |.
|Se = 0) V|
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Nu for A = +h:

0 ¢ 0)\/a @
et 0 e Bl==%|8
V2lo e o y 4

it

B =+xa (forstaraden)
V2
B

—fB = +y (tredje raden)
2

\/_

—i6

dér vi later @ = e igen:
| it | o—if
IS; =h) =3 \/E ’ |Sz:_h>:__\/§-
2 o0 2 o0

Andelen av partiklarna med Sy = O foljer fran sannolikhetsamplituden:

I
1 . ) icosd
(Sg=0ly)=—= (e 0 —e ) [-2]=
2«/5( ) > V2
cosZ 6
2

- P(S@ZO)Z

Andelen av partiklarna med Sy = +7 foljer frdn sannolikhetsamplituden:

i

1/ . . 1 +siné
— — 0 —if0 _ —
(So=hly)y =7 (e V2 o) V2 :
1 +sin 9)?
:P(Sgﬂh):%

Den kvarstiende andelen, P = (=1 + sin6)?/4, har Sy = —F.

(¢) (2 podng) For vilka vinklar blir strdlen mest jimnt fordelad, respektive mest ojaimnt?
Forklara vad dina svar betyder om partiklarnas spinn.

Losning: Vid 6 = 0 (till exempel) ar andelarna 1/2, 1/4 och 1/4 for Sy = 0, i
resp. —h. Vid 0 = x/2 dr andelarna 0, 1 och 0. Partiklarna har spinn “parallellt”
med y-axeln: [y) =[S, = +7).
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4. Elektronen i en viteatom har bestimd energi E = —#%/ (18ma3), dér ag ar Bohr-radien.

Dess banrorelsemdngdsmoment ér sa stort som det kan vara, och sa parallellt med z-axeln
som det kan vara.

(a) (1 podng) Ange kvanttalen och vagfunktionen i positionsbasen, ¢ (r), som motsvarar
det givna tillstdndet.

Losning: n =3,{ =2 ochm, = 2:

1 2r \? r [15 .
=R Y2(0,¢) = ——— | — - —~ gin2 ge2ie.
W (r) 32(r)Y5 (0, ¢) 9@0[(3)/2 (3a0) exp( 3a0) X 30, S fe

(b) (5 poidng) Berikna vintevardena (1/r) och <1 / r2> for vagfunktionen i a). Visa hur du
har kommit fram till svaren.

Tips: /000 x" exp(—x) dx = n! for heltaliga n.

Losning: Vi behover bara den radiella vigfunktionen da vintevirdena inte beror
pa vinklarna 6, ¢:

1\
(1= [ Hraaprar
r 0 r
4 poo
:;(i) / 152 Ga0) g
81-30ay \3ao0) Jo

4 6 00
b (i) (%) / x e dx
81-30a3 \3ao) \ 2] Jo

1

- 9610

1 <1
(%)= [ SRR

4 oo
:;(i) / o2/ Gao) g,
81-30a3 \3ao0/ Jo

4 5 00
b (i) (@) / xte™ dx
81-30a) \3ao) \ 2 ] Jo

3 2
- 2
135a0

Ps.s.
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(c) (1 podng) Vilken andel av elektronens energi dr potentialenergi?

Okt 2024

Losning: Med E = —h%/(18mag) och (V) = —e*/(36mepag) = —h*/(9may)

finner vi att (V) = 2E.

(d) (2 podng) Vilken andel av elektronens rorelseenergi dr radiell respektive tangentiell?

(e)

Losning: Vintevirdena av den totala, tangentiella och radiella rorelseenergierna

ar:
h2
DH=E-(V)= 18ma(2)
e+ DR2[ 1\ 2n
{To) = 2m <r_2> Bl 45ma8
h2
(T) =(T) = (Tp) = %0ma?

(T)
() _
(T)

N|l—= W&~

(1 podang) Hur skulle du prova dina svar i (b) experimentellt?

Losning: Forbereda ménga viteatomer i tillstdnd n = 3,¢ = 2,my = 2 och mita
avstdndet mellan protonen och elektronen (radien r) en ging per atom. Genom-

snitten av 1/r och 1/r? borde da stimma 6verens med de erhéllna vintevirdena.
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5. Alice och Bob vill utfora ett experiment med spinn-% partiklar och har dirfor kopt (kanske
ogenomténkt) en partikelkélla fran Blackburn’s Discount Quantum Devices. Kéllan har tva
driftsatt.

I det forsta skickas ut partikelpar dir alla dr beskrivna av tillstdndet
ADe|Bl)+]A])®[BT)

V2
Flodet av partikelpar blir da |'P), |¥), |¥), |'P) ...

I det andra skickas ut en slumpméssig men jamn fordelning av partikelpar med tillstind

W) =

“)

@) =[AT)®[B]) eller @) =|A)®[BT). &)

Flodet av partikelpar blir (till exempel) |D;), |Dy), |D2), |P1), |P2), |P2) ...
Alice och Bob tar emot partikel A respektive B och utfér métningar pa dem.

(a) (3 podng) Visa att det syns ingen meningsfull skillnad mellan de tva driftsitten om Al-
ice och Bob miiter spinnprojektionen lings z-axeln for sina partiklar. Ange och kom-
mentera statistik och korrelationer Alice och Bob erhédller i bdda fall.

Losning: Borja med |¥). Om Alice far spinn-upp (ner) har hon kollapsat tillstan-
det till |®;) (|®;)) och i sa fall far Bob spinn-ner (upp) med 100% sannolikhet.

B
Y | upp ner
A UPP 0 1/2
ner | 1/2 0

[ falletav |®;) fir Alice och Bob spinn-upp resp. spinn-ner med 100% sannolikhet,
dé ingen kollaps sker. Detta giller ocksé |D,):

B B
®; | upp ner ®, | upp ner
upp | O 1 upp | O 0

A ner | O 0 A ner | 1 0
B
O el. &, | upp ner
A UPP 0 1/2
ner [ 1/2 0

Eftersom de fir en slumpmissig men jimn blandning av dessa fall syns ingen
skillnad: i bada driftsétt erhaller Alice och Bob 50% spinn-upp och 50% spinn-ner
samt motsatta utfall 100% av tiden.
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(b) (5 podng) Visa om det syns en skillnad mellan de tva driftsdtten om Alice och Bob
miéter spinnprojektionen langs x-axeln for sina partiklar. Ange och kommentera statis-
tik och korrelationer Alice och Bob erhaller i bada fall.

Losning: DA Alice och Bob miter S, behover vi skriva om tillstindet i termer av
Sy:s egentillstdnd. Diagonalisera Paulimatrisen for att finna

A0 1)\ (a _+h a W 1 (1
(1 o)) == 5] = =55l
B+ l+) —[-)
= |T>——\/z v

dar |+) och |-) betyder spinn-upp resp. spinn-ner med avseende pa x-axeln.
Partikelkillans mojliga tillstdnd blir 1 sd fall:

.=

_mem-me+men-1-)®l-)

o) =Inell :
oy=lyem =HEM-Dem el el
wy 2 12010 el -6l

V2 %5

Nu i driftsitt 1 erhéller Alice och Bob 50% spinn-upp och 50% spinn-ner (i x-ledet)
samt identiska utfall 100% av tiden:

B
Y | upp ner
A UPP /2 0
ner | 0 1/2

Men i driftsétt 2 erhéller Alice och Bob 50% spinn-upp och 50% spinn-ner (i x-
ledet) samt identiska utfall 50% av tiden:

B B
®; |[upp ner ®, | upp ner
A UPP 1/4 1/4 A UPP 1/4 1/4
ner | 1/4 1/4 ner | 1/4 1/4

Det finns dérfor en skillnad i att korrelationen &r svagare 1 driftsitt 2.

(¢) (2 poing) Forklara vad resultaten i (a) och (b) innebidr om méitning, och kommentera
skillnaderna mellan tillstdnden |¥), |®1) och |D,).

Losning: Det dr métningen som bestammer vilken mojlighet som omfattas av |'V)
“forverkligas”; det dr inte forbestimt. |¥) dr sammanflitat medan |®;) och |®,)
ar separerbara. I fOrsta fallet pdverkar en mitning av den ena partikeln sanno-
likheterna som giller den andra. I det andra &r partiklarna helt oberoende.
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6. En partikel med massa m dr bunden i en potentialbrunn som har gaussisk form:
41 x?
V(x) = 3 exp(—ﬁ), (6)

dir b dr en reell konstant. Tyvérr gir det inte att 16sa den tidsoberoende Schrodinger-
ekvationen analytiskt i detta fall.

(a) (5 podng) Anvind som ansatsvagfunktion

2
W(x) = x—) : %)

1
QrL2)14 P (_4L2

dédr L &r en valfri 1dngd, och bestam partikelns energivintevirde som funktion av L.
Tips: Foljande integraler kan vara till hjalp:

/ e dx = \r, / x2e™ dx = g )

Losning: Betrakta rorelseenergin forst:

2 & 62
() =5 / P g

/ ! + X e X dx
= —_— X —_——
2m\/—2ﬂL 4L2 212 " 312 ) P\ a2

2 —
S — —1)ed med y =
4mL2\/7r /_oo i = Dem dy [ T \/_L}
hZ
~ 8mlL2

Partikelns potentiellenergi ar

vy = / v<x)|w(x)|2dx

(o)

x2 52
/ dx
bzylzﬂ.L 22 212
4 2
=- f e_y dy
mb2\m L2+ p2 J-
4> b

mb 21

11
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(b) (2 podng) Med hjilp av svaret i (a), uppskatta grundtillstindets energi och ge ditt svar
numeriskt i enheter av %%/ (mb?).

Tips: Den enda reella och positiva roten av y* — %6(1 +y2)32 =0idry ~ 0.5525.

Losning: Minimera energivianteviardet med avseende pa L:

h? 4K> b

E) = -
(E) 8mL2  mb2+\[[2 1 p2

HE) o _ n? +4h2 bL

AL~ 4mL3  mb2 (L% +b2)3/?

1
= —1—6b(L2 +b2)3 2+ L4

1
= -0+ 124yt [medy=L/b]

= L =0.5525b

2

h
== Eg ~ _309W

(c) (3 poing) Kommer det verkliga grundtillstindets energi att vara hogre eller lidgre dn
forutsdgelsen i (b)? Ge ett bevis for ditt svar.

Losning: Ligre. Variationsmetoden ger en ovre begriansning pd grundtillstindets
energi E,:
(E) = (y| Hy)
= Z |a'n|2En med [¢) = Z an |En)
n n
> Z |an|2Eg dd E, > E, om E, dr den ligsta energinivin
n
(E) > E, da tillstandet dr normerat

12
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7. (a) (2 podng) En supraledande Josephsonovergdngs dynamik kan modelleras som om en
partikel med massa m (och inget spinn) hade varit infingad i potentialen

V(x) = Vo [1 — cos (;—C)] , )

ddr bredden a > 0 ar faststidlld och djupet Vy > 0. Expandera potentialen omkring x = 0
till andra ordningen i forskjutningen x och anvind denna uppskattning for att bestimma
brunnens energinivier samt for vilken Vj den infingade partikeln kan anvindas som en
kvantbit.

Losning: Potentialen vid andra ordningen &r

3 1 02V (x)
V(X) ~ V(O) + E Ox2

— E +1 iV
n=(n+ s\ —%
2 ma2

Vi kan anvénda partikeln som en kvantbit om brunnen har endast tva energiegen-
tillstdnd, |0) och |1):

2
xz ~ V()x 1 2.2
=0 22> 2

K> 25h?
Ei<Vyg = Vo> ——, E,>Vy = V< .
4ma? 4ma?

(b) (2 podng) I berdkningsbasen ges operatorn som motsvarar en Hadamardgrind av
A I (1 1
UH—@(1 _1). (10)

Bestdm och forklara tillstindet som skapas ndr man tillimpar en Hadamardgrind till
bada kvantbitar i tillstdndet |0) ® |0).

Losning: Med Uy [0) = (]0) + 1)) /V2,

_10)®[0)+10)® 1) +[1) ® [0) +[1) ® [1)
2

U 10) ® Up [0)

erhdlls en superposition over alla tvésiffriga binira tal.

(¢) (1 podng) Vad innebdér resultatet i1 (b) for kvantberdkning?

Losning: Att kvantdatorer kan utfora berdkningar pa alla mojliga tal pd en gdng
eller “massivt” parallella operationer.
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(d) (3 podng) Bevisa "no cloning” teoremet, som forbjuder att det existerar en unitir op-

(e

erator som kan kopiera ett godtyckligt kvanttillstand |): Uc |¢) ® |¢) = [¢) ® |¢).

Losning: Ett mojligt sitt: om Uc kan kopiera ett allmént kvantillstand har vi att

Uc0) ® ) =10) ® |0),
Ucly®ly) =1)e 1),
Uc(a |0y +B11)) ® [y) = (a|0) +B[1)) ® (a |0) + B 1))
=a’10) ® [0) + 2B 0) ® |1)
+aB 1) ®0)+ %1y ®|1)

Men detta strider mot:

aUl0)® ) +BUI) @ |¥)
a(0) ®[0) +B|1) ®|1)

Oc(a|0)+B11)) @ |¥)

sé det finns ingen sddan operator.

(2 poidng) Ge en fordel och en nackdel av att kloning ar forbjuden.

Losning: Detta ger grunden for sidker kvantkommunikation da en tjuvlyssnare inte
kan kopiera ett meddelande, analysera det, och skicka det vidare utan att ha foréan-
drat det. Men kvantfelskorrigering blir mer komplicerat dd man inte kan anvinda

enkel redundans genom att skapa kopior av en kvantbits tillstdnd.

SLUT PA TENTAMEN
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Formelblad

* Diracs deltafunktion:

f(a):/_wé(x—a)f(x)dx, 6(x):%/_ooeikxdk

(o)

« Stegoperatorer for en harmonisk oscillator, V(£) = $k£* = Jmw2$?:

. & iLp _ % iLp
“CTL T Th Y
=Vn+1ln+1) aln) =+vnln-1)

dir L = \h/(2mwy).

* Paulimatriser for j eller s = 1/2:
Jil8; =
(01 (0 =i (1 0
=1 o) ENioo) 7z=lo 1)

* Paulimatriser for j, ¢ eller s = 1:
JilLi|S; = ho.

¢ Hamiltonianen i sfariska koordinater:

N p\Z T2
H="1+—+V(r
2m  2mr2 (r),

dar

2 2
e (ﬂﬁ)

2or or

1 0( 8) 1 82]
—_— sin 6 — 3

6]

2)
3)

“4)

(6)

(7

®)



¢ (Clebsch-Gordan tabeller

Kvadratroten dr antagen for varje koefficient. Minustecken ska st framfor roten.

1

SR
[\e) —
Il

D=0 —

11 o0
1/2 1/2 ! 0 0 f()';lilljaerlilr_lg: Ajs
12 <12 12 12| 1 -
“12 12| 12 -1/2| -1 e Cmam
“12 12 1
sp=1 3/2
2=3 | 32| 32 112
1120 1|12 e
1o—12] 13 2/3| 32 12
0 12| 2/3 -1/3|-1/2 -1)2
0 —1/2| 2/3 13| 32
1 12| 13 —2/3| -3/2
1o—12] 1
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