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1. (a) (2 podng) Ge tva egenskaper av Hermitska operatorer och forklara varfor de behovs
for att sddana operatorer kan representera fysikaliska méngder.

Losning: En Hermitsk operators egenvirden dr (alla) reella. Egentillstind som
motsvarar olika egenvirden dr ortogonala med varandra. Det forsta behovs eftersom
sd att egenvirdena ger de (numeriska) resultaten av en métning och den andra si
att det finns ingen Overlappning mellan annorlunda fysiskaliska utfall.

(b) (2 podng) Vad betyder det, bade matematiskt och i termer av kunskap man kan ha om
ett kvantsystem, om tvd Hermitska operatorer kommuterar?

Losning: De har en gemensam bas av egentillstdnd och det gar att veta bada tva
fysikaliska storheter exakt och samtidigt.

(c) (2 poing) Ge vigfunktioneni positionsbasen och rérelsemingdsbasen, y (x) och i/ (p),
av en partikel med bestimd rorelsemingd pg. (Det ricker att betrakta rorelsen som
endimensionell.)

Losning: ¢ (x) = exp(ipx)/V2rh. y(p) = 6(p — po).

(d) (2 podng) Vilkakvanttillstind uppfyller den tidsoberoende respektive den tidsberoende
Schrodinger-ekvationen?

Losning: Endast energiegentillstind uppfyller den tidsoberoende Schrodinger-
ekvationen. Alla kvanttillstand uppfyller den tidsberonde Schrédinger-ekvationen.

(e) (2 podang) En partikel befinner sig i en superposition av olika tillstind med bestamt
banrorelsemiangdsmoment, [¢) = Z?:o ay¢|t,me =0). Vad dr sannolikheten att en
mitning ger L = 7?7 Vad ér tillstdndet direkt efter métningen?

Losning: Mojliga utfall ar 4/¢(¢ + 17, dvs {0, V2, }h sé sannolikheten &r noll.
Tillstandet kollapsar vid métning och blir ett av egentillstanden {|0),|1),--- }.
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2. En spinn-1/2 partikel forbereds sa att dess tillstand vid ¢ = 0 dr

) =11 ey

Hamiltonianen ar

A =t (1L A1+ ), @)

dér |T) och ||) betyder att partikeln &r spinn-upp respektive spinn-ner med avseende pa
z-axeln och w, ar en vinkelfrekvens.

(a) (3 podng) Vad dr de mojliga utfallen och de motsvarande sannolikheterna om vi méter
partikelns energi?

Losning: Los egenvirdes-ekvationen for Hamiltonianen:

SRR

~—— —
H

Fran det(H — EI) = E? — (hw.)* = 0 fir vi att energiegenvirdena (och de mojliga
utfallen av en energimétning) dr £ = +fiw.. De motsvarande egentillstinden &r
l+) = (1,1)"/v2 och |-) = (1,-1)T/V2. Sannolikheten att mitningen ger +fiw,
ar | (+| 1) |> = 1/2. For E = —hw, ir det ocksa 1/2.

(b) (7 podng) Bestdm vinteviardena (S,), <S y> samt (S,) som funktion av tid. Forklara
fysikaliskt spinnvektorns rorelse.

Losning: Det begynnande tillstindet ér 1) = (|+) + |-))V2 och det tidsberoende
(med hjilp av wiggle-faktorer)
e—iwct |+> + eiwct |_> COS w1
;1) = =|_; e “)
\2 i sin w.t
Bygg vintevirdena genom att klamma operatorn som kridvs mellan en bra och en
ket:
h - 0 1\ [ coswet | _
(Sy) = 3 (coswet isinwet) i 0) (—i in a)ct) =0, (5)
h . 0 —i\[ coswet \ H .
<Sy> =3 (coswet isinwct) ; O) (—i in wct) = —5 sin 2w,t, (6)
h . 1 0\( coswer \ h
(S,) = 3 (coswet isinw,t) 0 1) (—i in wct) =5 cos 2w, t. @)
Spinnvektoren snurrar i y-z planet omkring x-axeln.




TIF395 Kvantfysik Aug 2024

3. En partikel med massan m, bunden i en harmonisk oscillator med naturlig frekvens wy,
ar stord av en svag linjar potential H' = &X/L, dir L = +/h/(2mwy) och & ér en positiv
konstant.

(a) (2 poing) Bestdm forsta ordningens korrigering till energin, E, (1) , och forklara ditt svar
fysikaliskt.

Losning:
E"Y = (¢/L) (n| 2 |n) = bL (n| (@ + a") |n) = (8)

eftersom X skapar tillstdnd ett steg hogre och ldgre som dr ortogonala med |n).
Sannolikhetstitheterna som beskriver ett energiegentillstdnd dr symmetriska och
dd dr det lika sannolik att partikeln kan hittas i omradet dér storningen dr positiv
som dir den dr negativ.

(b) (3 podng) Visa att forsta ordningens korrigering till tillstindet ar

|n<1>>:him(\/%|n—1>—\/n+1|n+1>). 9)

Losning: Matriselementen (k|%|n) = L(yn{kln—1) + Vn+1{k|n+1)) och
energiskillnaden E, — Ey = hwo(n — k). Anvénd att (n|m) = &,,, isolerar tva
termer i summan:

- Z\/_(kln—l)+\/n+ <k|n+1)| K (11
wo k#n —k

Eftersom energiegentillstind dr ortogonala och normerade ir den forsta inrepro-
dukten nollskild endast i fallet k = n — 1. Da blir |k) = |[n—1), n — k = +1 och
inreprodukten sjdlv 1. Den andra dr nollskild om k = n + 1; da blir |k) = [n+ 1)
ochn—-k=-1.
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(2 poidng) Skissa vigfunktionen i positionsbasen for bidde den ostérda och storda
grundtillstindet. (Du behover inte hirleda den harmoniska oscillatorns energiegen-
funktioner.)

Losning: ¢ (x) o« exp(—x%/2L?) och ¢ (x) « (x/L) exp(—x*/2L?) enligt hand-
boken.
v

~
—= ? X
- , i
,%‘\‘ OS““Y‘)[:"Lé ” (
.!,’;'(Sl’ﬁ L lijH"Ml’uu
ox (i ke v
e_&/{glfr\ob* .

(2 poidng) Bestim andra ordningens korrigering till energin, E ,(,2).

Losning: Andra ordningens Korrigering ar E,(,z) = (g/L) (n | % |nW):

£nMy = %(ma’f) (\/ﬁln— D= Va+l|n+ 1>) (12)
0
:%[(\/ﬁ\/_—\/n+l\/n+l) In) + termer med |1 — 2), [n +2)| (13)
0
£ __ & 14

(1 poing) Ar energikorrigering till grundtillstindet positiv eller negativ? Forklara ditt
svar fysikaliskt.

Losning: Den dr negativ eftersom storningen gor potentialenergin ldgre for x < 0
och det dr mer sannolikt &tt hitta partikeln i just det har omradet enligt skissen ovan.
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4. En partikel har foljande vigfunktion i positionsbasen:

2 2 2.2
VB exp (_M) (15)

VR D= e 207

dir 8 och o ir positiva konstanter.

(a) (6 podng) Bestim vintevirdena av partikelns rorelseméngd (i alla tre dimensioner)
och rorelseenergi.

Tips: f_o; e/ dx = \[mo och f_o; x2e7 17 gy = \[xo3 2.

Losning: Vi kan utnyttja att vigfunktionen nistan dr sfariskt symmetrisk for
att skriva om den som ¥ (x,y,z) = ¢(x,0)d(y,0)d(z,0/B), dir ¢(x,0) =
exp(—x2/20%) ) (n'A51/?).

Forst, rorelseméngd:

0 0
(p2) = i / $x,0) 593, ) d (16)
. o0 2
= _\/l;lo_/_ _o-i exp(—s_—) dx (17)
o (18)

och pad samma sitt far vi att (py> =(p;) =0
Rorelseenergin (T') = (Ty) + <Ty> +(T,):

2
(L) = -5~ / o(x.0)? (x 9 4 (19)
& 1 x2 x2
- 2\/Em0 [oo( 02+0_4)exp( 0'2) = 0
WP ([ NF\F
= 3o (——+Z) 1)
hZ
= o @)
2 + B2
— =200 (23)

(b) (4 podng) Om S minskas blir vigfunktionen mer eller mindre utspridd ldngs z-axeln?
Vad hinder till rorelseenergin i sé fall? Forklara vad detta har for relevans for kemisk
bindning och ge ett exempel.

Losning: Om g minskas blir vagfunktionen mer utspridd och da minskas rorelseen-
ergin pa grund av osikerhetsprincipen: en storre o innebér en mindre o, = V2mT.
I kovalent bindning &r energin ldgre nir elektronen “delas” mellan atomer (jaimfort
med ldget dir den dr bunden till en atom) delvis eftersom den 4r mer delokaliserad.
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5. En elektron, bunden i en viteatom med bestdimd energi och bestamt banrorelsemingdsmo-
ment, har Hamiltonianen:

. A2 1 2 2
PRV

(24)

2m 2mi? maof

dir ag = 4megh? | (me?) ir Bohr-radien. Anta att £ = 1.

(a) (2 podng) Tolka de sista tvd termerna i ekvation 24 som en effektiv potentialenergi
Vest(r) och bestdm dess virde vid jamviktsradien, Veg(ro).

Losning: Potentialens forsta derivata ar —2#2/ (mr3)+h2 | (maogr?). Jamviktsradien
ir ro = 2ag och potentialen vid denna punkt 4r V(rg) = —#%/ (4ma3) =-R/2.

(b) (3 poidng) Vilket tillstdind har den ldgsta energin om ¢ = 1 och vad &r dess energi?
Forklara varfor ditt svar skiljer sig fran det i (a).

Losning: £ = 1 motsvarar ett p-tillstind s det dr 2p som soks. Energin E =
—R /2% = —=R/4. Det ir hogre in potentialenergin vid jimviktspunkten eftersom
elektronen har nollskild rorelseenergi. (Detta hdrstammer ifrdn osédkerheten i
elektronens position.)

(c) (3 poidng) Ange den radiella vigfunktionen R, ¢(r) som motsvarar tillstdndet i (b) och
bestam radien som dr mest sannolik.

Liésning: Enligt boken Roi(r) = (r/ao)exp[-r/(2a0)1/(2V6a;'?).  Sanno-
likhetstitheten P o 7%|Ro1(r)|> o r*exp(-r/ag). Derivatan dP/dr o« r3(4 —
r/ao) exp(—r/agp) forsvinner vid r = 4aq, den mest sannolika radien.

(d) (2 podng) Dr Knowitall undrar hur man skulle verifiera ditt svar i (c) experimentellt.
Forklara for den gode doktorn hur det skulle vara mojligt.

Losning: Man skulle behova att samla vildigt manga viteatomer i sitt 2 p-tillstind
och mita radien en gdng per atom. Genom att bygga ett histogram 6ver alla utfall,
och titta pa vilken kolonn var storst, kunde man verifiera vilken radie var mest
sannolik.
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6. Tva par spinn-1/2 partiklar &r forberedda sa att det ena (A och B) dr beskrivet av tillstdndet

wyy_ AD @B D+ 1A ) @|B: 1) 05)
V2

och det andra (C och D) av

IC:De[D:)-|C: ) e|D: 1)
7 :

dir (t. ex.) |A: T) betyder att partikel A &r spinn-upp med avseende pa z-axeln.

|¥2) = (26)

Din kollega Dr Knowitall anser att for bdda par ska en mitning av beloppet av parets totala
spinn, |S™ + S®)| eller |S(©) + S(P)|, ge noll eftersom partiklarna alltid har antiparallella
spinnvektorer.”

(a) (4 podng) Vad ger mitningen egentligen som utfall? Betrakta bade |¥;) och |¥,). Har
den gode doktorn som vanligt fel?

Losning: Uttrycka bada tillstdnd i termer av |S, Ms) med hjilp av Clebsch-Gordan
tabellerna.

W) =1S=1,Ms=0), |W2) =1|S=0,Ms=0). 27)

D4 $2 har egenvirden S(S + 1)A2 ger som utfall en mitning av beloppet av parets
totala spinn V27 respektive 0. Den gode doktorn har tyvirr fel.

(b) (6 podang) Skrivom |W¥;) och |W¥,) sd att de dr givna i termer av S, :s egentillstand, dvs.
tillstdnd som uppfyller

. h
$P) |pray = £ pi), p €{A,B,C,D} (28)

Ge med hjilp av detta en fysikalisk tolkning for dina svar i (a).

Losning: Diagonalisera S, for att fa [+) = (1, 1)7/v2 och |-) = (1, -1)7/¥2 och
ddrigenom att 1) = (|+) + |-))/V2 samt ||) = (|+) — |-))/V2.

|A:+) |B:+) — |A:+) |B:=) + |A:=) |B:+) — |A:=) | B:—)

AT @ |B: 1) = : 29)

A1) ® |B: 1) = |A:+) |B:+) + |A:+) |B:—) —2 |A:=) |B:+) — |A:=) |B:—) (30)

— ) = |A:+) |B:+)\7§|A:—) |B:—) 31)
—|A:+) |B:=) + |A:=) | B:+)

¥,) = 32

= |¥2) N (32)

Trots att spinnvektorerna dr “antiparallella” med avseende pa z-axeln i bada fall
finns det en skillnad mellan deras riktningar med avseende pé x-axeln: ’parallella”
i fallet av | W) och antiparallella” i fallet av |¥;). Detta forklarar hur det &r mojligt
att S = 11 forsta fallet: ett nollskilt spinnrorelsemidngdsmoment ligger ndgonstans
i x-y planet.
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7. Anta att vi har ett tvd-qubit system. I berdkningsbasen ges qubit-tillstdinden och Hadamard-
operatorn av:

o) o) eekh Y e

(a) (2 podang) Vilken superposition skapas nir man tillimpar Hadamard-operatorn till
béda qubitar i tillstdndet |0) ® |1)?

Losning: Hadamard-operatorn pa det hela systemet ger

(000 0s) (01 011)) = L2 0 L2 (4
_o-meiem-len g,
RILEILTTC L ETEL) 6

(Detta dr en superposition av alla mojliga bindra tal som kan representeras med tva
bitar.)

(b) (2 podng) Vad innebir resultatet i (a) for kvantberdkning? Varfor dr det viktigt att
qubitar héllas isolerade fran omgivningen?

Losning: I princip kan datorn utfora berdkningar parallelt, dvs. pd alla tal pd en
géng. Problemet dr att qubitarna maste hallas isolerade sé att superpositionen inte
kollapsar: en vixelverkan med omgivingen &r en typ métning.

Med Deutschs algoritm kan vi bestimma om en funktion f, som ger antingen O eller 1 som
output, dr konstant eller balanserad. ”Konstant” betyder att funktionen ger samma output
oavsett input, f(x) = 1, Vx eller f(x) = 0, Vx. ”"Balanserad” betyder att funktionen ger 1
for hilften av alla mojliga x och O for den andra hélften.

Algoritmen fungerar pa foljande sitt for en en-bit f (one-bit, dvs. x = 0 eller x = 1):

1. Dataregistret x och kontrollregistret y dr laddade med qubitarna |0) respektive
|D: 1Y) =10) ®[1).

2. En Hadamard grind tillimpas p4 bada qubitar: |¥) = Uy |0) ® Uy |1).

3. Funktionen tilldmpas sé att kontrollregistret blir y’ = [y + f(x)] mod 2.

4. En till Hadamard grind tillampas pd dataregistret.
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(c) (2 podang) Bestim systemets tillstind efter steg 3, for ndgon konstant f och nigon

(d)

balanserad f.
Losning: Efter steg 2 har vi att
PIRULI R CLIDEU IR TLIVE -
Om f(0) = f(1) = 1 (konstant):
0020} -10)@[H+[1)®|0) - [H@[) _[0)+][1) 0)-][I)
‘P = = 38
®) . 5t O
Om f(0) = f(1) = 0 (konstant):
0D -10)@[0)+[1)e[1)-[H®[0) _[0)+][1) [1)-]0)
‘P = = 39
®) . 5t @
Om f(0) =0och f(1) =1 (balanserad):
020y -10)[H+[DHe[)-[1He|0) [0)-]1) 0)—]1)
¥) = = 40
®) . 5o 0
Om f(0) =1 och f(1) = 0 (balanserad):
)@ -10)®[0)+[1)®|0) - [y @[1) _[0)+][1) _[1)-]0)
¥) = = 41
®) . 55 @D
(2 podng) Bestim systemets tillstdnd efter steg 4, for bada fallen i (c).
Losning: Om f(0) = f(1) = 1 (konstant):
0y —[1)
¥) =10 42
¥) =10)® N (42)
Om f(0) = f(1) = 0 (konstant):
1) - 10)
¥) =10 43
%) =10)® N (43)
Om f(0) =0och f(1) =1 (balanserad):
0y — 1)
¥) =11 44
¥) =11 ® N (44)
Om f(0) =1 och f(1) = 0 (balanserad):
1) - 10)
¥) =11 45
¥)=11)® N (45)

10
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(e) (2 podang) Givet (d), hur skulle vi bestimma om funktionen dr konstant eller bal-
anserad?

Losning: Mit dataregistret. Om det dr O (1) dr funktionen konstant (balanserad).

11



Formelblad

¢ Diracs deltafunktion:

f@)= [ st-arreds 500 =5 [ et 0
—oo T J-
* Stegoperatorer for en harmonisk oscillator, V(%) = % kx? émwéxz
AT — i — @ q = i @ 2
CTA T TR Tt @
=Vn+1lln+1) aln) =+vnln-1) 3)
dir L = \h/(2muwy).
* Paulimatriser for j eller s = 1/2:
ilsi =
01 0 —i 1 O
* Paulimatriser for j, £ eller s = 1:
Ji|Li|S; = ho.
1 010 1 0 —i 0 1 0 0
ox=—|1 0 1], oy=—|1 0 -il, o, =10 0 0. (5
V2o 1 0 V2o i o 00 —I
e Hamiltonianen i sfariska koordinater:
2 72
~ D L
H=-—° \% 6
2m  omr2 x). ©
dar
o 1\|* [,
2 . 2
) A | I 7
Pr [ : (0r+r) rzar(r Or) )
. 1 9 0 1 92
[?=-n?|— 0 — 8
[sm 0 0 (Sln 69) smz 6 8¢2] ( )



* Clebsch-Gordan tabeller
Kvadratroten dr antagen for varje koefficient. Minustecken ska sta framfor roten.

1

L
N =
Il

D=9 —

1 1 0
12 12| 1 0 0
12 —1/2| 1/2 12| 1

tabell- S
forklaring: Mg

mp; mp :;llst
S12 12] 12 12 -1 12
“12 —1/2] 1
s1=1 3/2
$2=3 | 32| 32 12
1ozl 1| e 1p

1 =172 1/3  2/3| 3/2 12
0 12| 2/3 -1/3|-1/2 -1/2
0 -1/2| 2/3 1/3| 3/2
-1 12| 1/3 =2/3|-3)2

-1 -1/2| 1
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