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1. (a) (2 podng) Hermitska operatorer anvinds hela tiden inom kvantfysik. Vad har deras
egenvirden och egentillstdnd for fysikalisk betydelse?

(b) (2 podng) En partikel befinner sig i en superposition av energiegentillstind, |¢) =
>,y |Ey). Vad dr konstanterna a,? Vilket villkor maste uppfyllas sd att detta dr
mojligt?

(c) (3 podng) Visa att operatorerna som motsvarar position, X, och rorelsemingd, p,, inte
kommuterar. Vad innebér detta resultat, bAide matematiskt och i termer av kunskap
man kan ha om ett kvantsystem?

(d) (1 podang) Vad ar vagfunktionen i positionsbasen, ¢ (x), av en partikel med bestimd
rorelsemingd p = po?
(e) (2 podang) Din kollega Dr Knowitall pastér att ett véintevirde dr vad man fdr om man

miter ett kvantsystem vildigt manga ginger och berdknar genomsnittet av alla utfall.
Har han ritt eller inte? Forklara ditt svar.

2. En partikel med massa m dr bunden i en brunn med kvadratisk potential V(x) = §mwgx>.

Tillstdndet vid # = 0 ar
1) +12)

5

dér |n) dr egentillstindet som motsvarar energinivan E,.

;1 =0) = )

(a) (1 podng) Vad dr energivintevirdet (E)?
(b) (4 podng) Bestim positionens vintevirde (x) som funktion av tid.

(c) (2 podang) Vad hade klassisk fysik forutsagt om sviangningens amplitud och frekvens?
Anta att partikelns energi ges av (E), resultatet av ditt svar i (a). Overenstimmer de
med ditt svar i (b)?

(d) (3 poidng) Bestim rorelsemidngdens vinteviarde (p) som funktion av tid och visa att
det uppfyller Ehrenfests teorem:

i~ m @

FORTSATTER PA NASTA SIDA
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3. En spinn—% partikel forbereds sé att dess tillstdnd &r

2 1
) = \/;|T> + \/;Il% 3)

dir (t ex) |T) betyder att partikeln dr spinn-upp med avseende pa z-axeln.
Vad dr de mojliga utfallen och de motsvarande sannolikheterna om:

(a) (4 podng) ... vi direkt méater x-komponenten av spinnet, Sy ?

(b) (4 podng) ... vi forst miter z-komponenten S, och sedan S,?

(¢) (2 podng) Forklara varfor dina svar i (a) och (b) inte 6verenstimmer med varandra.

4. Ett svagt elektriskt filt E tillimpas pa en laddad partikel som befinner sig i en lada med
bredd a. Hamiltonianen i positionsbasen ar da:

0 |x|<a/2

0o |x|>a/2’

“4)

(a) (2 podng) Visa att forsta ordningens korrigering till energin, E,gl), ar noll for alla
energinivder. Forklara ditt svar fysikaliskt.

(b) (6 podng) Det storda grundtillstindet kan uppskattas med forsta ordningens storning-
steori. Det gér att visa att:

[We) =11) +a2(2) +a3|3) +- - ®)

dir |n) dr energiegentillstindet som motsvarar E,, = A%7%n*/(2ma?). Bestim konstan-
terna a, och as.

(c) (2 podang) Skissa vagfunktionen som motsvarar det storda grundtillstindet och forklara
det du finner.

FORTSATTER PA NASTA SIDA
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5. Tillstdndet som beskriver tvd sammanflidtade partiklar, en med s = 1 och en annan med

L r
2V2

§s=5
3

2 bl
|1? 1>®|%’_%>, (6)
dér |s, my) ér ett spinntillstdnd med kvanttal s, m.

1
¥) =3 IL0)® 51+
(a) (1 podang) Forklara vad det betyder att partiklarna dr "sammanfldtade".
(b) (2 podng) Vad édr sannolikheten att en métning ska ge att partikeln med s = % ar
spinn-upp? Och i s fall, vad &r sannolikheten att den andra partikeln har S, = 7?

(c) (5 podng) Vi bestimmer oss for att médta spinnbeloppet av det hela systemet. Vad ér
sannolikheten att vi far som utfall [S(V + S@)| = V37/2?

(d) (2 podng) Mitningen ger faktiskt att |S(1) + S(2)| = V3 7/2. Bestim sannolikheten att
en foljande mitning ska ge att partikeln med s = % ar spinn-upp.

6. Elektronen i en viteatom ar beskriven av foljande vigfunktion:

w(r.6.¢) = -2}, )

1
N7 ( L
dir L &r en godtycklig langd.
Tips: fooo x"e™dx = n!
(a) (2 podng) Visa att vagfunktionen dr normerad.

(b) (5 poing) Bestdm sannolikheten att en energimétning ger som utfall £ = —R, dir R
ar Rydbergs konstant.

(c) (3 poidng) Skissa sannolikheten som funktion av L. Markera pad grafen ddr sanno-
likheten é&r storst, den motsvarande langden L, och forklara det du finner.

FORTSATTER PA NASTA SIDA
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7. En endimensionell modell for heliumatomen ar:

H=—mae 0(x1) = 5——— - 5(x2) + —6(x) — 3
2m ax% 2me (xl) 2m axg 21en (XZ) 4reg (xl XZ) (8)

dir x; och x; dr de tvé elektronernas positioner.
Har ska du anvénda variationsmetoden med ansatsvigfunktion

Y(x1,x2) = Nexp (_|?2_1|) exp (_|?2_2|) 9

dér L ar en fri parameter.

(a) (6 podng) Forsumma termen i Hamiltonianen som beskriver repulsionen mellan elek-
tronerna. Anvind variationsmetoden fOr att visa att den uppskattade grundenergin dr
—8R, dir R dr Rydbergs konstant. Ange vilken L som motsvarar den hir energin.

Tips: Du far anvdnda utan bevis att

dx = —|a|2B (10)

o0 2
f(X) = a,e_ﬁm — /_ f*(x)aa];(zx)

om 8 > 0.

(b) (4 podng) Ta nu hinsyn till repulsionen och uppskatta grundenergin igen. Jimfor L
med det du fick i (a) och forklara skillnadens ursprung.

END



Formelblad

¢ Diracs deltafunktion:

f@)= [ st-arreds 500 =5 [ et
oo T )
« Stegoperatorer for en harmonisk oscillator, V(%) = 3k£? = Imw?2$?:
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* Clebsch-Gordan tabeller
Kvadrot antagen for varje koefficient. Minustecken ska st framfor roten.

1

L
N =
Il

D=9 —

1 1 0
12 12| 1 0 0
12 —1/2| 1/2 12| 1

tabell- S
forklaring: Mg

mp; mp :;llst
S12 12] 12 12 -1 12
“12 —1/2] 1
s1=1 3/2
$2=3 | 32| 32 12
1ozl 1| e 1p

1 =172 1/3  2/3| 3/2 12
0 1/2| 2/3 -1/3|-1/2 -1)2
0 -1/2| 2/3 1/3| 3)2
-1 12| 1/3 =2/3|-3)2

-1 -1/2| 1
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1. (a) (2 podng) Hermitska operatorer anvinds hela tiden inom kvantfysik. Vad har deras
egenvirden och egentillstdnd for fysikalisk betydelse?

Solution: Egenvirdena dr de mojliga utfallen av en mitning, tex 3 J, 2 m osv. Ett
egentillstand ar ett tillstdnd dér systemet har ett bestamt virde av en viss fysiskalisk
mingd, eller tillstindet som systemet hamnar i direkt efter mitning.

(b) (2 podng) En partikel befinner sig i en superposition av energiegentillstind, |¢) =
>,y |Ey). Vad dr konstanterna a,? Vilket villkor maste uppfyllas sd att detta dr
mojligt?

Solution: «, ir sannolikhetsamplitudena att en energimitning ger som utfall E,,.
Tillstdndet méste vara normerat.

(c) (3 podng) Visa att operatorerna som motsvarar position, X, och rorelsemingd, p,, inte
kommuterar. Vad innebér detta resultat, bAde matematiskt och i termer av kunskap
man kan ha om ett kvantsystem?

Solution:
0
x| [X, Px] ) = [x, —iha] ¥ (x) (H
= —if [x¢" — (x¢p)'] (2
= —ih (x¢" — (¥ +xy")] 3)
= ihy (x) # 0. 4)

Det betyder att position och rorelsemingd inte delar egentillstdind och att det ar
omgjligt att veta bade tva exakt och samtidigt.

(d) (1 podng) Vad ar vagfunktionen i positionsbasen, ¢ (x), av en partikel med bestamd
rorelseméngd p = po?

Solution: ¢ (x) = exp(ipox/h)/N2nh

(e) (2 podng) Din kollega Dr Knowitall péstér att ett vintevdrde dr vad man far om man
miter ett kvantsystem vildigt ménga génger och berdknar genomsnittet av alla utfall.
Har han ratt eller inte? Forklara ditt svar.

Solution: Han har fel. Systemet kollapsar vid mitning sd upprepade métningar ska
ge precis samma utfall. (Man méste mita manga olika system som inledningsvis
ockuperar identiska tillstdnd for att fa fram véntevirdet.)
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2. En partikel med massa m dr bunden i en brunn med kvadratisk potential V(x) = %mw(z)xz.
Tillstdndet vid r = 0 dr 0+ [2)
+
ly;t=0) = ; (%)
V2

dir |n) dr egentillstindet som motsvarar energinivan E,.

(a) (1 podng) Vad dr energivintevirdet (E)?

Solution: (E) = %(%hwo) + %(%hwo) = 2hwy.

(b) (4 poidng) Bestdm positionens vintevirde (x) som funktion av tid.

1 3i 5i
|w;r>=@[exp (— ";°t)|1>+exp (— "2"“)|2>],

tillimpa £ = L(4 + a"):

Solution: Skriv ner det tidsberoende tillstdndet med hjilp av wiggle-faktorerna:

(6)

Ryt = = [exp (-3i‘2"0t) (|o> + \/§|z>) +exp (—Si‘“ot) (\/§|1> + \/§|3))]

\2 2
(7
och bra-a igenom med (y; ¢
(x) = % [\/5 exp(—iwot) + \/Eexp(iwot)] 8)
= V2L cos wot )

(¢c) (2 podng) Vad hade klassisk fysik forutsagt om sviangningens amplitud och frekvens?
Anta att partikelns energi ges av (E), resultatet av ditt svar i (a). Overenstimmer de

med ditt svar i (b)?

Solution: Klassisk fysik forutsédger att frekvensen dr wg, som overenstimmer med
kvantfysik. Amplituden dr ddremot %mw%Az = (E) = 2hwy = A =2V2L som
inte overenstammer med kvantfysik.
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(d) (3 podng) Bestim rorelsemidngdens vinteviarde (p) som funktion av tid och visa att
det uppfyller Ehrenfests teorem:

dt m (19)

Solution: Tillimpa p = #/(2iL)(4 — a7) till det tidsberonde tillstandet:
. h 3iwot Siwgt
Pl = [exp (— ) (10) = V212)) +exp (— ) (V211 - V3 |3>)]
2V2iL 2 2
(11)
och bra-a igenom med (y; ¢
h . .
(p) = TL [\/iexp(—zwot) - \/Eexp(zwot)] (12)
i
h
= ——— sin wyt (13)
V2L
Sedan derivera resultatet 1 (b):
d
mﬂ = V2L mwq sin wot = (p) (14)
n/2L2
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3. En spinn—% partikel forbereds sé att dess tillstdnd &r

2 1
) = \/;|T> +\/;Il>, (15)

dir (t ex) |T) betyder att partikeln &dr spinn-upp med avseende pa z-axeln.

Vad dr de mojliga utfallen och de motsvarande sannolikheterna om:

(a)

(b)

(©

(4 podng) ... vidirekt miter x-komponenten av spinnet, Sy ?

Solution: Tillstindet i spinorform ir (4/2/3,4/1/3)7. Borja med att diagonalisera
spinnoperatorn:

A~  nh(0 1 I (1
Sx:§(1 0) == |Sx:ih/2>:6(il) (16)

Sannolikheterna att vi far S, = +#/2 &r da:

2
P(S, =+h/2) = % (1 il) (\/\/%) 17)
Vi1l
= 18
Ve (18)
1 V2

(4 podng) ... vi forst miter z-komponenten S, och sedan S,?

Solution: Om vi miter S, kollapsar tillstandet till (1,0)7 (S, = 71/2) eller (0, 1)
(S; = —1/2) med sannolikhet 2/3 respektive 1/3. I bada fall blir sannolikheterna
att sedan f4 S, = +71/2 en halv respektive en halv:

i N 1
P(S, = +1)2]S. = /2) = ‘@ (1 1) (0) =5 20)
P(S, = +h)2|S ——h/z)—‘i(l £1) (9 Tl @1
X - = AR - \/z - 1 - 2

(2 podng) Forklara varfor dina svar i (a) och (b) inte 6verenstimmer med varandra.

Solution: S, och S, kommuterar inte med varandra och darfor delar de inte egen-
tillstdnd. I s& fall stor mellanliggande métningnar det slutliga resultatet eftersom
tillstdndet kollapsar tva ganger itstéllet for en.
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4. Ett svagt elektriskt filt Eg tillimpas pd en laddad partikel som befinner sig i en ldda med
bredd a. Hamiltonianen i positionsbasen dr da:

. 1 0? 0 <al2
A=- % gEpx+ bl <a/2. (22)
o x| >a/2

2m Ox?

(a) (2 poing) Visa att forsta ordningens korrigering till energin, E,(,l), ar noll for alla

energinivier. Forklara ditt svar fysikaliskt.

Solution:
E\" = qEo (E,| 2 |Ey,) o3
2 al2
= — / X Sin2 (@) dx, n= 2’ 4, 6, L (24)
a —a/2 SN—— a
~—— udda funktion ¥-—-x/—--—/
jamnt intervall jdmn funktion
-0 (25)

och samma giller cos(nnx/a) (n = 1,3,5,...). Véagfunktionen dr symmetrisk
omkring x = 0 sd det &r lika sannolikt att partikeln ska hittas dér energin dr hogre
som dér den ar lagre.

(b) (6 podng) Det storda grundtillstindet kan uppskattas med forsta ordningens storning-
steori. Det gér att visa att:

W) =11) +a2(2) +az(3) +- - (26)

dir |n) dr energiegentillstandet som motsvarar E,, = h?w%n?/(2ma?). Bestim konstan-
terna a; och as3.

Solution:

(Ex| % |Ep)
ap = quﬁ (27)
n

Borja med energiskillnaderna:

nr?(12-3%)  4n’n?

E,-E; = , 28
! 3 2ma? ma? (28)
Wr%(12 - 2?) 3h%n?
Ei—E> = = — . 29
! 2 2ma? 2ma? 29
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Matriselementerna dr (med hjélp av trigonometriska identiter i handboken):
2 a/2 3
(E3| X |E1) = — / X cos(ﬂ) cos(ﬂ) dx (30)
a —a2 —_—— a a
~~—_—udda funktion “— — "—/
jamnt intervall jimn funktion Jamn funktion
=0, 31
2 [9? 2
(Es| % |E)) = = / x sin(—x) cos(ﬂ) dx (32)
aJ_qp a a
4 al2
=— / X sin(g) cosz(E dx (33)
aJ_qp a a
4 al2
== [—ixc SRS cos3(ﬂ) dx] (34)
a all-ap 3m —a/2 a
1 a/2 X
= — cos(—) + 3cos(—) dx 35
3 Joap a a
1 3 3 a/2
- |Z sin 2 + 24 sin(ﬂ) (36)
3 |37 a bq a a2
16a
=—. 37
Gn)? (37)
Konstanterna dr darfor:
4 gEyma®
) = _ﬁ h2 s a3 = 0. (38)

(c) (2 poidng) Skissa vigfunktionen som motsvarar det storda grundtillstdndet och forklara
det du finner.

Solution: Storningen gor det dr mer sannolikt att partikeln ska hittas i omradet
x < 0, dér energin dr ligre.

Ret .
‘ (H(”l‘l’]\
(

qANVC

7 %
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5. Tillstdndet som beskriver tvd sammanfldtade partiklar, en med s = 1 och en annan med

s = é,ar
1 2V2
|‘P>:§|1,0>®|%,% +T|1,1>®I%,—%>, (39)

dér |s, my) ér ett spinntillstdnd med kvanttal s, m.

(a) (1 podang) Forklara vad det betyder att partiklarna dr "sammanfldtade".

Solution: Detbetyder att en métning av den ena partikeln pdverkar sannolikheterna
som giller en mitning av den andra.

(b) (2 podng) Vad édr sannolikheten att en métning ska ge att partikeln med s = % ar
spinn-upp? Och i sd fall, vad dr sannolikheten att den andra partikeln har S, = #?

Solution: Bara den forsta termen bidrar, s sannolikheten dr P = 1/9. Mitningen
kollapsar tillstdndet till |¥) = |1,0) ® |%, %) da dr det garanterat att den andra
partikeln har S, = 0. Sannolikheten att S, = 7 &r da noll.

(c) (5 podng) Vi bestaimmer oss for att méta spinnbeloppet av det hela systemet. Vad ér
sannolikheten att vi far som utfall |S(1) + S(2)| =V31/2?

Solution: For att spinnbeloppet &r V37/2 behdvs S = 1 da S(S + 1)i* = 3r%/4.
Anvind Clebsch-Gordan tabeller for att skriva om tillstindet termvis:

ww=(J1 J1 )2fﬂJ§@1 ¢F@%) (40)

:( 33 3«/‘)5%”” o

Sannolikheten ar darfor 1/3.

(d) (2 podng) Mitningen ger faktiskt att |S(1) + S(2)| = V3 7/2. Bestidm sannolikheten att
en foljande mitning ska ge att partikeln med s = % ar spinn-upp.

Solution: Mitningen kollapsar tillstandet till [¥') = |%, %). Anvind Clebsch-
Gordan tabellerna en till gng for att skriva om tillstindet 1 termer av enpartikel-

spinntillstdnd:
wv—J11n®r—»—J11m®@% 42)

Att partikeln med s = % ar spinn-upp dr givet av den andra termen, s& sannolikheten
ar 1/3.
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6. Elektronen i en viteatom ar beskriven av foljande vagfunktion:

r

\/;23/2 exp (_Z) ’ )

Y (r.0,¢) =
dir L &r en godtycklig langd.
Tips: /Ooo x"e*dx = n!

(a) (2 podng) Visa att vagfunktionen dr normerad.

Solution: Normeringsvillkoret dr /ff Iy (7,0, 9)|*> d°r = 1. Eftersom vagfunktio-

nen ir sfiriskt symmetrisk gar det att ersitta d°r med 47r>dr:

. 2 4 %52 ot
4r rily () dr = — ree dr (44)
0 L> Jo
4 (LY [, _
=73 (5) /0 xPe™ dx (45)
=1. (46)
(b) (5 podng) Bestdm sannolikheten att en energimétning ger som utfall £ = —R, dir R

ar Rydbergs konstant.

Solution: Sannolikhetsamplituden &r givet av overlappningen mellan vagfunktio-
nen ¥ (r, 0, ¢) och egenfunktionen som motsvarar kvanttalenn = 1,€ = 1,my = 0:

o= [[[wroat0.onut.0.0) &' 7

—_———
RI,O(”)Y(())(HAP)
S Ze—r/ao e—r/L
= 2/ r2 ——dr (48)
0 ag/Z L13/2
— _ - d 49
a ), Pl @
8(a0L)3/2 (50)
(ap + L)?
(4agL)’ 51)
(ap+L)°
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(¢) (3 podng) Skissa sannolikheten som funktion av L. Markera pa grafen dér sanno-
likheten é&r storst, den motsvarande langden L, och forklara det du finner.

Solution: P oc L> om L — 0 och P o« L™ — 0 om L — oco. Sannolikheten &r
storst om L = aq, dir P = 1, eftersom vigfunktionen matchar egenfunktionen med
n=1.

10



TIF395 Kvantfysik Jan 2024

7. En endimensionell modell for heliumatomen ar:

L ” R e &2
M=o 27600 " 2ma2 " 2me Y T ane O T 52
2m ax% 2mep (xl) 2m axg 21en (XZ) + 4reg (xl XZ) (52)

dir x; och x; dr de tvé elektronernas positioner.
Har ska du anvénda variationsmetoden med ansatsvigfunktion

Y(x1,x2) = Nexp (—lz—ll) exp (_lz_zl) (53)

dér L ar en fri parameter.

(a) (6 podng) Forsumma termen i Hamiltonianen som beskriver repulsionen mellan elek-
tronerna. Anvind variationsmetoden fOr att visa att den uppskattade grundenergin dr
—8R, dir R dr Rydbergs konstant. Ange vilken L som motsvarar den hir energin.

Tips: Du far anvdnda utan bevis att

dx = —la|*B (54)

o0 2
f(X) = a,e_ﬁm — /_ f*(x)aa];(zx)

om 8 > 0.

Solution: Lét termerna i eq. (52) vara Ty, Vi, T», V> och V,.. Sista termen ar
repulsionen som vi forsummar (till att borja med).

K2 0% (x1, x
(T) = —>— // (o) 2L (55)
2m Ox]
G 2 ® 0?
__ / exp [~ 222! de/ e 0 i g (s6)
2m  J_o L o x%
L —1/L fran tipsen
72 N?
= 57
o (57)
2
W) = =3 f/ | (x1,x2) |6 (1 ) dxy dxa (58)
€
272 00
N
S e 2L gy, (59)
2rey J_o
2872
N-L
=-° (60)
2me

Normeringskonstanten foljer fran att f/ [ (x1,x2)|>dx1dx, =1 = N =1/L. Vi
har till och med att (V,) = (V) och (T») = (T}) sa

(H) = —— -

(61)

11



TIF395 Kvantfysik Jan 2024

Minimumet nis vid

O(Hy 21 e?

— + =0 62
oL mL3  meyl? 62)
2reohi>
— = 4o (63)
me? 2
AR 4R 2 K2
H)|pmgopp=—7F - ———=-8—5=-8R (64)
mag  Mmaop ao Zmao

(b) (4 podng) Ta nu hinsyn till repulsionen och uppskatta grundenergin igen. Jamfor L
med det du fick i (a) och forklara skillnadens ursprung.

Solution: Det kvarstar att bestimma
e? 2
Vee) = 7 |y (x1,x2)[76 (x1 — x2) dx1dxz (65)
TTEQ
e? 0 )
- [ wwmanPan (66)
TE) o —0
272 o0
= N e gy, (67)
drey J_o
L/2
2
e
= — 68
8 E()L ( )
72 e? e?
— (H) = — + . 69
(H) mL? nmegl 8meyL (69)
Minimumet nis nu vid
O0(H) 212 7e?
= — + = 0 70
oL mL3  8meyl? (70)
8 ap
= L==-X—. 71
7% 5 (71
Att L dr storre ndr vi tar hinsyn till repulsionen &r rimligt di elektronerna borde
"undvika" varandra mer och detta uppnds om vagfunktionen blir mer utspridd. Den
motsvarande grundenergin ar
49 7\?
(H)|1=4a0/7 = —§R =g 8R. (72)
vilket betyder att atomen dr mindre starkt bunden.
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Formelblad

¢ Diracs deltafunktion:

f@)= [ st-arreds 500 =5 [ et
oo T )
« Stegoperatorer for en harmonisk oscillator, V(%) = 3k£? = Imw?2$?:
o % _iLp L& iLp
2L R 2L &
a'lny=Vn+1|n+1) aln) =+vnln-1)
dir L = \h/(2mwy).
* Paulimatriser for j eller s = 1/2:
ANER
(01 (0 —i (10
=1 o) =i o) 7= o -1
* Paulimatriser for j, £ eller s = 1:
J,-ILl-ISl- = hO‘i.
| 010 1 0 -1 0 10
or=—|1 0 1], oy=—|i 0 -—il, o,=10 0
V210 1 0 V2o i o 00
e Hamiltonianen i sfariska koordinater:
2 £2
n_ Py
H=—+ + V(r),
2m  2mr? (r)
dir
o 1\* nao(,0
2 : 2
=|-ih|—+-— =———|r—
Pr [ : (0r r) r2 or (r 01’)

(o)

6]

2)
3)

“)

(&)

(6)

(7

®)



* Clebsch-Gordan tabeller
Kvadrot antagen for varje koefficient. Minustecken ska st framfor roten.

1

L
N =
Il

D=9 —

1 1 0
12 12| 1 0 0
12 —1/2| 1/2 12| 1

tabell- S
forklaring: Mg

mp; mp :;llst
S12 12] 12 12 -1 12
“12 —1/2] 1
s1=1 3/2
$2=3 | 32| 32 12
1ozl 1| e 1p

1 =172 1/3  2/3| 3/2 12
0 1/2| 2/3 -1/3|-1/2 -1)2
0 -1/2| 2/3 1/3| 3)2
-1 12| 1/3 =2/3|-3)2

-1 -1/2| 1
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