Tentamen — Bayesiansk inferens och maskininlarning

(TIF385)
Tid och plats: 20 augusti, 2025, fm, Johanneberg.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-
book, typgodkénd kalkylator.
Examinator: Christian Forssén.

Jourhavande ldrare: Christian Forssén (031-772 3261).

Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poéng totalt.
For att bli godkdnd med betyg 3 kriavs 24 poéng, for betyg 4 krédvs 36 poing
och for betyg 5 krévs 48 podng.

Rattningsprinciper:  Alla svar skall motiveras (om ej annat anges) och inférda
storheter skall forklaras. Losningarna forvantas vara vélstrukturerade och
begripligt presenterade. Skriv och rita tydligt. Vid tentamensréttning géller
foljande allmédnna principer:

e For maximal (10) podng krévs fullstédndigt korrekt och valmotiverad
16sning.

e Mindre fel ger 1-3 podngs avdrag. Géller &ven mindre brister i presen-
tationen.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av relevant figur, ej de-
finierade variabler, svartydd, etc) renderar podngavdrag &ven om svaret
verkar vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt podngavdrag.

e Allvarliga fel som leder till orimliga resultat kan ge ldgre podngavdrag
om orimligheten pekas ut.

e Aven skisserade losningar kan ge delpoing.

Lycka till!

1. Betrakta ett neuralt nédtverk med tva insignaler, tva gémda lager
bestaende av tio noder vardera och ett utlager med en enda nod. Samt-
liga noder anvénder samma aktiveringsfunktion f(z) och inkluderar en
biasvikt vid berdkning av z.

(a) Hur manga fria parametrar har det neurala nitverket?
(b) Infor lampliga beteckningar och ge ett uttryck for utsignalen.
(c) Diskutera syftet med viktregularisering for ett neuralt nétverk och

ge ett konkret exempel pa hur detta skulle kunna implementeras.

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)
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2. Finn ett uttryck for p(z|I) nir slumpvariablen Z = v/ X och X é&r
uniformt férdelad pa det positiva intervallet [Zmin, Tmax] (Avs 0 < Tyin <
Tmax). Verifiera att p(z|l) ar korrekt normaliserad. (10 podng)

3. Betrakta en prediktion §® = g(x®) med en maskininliarningsmodell
som har trénats med en uppséttning trédningsdata. Denna prediktion
skall jamforas med en framtida observation y® = y(®). Alla observa-
tioner ar behéftade med ett irreducibelt fel, dvs y(x) = f(x) + € dér
f(x) ar den underliggande datagenererande processen (“sanningen”).
Vi kan anta att observationsfelen dr oberoende och identiskt fordelade

med E[e] = 0 och Var[e] = o2.

Visa att (kvadraten av) det forvintade prediktionsfelet kan skrivas som
en summa av tre termer

E[(s° - 5°)7] = (7° B [1°))" + Var [§] + 02
dir f© = f(x®). Forklara kort inneborden av varje term. (10 poding)

4. Prestandan for en maskininlarningsmodell uppskattas ofta med en fel-
funktion (error function) som vi allmént betecknar E(y,y), dir g ar en
modellforutséigelse och y motsvarande instans maldata.

(a) Antag att det finns tillgang till traningsdata (Dyaim) och valide-
ringsdata (D). Introducera (definiera) Fipaim och Ey, och forklara
vid vilket steg av trdningen som dessa matt berdknas.

(b) Traningen genomfors ofta iterativt med gradientsteg. Forklara
vad som menas med begreppet “epok” i detta sammanhang och
forklara hur en epok genomfors i praktiken med en grad av slump-
méssighet ndr dataméngden ar valdigt stor.

(c) Ge tre exempel pa anvindbara felfunktioner (med matematisk
definition) varav minst en &r specifik for klassificeringsalgoritmer.
Dina tre exempel skall vara olika pa sa sitt att de inte garanteras
att ha samma optimum vid trdning mot en given uppséttning
tréningsdata.

(8 podng per deluppgift, plus 1 poing om alla dr helt korrekta.)
5. Betrakta en stationdr Markovkedja med tre mojliga utfall.

(a) Visualisera Markovkedjan grafiskt med ett sa kallat 6vergangsdiagram
dar tillstanden i kedjan visas som noder och 6vergangssannolikheterna
som riktade kanter mellan noderna. Ge lampliga beteckningar for
alla overgangssannolikheter. (2 podng)
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(b) Anvind matris-vektor-formalism for att beskriva 6vergangen mel-
lan tva pa varandra foljande tillstand i Markovkedjan. (& podng)

(c¢) Ge ett konkret exempel pa en situation som uppfyller detaljerad
balans. For full podng skall samtliga sannolikheter i ditt exem-
pel vara nollskilda och ges av rationella tal (kvoter av tva heltal).
Vilken egenskap uppfyller det tillstand som du har valt i ditt ex-
empel? (5 podng)

6. Du skall gbra en Bayesiansk parameteruppskattning av livstiden 7 for
ett radioaktivt sonderfall. Sannolikheten att en atom med livstiden 7
sonderfaller vid tidpunkten ¢ ges av

1
tlr. 1) = =e /",
p(t|r,I) e

En métning av N stycken atomers sonderfallstider ger D = {t1,...,tx}.

(a) Vad ér trolighetsfunktionen for denna dataméingd? (2 podng)

(b) Vad blir a-posteriori-férdelningen givet en a-priori-fordelning p (7] 1) o
1/7 for T € [Tuin, Tmax] Och noll annars? Ge ett matematiskt ut-
tryck for normaliseringskonstanten, men du behover inte 16sa in-
tegralen. (2 podng)

(¢) Ge uttryck for forvantansvardet och standardavvikelsen for 7 givet
dataméngden. Antag for enkelhets skull att vi kan approximera
Tmin — 0 och T — 00 1 relevanta integraler. Hur stor dataméangd
behover vi for att kunna uppskatta 7 med en standardavvikelse
som ar 10% av forvantansvirdet? (6 podng)

Ledtrad. For deluppgift (c) kan foljande integral vara av intresse: I(«a, §) =
fooo T le BT dr = B°T'(a) for @ > 0,8 > 0. Gammafunktionen
['(a) = (a — 1)! om argumentet &r ett positivt heltal.
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Tid och plats: 20 augusti, 2025, fm, Johanneberg.
Hjdlpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-
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Losningsskiss:  Christian Forssén.

Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 podng totalt.
For att bli godkénd med betyg 3 kravs 24 poéng, for betyg 4 kréavs 36 podng
och for betyg 5 krévs 48 poéng.

Rattningsprinciper:  Alla svar skall motiveras (om ej annat anges) och inférda
storheter skall forklaras. Losningarna forviantas vara vilstrukturerade och
begripligt presenterade. Skriv och rita tydligt. Vid tentamensréttning géller
foljande allménna principer:

e F6r maximal (10) podng kravs fullsténdigt korrekt och vélmotiverad
16sning.

e Mindre fel ger 1-3 poings avdrag. Géller &ven mindre brister i presen-
tationen.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av relevant figur, ej de-
finierade variabler, svartydd, etc) renderar poéngavdrag dven om svaret
verkar vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poéngavdrag.

e Allvarliga fel som leder till orimliga resultat kan ge ligre poédngavdrag
om orimligheten pekas ut.

e Aven skisserade losningar kan ge delpoing.

Detta &r enbart en skiss av den fullstdndiga 16sningen. Det kan innebéra
att vissa mellansteg i utrdkningarna, som egentligen dr nodvandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. Betrakta ett neuralt nédtverk med tva insignaler, tva gémda lager
bestaende av tio noder vardera och ett utlager med en enda nod. Samt-
liga noder anvéinder samma aktiveringsfunktion f(z) och inkluderar en
biasvikt vid berdkning av z.

(a) Hur manga fria parametrar har det neurala nitverket?

(b) Infor lampliga beteckningar och ge ett uttryck for utsignalen.

(c) Diskutera syftet med viktregularisering for ett neuralt nétverk och
ge ett konkret exempel pa hur detta skulle kunna implementeras.
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(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)

Lésning:

(a) Tva insignaler samt en bias till varje nod i det forsta gomda lagret
ger 3 - 10 = 30 vikter. Tio insignaler samt en bias till varje nod
i det andra gémda lagret ger 11 - 10 = 110 vikter. Tio insignaler
och en bias till den enda noden i utlagret ger 11 vikter. Totalt:
151 parametrar.

(b) Introducera matriserna W for vikterna i lager (de gomda lag-
ren motsvarar [ = 1, | = 2 och utlagret [ = 3). Dessa matriser har
element WZ(IJ) dér varje nod representeras av en kolumn, dvs index
J motsvarar nodnummer. Vi kan notera att viktmatriserna for de
gomda lagren har storlekarna 2 x 10 och 10 x 10 samt for utlagret
10 x 1.

Vidare introduceras radvektorerna b®) som innehaller alla bias-
vikter for nod [.

Insignaler samlas i radvektorn @ = (x1,x9). Utsignalerna fran
respektive nod betecknas av radvektorn y¥) medan aktiveringarna
for respektive nod betecknas av radvektorn z(®). Notera att bégge
dessa har langden 1 for utlagret med en enda nod och vi anvénder
darfor skaldr notation for dessa.

Aktiveringsfunktionen betecknas f(z) och ger en vektor om ar-
gumentet #r en vektor. Da fas slutligen utsignalen y® = f(z®))

dar
) Z @ W) 4 @)
y? = f(z?)
2@ — 0 W@ 4 b

y = f(z")
20— 2w 4D

(c) Viktregularisering syftar till att motverka éveranpassning mot tranings-
data genom att eliminera lokala optima déar modellparametrarna
tar stora virden. Detta kan astadkommas genom att ligga till en
term i kostnadsfunktionen, till exempel av formen A" w7 dér
summan loper 6ver alla modellparametrar (vikter och biasvikter)
och X\ dr en hyperparameter.
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2. Finn ett uttryck fr p(z|7) nér slumpvariablen Z = /X och X &r uni-
formt fordelad pa det positiva intervallet [Zmin, Tmax] (dvs 0 < Zpin <
Tmax). Verifiera att p(z|l) ar korrekt normaliserad. (10 podng)

Lésning:

e Med 2z = f(x) = /x har vi den inversa transformationen x =
f7Hz) = 2% sa att |dzx/dz| = 2|z|. Vi noterar att z &r positivt
vilket ger |z| = z och dédrmed

2
p(2|]) = 22p(a|]) = —————  for /Tmm < 2 < /T
$max - xmin

och 0 annars.

e Vi kontrollerar normaliseringen genom att marginalisera

o0 Fmax 5 . i
/ p(z|Ddz = / e O S [Zz]m _
0 VZmin  Lmax — Lmin Tmax — Lmin V/Zmin

3. Betrakta en prediktion §© = ¢(«®) med en maskininldrningsmodell
som har trénats med en uppséttning trédningsdata. Denna prediktion
skall jamforas med en framtida observation y® = y(x®). Alla observa-
tioner &dr behéftade med ett irreducibelt fel, dvs y(x) = f(x) + € dér
f(x) &r den underliggande datagenererande processen (“sanningen”).
Vi kan anta att observationsfelen &r oberoende och identiskt férdelade
med E[e] = 0 och Var|e] = o2

Visa att (kvadraten av) det forvantade prediktionsfelet kan skrivas som
en summa av tre termer

E[(s° - 5°)7] = (7° B [5°))" + Var [°] + 02

dir f© = f(x®). Forklara kort inneborden av varje term. (10 poding)

Lésning:
Detta &r bevis 1 fran bevislistan (se kurshemsida och hénvisning till
kompendiet).

4. Prestandan for en maskininlarningsmodell uppskattas ofta med en fel-
funktion (error function) som vi allmént betecknar E(y,y), dir g ar en
modellforutséigelse och y motsvarande instans maldata.
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(a) Antag att det finns tillgang till traningsdata (D) och valide-
ringsdata (D). Introducera (definiera) Fiypaim och Ey, och forklara
vid vilket steg av trdningen som dessa matt berdknas.

(b) Tréningen genomfors ofta iterativt med gradientsteg. Forklara
vad som menas med begreppet “epok” i detta sammanhang och
forklara hur en epok genomférs i praktiken med en grad av slump-
massighet niar dataméngden ar véldigt stor.

(c) Ge tre exempel pa anvindbara felfunktioner (med matematisk
definition) varav minst en &r specifik for klassificeringsalgoritmer.
Dina tre exempel skall vara olika pa sa sitt att de inte garanteras
att ha samma optimum vid trdning mot en given uppséittning
tréningsdata.

(8 poing per deluppgift, plus 1 poing om alla dr helt korrekta.)

Lésning:

(a) Vi introducerar felfunktionen for tranings- respektive validerings-
data

Z E(g(xz)vyz)a fOY (xzayz) € Dtraim

Eval = Z E(Q(xz)v yz)7 for ('rh yz) € Dval-

Nval i—1
Vid slutet av varje traningsiteration (eller varje epok) berdknas
dessa matt for den aktuella versionen av modellen. Notera alltsa
att de inte anvénds for gradientstegsoptimering (det dr kostnads-

funktionen som anvénds till det).

(b) En tréningsepok innebér att all data har anvints exakt en gang
for justering av parametrarna. For stora dataméngder genomfors
stokastisk optimering vilket innebar upprepade gradientsteg av
modellparametrarna med avseende pa (slumpméssigt uppdelade)
delméngder av trédningsdatan Diaini C Diain. En epok innebér
da flera gradientsteg dar samtliga sadana delméngder har anvénts
exakt en gang.

(¢) For regression anviinds ofta kvadratfelet E(g,y) = (§ —y)> el-
ler absolutfelet E(y,y) = |y — y|. For klassificering anvéinds ofta
felklassificering som ett matt E(g,y) =1 — d;,.

Fysik, Chalmers Page 4 Examinator: Christian Forssén



Losningsskiss, tentamen — TIF385 20 augusti, 2025

5. Betrakta en stationdr Markovkedja med tre mojliga utfall.

(a) Visualisera Markovkedjan grafiskt med ett sa kallat 6vergangsdiagram
dar tillstanden i kedjan visas som noder och 6vergangssannolikheterna
som riktade kanter mellan noderna. Ge lampliga beteckningar for
alla 6vergangssannolikheter. (2 podng)

(b) Anvénd matris-vektor-formalism for att beskriva 6vergangen mel-
lan tva pa varandra foljande tillstand i Markovkedjan. (3 podng)

(c¢) Ge ett konkret exempel pa en situation som uppfyller detaljerad
balans. For full podang skall samtliga sannolikheter i ditt exem-
pel vara nollskilda och ges av rationella tal (kvoter av tva heltal).
Vilken egenskap uppfyller det tillstand som du har valt i ditt ex-
empel? (5 podng)

Lésning:

(a) Bild med tre noder och pilar mellan alla. Glom inte pilarna for
overgangarna 1 — 1, 2 — 2, 3 — 3. Lampliga beteckning for
overgangssannolikhet &r T;; for sannolikheten att ga fran tillstand
i till §.

(b) Med 6vergangsmatrisen T' och tillstandet 7 definierade som

Ty T Ths
T= |1 T T ™= (7T1 T2 7T3)
Ty Ty Ts

far vi 6vergangen mellan tillstandet 7y och 7r 1 enligt
TNyl = T NT.

(c) Detaljerad balans innebér att m;T;; = m;T}; for alla 4, j, dér vi skall
forsta m; som element i tillstandsvektorn. Vidare har vi normali-
seringarna ), m; = 1 samt ), T;; = 1 (for alla 4).

Ett enkelt val som uppfyller detaljerad balans och dér alla sanno-
likheter dr nollskilda &r m = m = 73 = 1/3 samt T;; = 1/3 for
alla 7, 7. Dessa val uppfyller alla villkor.

Det inses att detta tillstand ar ett stationértillstand for den Mar-
kovkedja som ges av detta val av T'. Dvs w = «wT'.
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6. Du skall géra en Bayesiansk parameteruppskattning av livstiden 7 for
ett radioaktivt sonderfall. Sannolikheten att en atom med livstiden 7
sonderfaller vid tidpunkten ¢ ges av

1
tir, 1) =—e "
p(t|r.I) = —e

En métning av N stycken atomers sonderfallstider ger D = {t1,...,tx}.

(a) Vad ar trolighetsfunktionen for denna dataméngd? (2 podng)

(b) Vad blir a-posteriori-férdelningen givet en a-priori-fordelning p (7| I) o
1/7 for T € [Tiin, Tmax) Och noll annars? Ge ett matematiskt ut-
tryck for normaliseringskonstanten, men du behover inte 16sa in-
tegralen. (2 podng)

(c¢) Ge uttryck for forvantansvirdet och standardavvikelsen for 7 givet
dataméngden. Antag for enkelhets skull att vi kan approximera
Tmin — 0 och 7. — 00 i relevanta integraler. Hur stor dataméangd
behover vi for att kunna uppskatta 7 med en standardavvikelse
som ar 10% av forvantansvirdet? (6 poding)

Ledtrad. For deluppgift (c) kan f6ljande integral vara av intresse: I(a, 3)
Jore e mdr = p7°T(a) for @ > 0,8 > 0. Gammafunktionen
['(a) = (o — 1)! om argumentet &r ett positivt heltal.

Lésning:

(a) Eftersom de uppmaétta sonderfallstiderna dr oberoende far vi tro-
lighetsfunktionen som en produkt

p(D|7 1) =7 Ne N,

dar t = Zf\il ti/N, dvs genomsnittstiden.

(b) A-posteriori-férdelningen blir proportionell mot produkten av a-
priori och trolighetsfunktion. Notera grénserna.

1 _
p(T|D,I) = ET*N*Ie*Nt/T for Tpin < 7 < Tmax
och noll annars. Normaliseringskonstanten Z ges av

Tmax _
Z:/ 7N e N g7

Tmin
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(c) Man kan visa att de relevanta integralerna har foljande form:
/ TN NI - = (N — v, NT) = I,
0

med definitionen I(«, 3) fran ledtraden och med ytterligare en
kort notation I,. Specifikt blir

— normaliseringen Z = I (se b-uppgiften),
— forvéantansvirdet E [7] =7 = I /I, = 851,

— variansen Var (1) = 07 = # — 7% = g57%.

For att standardavvikelsen o, skall vara 10% av forvantansvirdet
7 behover vi N ~ 100 datapunkter.

Fysik, Chalmers Page 7 Examinator: Christian Forssén



