Tentamen — Bayesiansk inferens och maskininlarning

(TIF385)
Tid och plats: 14 april, 2025, fm, Johanneberg.
Hjdlpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-
book, typgodkénd kalkylator.
Examinator: Christian Forssén.

Jourhavande ldrare: Christian Forssén (031-772 3261).

Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poing totalt.
For att bli godkdnd med betyg 3 kravs 24 poéng, for betyg 4 krédvs 36 poing
och for betyg 5 krévs 48 poéng.

Rattningsprinciper:  Alla svar skall motiveras (om ej annat anges) och inférda
storheter skall forklaras. Losningarna forvantas vara viélstrukturerade och
begripligt presenterade. Skriv och rita tydligt. Vid tentamensréttning géller
foljande allménna principer:

e F6r maximal (10) poédng kravs fullsténdigt korrekt och vélmotiverad
16sning.

e Mindre fel ger 1-3 poings avdrag. Géller &ven mindre brister i presen-
tationen.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av relevant figur, ej de-
finierade variabler, svartydd, etc) renderar poéngavdrag &ven om svaret
verkar vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt podngavdrag.

e Allvarliga fel som leder till orimliga resultat kan ge ldgre podngavdrag
om orimligheten pekas ut.

e Aven skisserade losningar kan ge delpoing.

Lycka till!

1. Svara pa foljande delfragor:

(a) Anvénd produktregeln for sannolikheter for att hérleda Bayes teo-
rem

P(D|M,I)P(M|I)
P(D|1)

P(M|D,I) =

(2 poiing)

(b) Parameterestimering innebér att utfora inferens av modellpara-
metrarna @ for en modell M(0) givet data D. Hur formuleras
Bayes teorem vid parameterestimering och vilken (eller vilka) av
fordelningarna som ingar i Bayes teorem &r normaliserad till 1
vid marginalisering 6ver parameterdoménen € (dvs 6 € Q)7 (2

poing)
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(c) Antagatt p(x|1) = ﬁ exp <—%) beskriver fordelningen av
slumpvariabeln X. Finn den transformation Z = Z(X) som ger en

standard normalfoérdelning for Z. Observera att transformationen
av fordelningen skall visas explicit. (6 podng)

2. Prestandan for en maskininldrningsmodell uppskattas ofta med en fel-
funktion (error function) som vi allmént betecknar E(g,y), dir g &r en
modellforutséigelse och y motsvarande instans maldata.

(a) Antag att det finns tillgang till trdningsdata (D) och valide-
ringsdata (D). Introducera (definiera) Eipain och Ey, och forklara
vid vilket steg av trdningen som dessa matt berdknas.

(b) Vid stokastisk optimering genomfors upprepade gradientsteg av
modellparametrarna med avseende pa slumpmassigt utvalda del-
méangder av traningsdatan Divaini C Dirain- Ar det mojligt for
mattet Eyai att oka efter ett sadant optimeringssteg? (Motivera
ditt svar.)

(c¢) Ge tre exempel pa anviandbara felfunktioner dir minst en &r spe-
cifik for klassificeringsalgoritmer. Dina tre exempel skall vara oli-
ka pa sa sétt att de inte garanteras att ha samma optimum vid
traning mot en given uppséttning traningsdata.

(8 poing per deluppgift, plus 1 poing om alla dr helt korrekta.)

3. Betrakta en prediktion §® = §(x®) med en maskininldrningsmodell
som har trénats med en uppséttning trédningsdata. Denna prediktion
skall jamforas med en framtida observation y® = y(x®). Alla observa-
tioner dr behéftade med ett irreducibelt fel, dvs y(x) = f(x) + € dar
f(x) &r den underliggande datagenererande processen (“sanningen”).
Vi kan anta att observationsfelen &r oberoende och identiskt fordelade
med E[e] = 0 och Var|e] = o2

Visa att (kvadraten av) det forvintade prediktionsfelet kan skrivas som
en summa av tre termer

E[(s° - 5°)7] = (7° ~ B [5°))" + Var [§°] + 02
dar f© = f(x®). Forklara kort inneborden av varje term. (10 poding)

4. Betrakta ett neuralt ndtverk med p noder i insignalslagret, ett gémt
lager med L noder, samt ett utsignalslager med en enda nod. Samt-
liga noder i det gomda lagret anvinder samma aktiveringsfunktion
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f(2) = 1/(1 + e *). Utsignalsnoden anvénder en linjar aktiverings-
funktion f(z) = z. Samtliga aktiveringar z inkluderar en biasvikt.

(a) Hur manga parametrar har vi totalt i vart neurala natverk?

(b) Betrakta sma signaler och vikter sa att utsignalerna fran noder-
na i det gomda lagret kan approximeras med linjdra funktioner
av insignalen @ = (z1,29,...,2,). Teckna ett explicit uttryck for
utsignalen fran en av dessa gémda noder.

(c) Visa att den slutliga utsignalen ocksa blir en linjir funktion av
insignalen. Relatera koefficienterna i detta linjdra samband till
vikterna i niatverket.

(8 poing per deluppgift, plus 1 poing om alla korrekta.)

5. Avgdr om Markovkedjan som beskrivs av 6vergangsmatrisen

1/2 1/2 0
T=| 0 1/2 1/2
1/2 0 1/2

ar reversibel. Du skall forst verifiera att detta ar en giltig 6vergangsmatris.
(10 poing)

6. A posteriori-férdelningar fran en Bayesiansk parameterinferens for tva
olika modeller, fall (a) och fall (b), illustreras i figurerna nedan. Figu-
rerna visar samtliga bivariata och univariata marginalférdelningar fran
respektive inferens. Figurerna inkluderar axelskalor men ej axelrubri-
ker. Konturnivaerna motsvarar 68%, 95% och 99% sannolikhetsmassa.
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Fall (a) Fall (b)
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(a) Hur manga modellparametrar har respektive modell?

(b) Fordelningarna har tagis fram genom Metropolissampling med en
standard normalférdelning som forslagsfunktion. I béagge fallen vi-
sade sig samplingen vara véldigt ineffektiv (acceptanskvoten var
ldgre &n 10%). Forklara varfor (det finns en huvudanledning i re-

spektive fall).
(c) Resultaten visar att den ena modellen skulle kunna forenklas. Vil-
ken, hur och varfor?

(2 poing for (a) och 4 poing vardera for (b) och (c))
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(TIF385)

Tid och plats: 14 april, 2025, fm, Johanneberg.

Hjdlpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-
book, typgodkénd kalkylator.

Losningsskiss:  Christian Forssén.

Tentamen Dbestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poédng totalt.
For att bli godkénd med betyg 3 kravs 24 poéng, for betyg 4 kriavs 36 podng
och for betyg 5 krivs 48 poéng.

Rattningsprinciper:  Alla svar skall motiveras (om ej annat anges) och inférda
storheter skall forklaras. Losningarna forvantas vara vélstrukturerade och
begripligt presenterade. Skriv och rita tydligt. Vid tentamensréttning géller
foljande allménna principer:

e F6r maximal (10) podng kravs fullsténdigt korrekt och vélmotiverad
16sning.

e Mindre fel ger 1-3 podngs avdrag. Giller &ven mindre brister i presen-
tationen.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av relevant figur, ej de-
finierade variabler, svartydd, etc) renderar podngavdrag dven om svaret
verkar vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt podngavdrag.

e Allvarliga fel som leder till orimliga resultat kan ge ligre podngavdrag
om orimligheten pekas ut.

e Aven skisserade 16sningar kan ge delpoding.

Detta &r enbart en skiss av den fullstdndiga 16sningen. Det kan innebéra
att vissa mellansteg i utrdkningarna, som egentligen &r nodvéandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. Svara pa foljande delfragor:

(a) Anvénd produktregeln for sannolikheter for att hdrleda Bayes teo-
rem

DM, )P (M|I)
P(D|1)

IP’(M\D,I):P(

(2 poing)

(b) Parameterestimering innebér att utfora inferens av modellpara-
metrarna @ for en modell M(0) givet data D. Hur formuleras
Bayes teorem vid parameterestimering och vilken (eller vilka) av
fordelningarna som ingar i Bayes teorem &r normaliserad till 1
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vid marginalisering 6ver parameterdoménen €2 (dvs 8 € Q)7 (2
poiing)

(¢) Antagatt p (x| 1) = \/217“7 exp <— (352_0 @2) beskriver férdelningen av
slumpvariabeln X. Finn den transformation Z = Z(X) som ger en
standard normalfordelning fér Z. Observera att transformationen

av fordelningen skall visas explicit. (6 poding)

Lésning:
(a) Se till exempel ekvation 15.1 och 15.3 i kurskompendiet.
(b) Den relevanta formuleringen &r

p(D|6,1)p(0|1)

p(O]D.1) = B TS

dar man bor papeka att sambandet géller for (betingade) sanno-
likhetstatheter, p(...|...), pga det kontinuerliga utfallsrummet.
Hér kan vi notera att a posteriorifordelningen p (6| D, I) och a
priorifordelningen p (6| I) dr sannolikhetstatheter for modellpara-
metrarna och darmed normaliserade till 1 vid marginalisering 6ver
parameterdoménen 2.

(c) Transformationen z = f(z) = (z—pu)/o ger inversen x = f~1(z) =
oz + p och Jacobianen |dz/dz| = o.
Darfor far vi att pz(z|I) = px(x = oz + u|I)o vilket, med den
givna formen for px(z|I), ger

pz(z|I) = \/127 exp (—%2) :

Detta dr en standard normalférdelning (medelvérdet noll och va-
riansen ett).

2. Prestandan fér en maskininlarningsmodell uppskattas ofta med en fel-
funktion (error function) som vi allmént betecknar E(7,y), dar ¢ ar en
modellférutsigelse och y motsvarande instans maldata.

(a) Antag att det finns tillgang till tréningsdata (Diyain) och valide-
ringsdata (D). Introducera (definiera) Fipaim och Ey, och forklara
vid vilket steg av trdningen som dessa matt berdknas.
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(b) Vid stokastisk optimering genomfors upprepade gradientsteg av
modellparametrarna med avseende pa slumpméssigt utvalda del-
méangder av traningsdatan Dipain; C Dirain- Ar det mojligt for
mattet Eya, att oka efter ett sadant optimeringssteg? (Motivera
ditt svar.)

(¢) Ge tre exempel pa anviandbara felfunktioner diar minst en &r spe-
cifik for klassificeringsalgoritmer. Dina tre exempel skall vara oli-
ka pa sa sétt att de inte garanteras att ha samma optimum vid
trédning mot en given uppséttning traningsdata.

(8 podng per deluppgift, plus 1 poing om alla dr helt korrekta.)

Lésning:

(a) Vi introducerar felfunktionen for trénings- respektive validerings-
data

Z E()(xi),y:), for (zi,yi) € Dirain,

ST B@(xi),y),  for (25,;) € Dya.

Vid slutet av varje trdningsiteration (eller varje epok) beriknas
dessa matt for den aktuella versionen av modellen. Notera alltsa
att de inte anvinds for gradientstegsoptimering (det &r kostnads-
funktionen som anvénds till det).

(b) Viinfér delsumman Fip i, ; = Zj E(y(x;),y,), for (z;,v;) € Diainyis
och konstaterar att denna delsumma garanterat minskar vid det
enskilda gradientsteget. Daremot medfér inte detta nagot villkor
pa den aterstaende delen av Eiain, dvs Eipain; = Eirain — Lirain,i 4r
inte med i bestdmningen av gradientsteget och kan 6ka. Den delen
skulle faktiskt kunna oka sapass mycket att den totala summan
Etrain okar.

(¢) For regression anvinds ofta kvadratfelet E(j,y) = (§ —y)* el-
ler absolutfelet F(y,y) = |y — y|. For klassificering anvénds ofta
felklassificering som ett matt E(g,y) =1 — d;,.

3. Betrakta en prediktion §® = g(x®) med en maskininldrningsmodell
som har trénats med en uppséttning tréningsdata. Denna prediktion
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skall jamforas med en framtida observation y® = y(®). Alla observa-
tioner ér behéftade med ett irreducibelt fel, dvs y(x) = f(x) + € dér
f(x) &r den underliggande datagenererande processen (“sanningen”).
Vi kan anta att observationsfelen &r oberoende och identiskt fordelade
med E[e] = 0 och Var|e] = o2

Visa att (kvadraten av) det forvantade prediktionsfelet kan skrivas som
en summa av tre termer

E[(s° - 5°)7] = (7° B [5°))" + Var [§] +0?

dir f© = f(x®). Forklara kort inneborden av varje term. (10 poding)

Lésning:
Detta &r bevis 1 fran bevislistan (se kurshemsida och hénvisning till
kompendiet).

4. Betrakta ett neuralt nédtverk med p noder i insignalslagret, ett gomt
lager med L noder, samt ett utsignalslager med en enda nod. Samt-
liga noder i det gomda lagret anvinder samma aktiveringsfunktion
f(z) = 1/(1 + e *). Utsignalsnoden anvénder en linjar aktiverings-
funktion f(z) = z. Samtliga aktiveringar z inkluderar en biasvikt.

(a) Hur manga parametrar har vi totalt i vart neurala nitverk?

(b) Betrakta sma signaler och vikter sa att utsignalerna fran noder-
na i det gomda lagret kan approximeras med linjara funktioner
av insignalen & = (1, 22,...,2,). Teckna ett explicit uttryck for
utsignalen fran en av dessa gomda noder.

(c) Visa att den slutliga utsignalen ocksa blir en linjér funktion av
insignalen. Relatera koefficienterna i detta linjara samband till
vikterna i natverket.

(8 podng per deluppgift, plus 1 poing om alla korrekta.)

Lésning:

(a) Antalet parametrar &r (p+1)- L+ (L+1)-1=(p+2)- L+ 1.
(b) Utsignalen fran nod 1 hérleds genom Taylorutveckling:

P = FE Lt Py 0 = 5 (145 + 0
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Med z' = w{, + >0 w}x; finner vi att
11 a
y' ~ 2 + 1 (w(ln + ;wzlﬂfz) :
(c) Den slutliga utsignalen &r y = w2, +>°7 , w?y}. Signalerna y; fran
det gomda lagret ges av (b). Dérigenom fas den linjéra utsignalen

y:ko—l-kll'l—i-kgl'g—'—...—l-kpl‘p

med

L

1
ko = wg, + 1 Zw121(2 + W),
=1

L
1
§ 2,1
=1

5. Avgdr om Markovkedjan som beskrivs av 6vergangsmatrisen

1/2 1/2 0
T=| 0 1/2 1/2
1/2 0 1/2
ar reversibel. Du skall forst verifiera att detta &r en giltig 6vergangsmatris.
(10 poing)
Lésning:

e Overgangsmatrisen 7 har icke-negativa element T'(i,j) > 0 for
alla 4, j samt normaliserade radsummor, dvs > ;T =1 for alla 7.

e Los ekvationssystemet
Z w1y =mj, Vj
i

under tvangsvillkoret 7 +ms+m3 = 1 for att finna stationarférdelningen.
Losningen dr (mellansteg eller verifiering av 16sningen skall redo-

visas)
/11
"T\333)
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Kontrollera detaljerad balans
7Tz'Tij = 7TjT’jia Vi, j

Samtliga dessa likheter &r inte uppfyllda (se t.ex. mTi2 = 1/6 #
moTe; = 0) och kedjan &r alltsa inte reversibel.

En insikt (som dock inte krivs for full podng) ér foljande: Man
kan notera att ovan 6vergangsmatris beskriver uppdateringar som
alltid innebér ett oférédndrat tillstand eller en 6vergang i en given
riktning. En betraktelse av denna kedja med omvéand tidsriktning
skulle alltsa inte se likadan ut utan Gvergangarna skulle ske at
andra hallet.

6. A posteriori-férdelningar fran en Bayesiansk parameterinferens for tva
olika modeller, fall (a) och fall (b), illustreras i figurerna nedan. Figu-
rerna visar samtliga bivariata och univariata marginalférdelningar fran
respektive inferens. Figurerna inkluderar axelskalor men ej axelrubri-
ker. Konturnivaerna motsvarar 68%, 95% och 99% sannolikhetsmassa.

Fall (a) Fall (b)

A
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B -3
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(a) Hur manga modellparametrar har respektive modell?

(b) Foérdelningarna har tagis fram genom Metropolissampling med en
standard normalférdelning som forslagsfunktion. I béagge fallen vi-
sade sig samplingen vara véldigt ineffektiv (acceptanskvoten var
ldgre &n 10%). Forklara varfor (det finns en huvudanledning i re-
spektive fall).
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(¢) Resultaten visar att den ena modellen skulle kunna forenklas. Vil-
ken, hur och varfor?

(2 podng for (a) och 4 poing vardera for (b) och (c))

Losning:

(a) Fyra. (Lika manga som antalet univariata marginalférdelningar.)

(b) Den sista modellparametern i fall (a) har en betydlgt kortare
langdskala &n de 6vriga. Det betyder att den genomsnittliga stegldngden
i Metropolisalgoritmen é&r alldeles for stor i den riktningen och vi
kommer ofta att missa det intressanta omradet.

Vad géller fall (b) sa gar vi en vildigt stark korrelation mellan de
tva sista parametrarna. Eftersom stegforslagen dr isotropa (lik-
formigt oberoende av riktning) sa kommer vi ofta att lamna det
intressanta omradet.

(¢) Modellen fran fall (b) kan forenklas genom att reducera antalet fria
modellparametrar. Den observerade starka korrelationen mellan
de tva sista parametrarna visar ndmligen att dessa kan erséittas
med en enda obekant.
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