Tentamen — Bayesiansk inferens och maskininlarning
(TIF385)

Tid och plats: 17 januari, 2025, fm, Johanneberg.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-
book, typgodkéand kalkylator.

Losningsskiss:  Andreas Ekstrom.

Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poing totalt.
For att bli godkénd med betyg 3 kravs 24 poéng, for betyg 4 kréavs 36 podng
och for betyg 5 krévs 48 poéng.

Rattningsprinciper:  Alla svar skall motiveras (om ej annat anges) och infoérda
storheter skall forklaras. Losningarna forvantas vara vélstrukturerade och
begripligt presenterade. Skriv och rita tydligt. Vid tentamensréttning géller
foljande allménna principer:

e For maximal (10) podng kravs fullstindigt korrekt och vélmotiverad
16sning.

e Mindre fel ger 1-3 podngs avdrag. Géller &ven mindre brister i presen-
tationen.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av relevant figur, ej de-
finierade variabler, svartydd, etc) renderar podngavdrag &dven om svaret
verkar vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt podngavdrag.

e Allvarliga fel som leder till orimliga resultat kan ge ldgre poédngavdrag
om orimligheten pekas ut.

o Aven skisserade 16sningar kan ge delpoiing.

Detta &r enbart en skiss av den fullstdndiga 16sningen. Det kan innebéra
att vissa mellansteg i utrdkningarna, som egentligen dr nodvandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. Vi ska understka begreppen parvis oberoende, dmsesidigt oberoende,
och betingad sannolikhet.

(a) Vihar en urna med 4 bollar numrerade 1,2,3,4. Antag att du drar
en boll slumpmaéssigt. Betrakta héndelserna
— Xi: boll 1 eller boll 2 dras
— Xs: boll 1 eller boll 3 dras
— Xj3: boll 2 eller boll 3 dras
Berékna sannolikheterna P(X7), P(X3), P(X3),
P(Xl, XQ), P(Xl, X3), P(Xg, Xg), och P(Xl, XQ, Xg), dar P(XZ, X]) =
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(b) Utnyttja (a) for att visa, genom ett motexempel, att parvis obero-
ende ej nodvindigtvis medfor 6msesidigt oberoende. Tva slumpva-
riabler X och Xy &r parvis oberoende om P(X:|X,) = P(X;). Vi
kallar n slumpvariabler dmsesidigt oberoende om P(X;| X1, ..., X,) =
P(X;) for alla delméngder av {Xi,..., X,,} \ {X;}; exempelvis
P(X;|X2, X3) = P(X1) och P(X;| X, Xy, X)) = P(X;), 0sv.[20250117:
Korrigerat tryckfel (6msesidigt oberoende) i férsta meningen. Med-
delat i skrivningssal.| (6 podng)

Lésning:

(a) Réakning av antalet utfall ger P(X;) = |{|1{;’§}4‘}| =2=1 P(X,) =

1, och P(X3) = 4. For P(X1, X2) = P(X; N X,) = LAA03 —

B = 1 p(X,, X3) = 1, och P(Xa, X3) = L. For P(X1, Xa, X3)
finner vi X; N X, N X3 = () vilket ger P(X1, X5, X3) =0

(b) Med hjalp av produktregeln har vi att P(X;, Xo) = P(X|X2)P(Xs).
For parvis oberoende finner vi att P(X1, X2) = P(X;)P(X3). Di-

rekt berdkning visar att sannolikheterna i (a)-uppgiften ar parvis

oberoende (3 = 1 - 1). Pa samma sétt visar en direkt beréikning

att sannolikheterna i (a)-uppgiften ej ar 6msesidigt oberoende ty
0 = P(X1, X2, X3) # £ -3+ 3. Vi har alltsa konstaterat ett mo-
texempel for pastaendet att parvis oberoende ej nédvandigtvis

medfor 6msesidigt oberoende.

2. Vi betraktar en sa kallad Bernoulli-Beta modell, med en trolighets-
funktion for en enskild datapunkt x;:

p(wil) = 07(1 = 0)'"™, w;€{0,1}, 0 €[0,1],

(dvs vi har diskret data z; som kan anta vérden 0 eller 1 givet en
kontinuerlig parameter 6 i intervallet [0,1].), och en (Beta-)prior:

1

p(0lag, Bo) = B(6; g, Bo) = g0 (1 — )"

a0,80

Hér ar N,, 5, en normeringskonstant sa att fol B(6; ag, 5y) dd = 1 och
ap > 0 och [y > 0 &r sa kallade hyperparametrar som definierar var
a-prioriférdelning.

Fysik, Chalmers Page 2 Examinator: Christian Forssén



Losningsskiss, tentamen — TIF385 17 januari, 2025

(a) Visa att a-posteriorfordelningen p(6|D) for 6, givet en dataméngd
D = {xy,29,...,x,} med oberoende och identiskt férdelade data-
punkter x; ges av en Betafordelning B(0; o, 5,,), dér oy, = ap +
Ye=1s  Bn = Bo + Ya=0, 0ch Yum1 = D, i och Ypmp = (1 — ).

(b) Hérled ett uttryck for sannolikheten p(x,,1 = 1|D), dvs att nésta
datapunkt z,,; = 1 givet datamingden D fran (a)-uppgiften.
Formulera ditt slutliga uttryck med hjialp av hyperparametrarna
a0,80, Yz=1, och n. (Ledning: Marginalisera &ver modellparame-
tern 6).

(5 podng per deluppgift)

Lésning:

(a) Vi soker p(0|D) = ]%. Trolighetsfunktionen kan i det
har fallet skrivas

n

p(DI0) = [ [ p(x:l6) = T 07 (1 — )" = 6% (1 — )= =),
=1

i=1
Tillsammans med den givna (Beta-)priorfordelningen har vi
p(9|D) X Hzi xi(1—9)21'(1—9“)9040—1(1_9),30—1 _ 9%:1—&—040—1(1_9)%:0_,_50_1’

dér vi har definierat v,—; = >, x; och 7,—0 = > ,(1 — ;). Om
vi vidare definierar o, = ag + Ve=1, Bn = Bo + Yu—o har vi att
p(0]|D) o< 0°2~1(1 — §)P~1 vilket i sin tur, efter normering N,, s, ,
motsvarar en Betafordelning B(6; av,, ().

(b) Vi soker

p(anss = 11D) = / P(nss = 1,6|D) db — / (s = 110)p(6]D)db

dér vi utnyttjat att =, 1 dr betingat oberoende av D. Forst skriver
vi ut p(an,y = 110) = 0'(1 — 6)'~1 = 0, fran vilket vi ser att
P(Tng1 = 1|D) = fol Op(0]D) d &r vantevirdet av en Betafordelad
(B(8; o, B,,)) variabel 6, som ges av

Oy Yo=1 1+ Qo  Ya=1 T Qo

E(0) = — _ .
(6) ap+ By Yo=1+Ya=o tao+ Lo n+ag+ By
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3. Definiera ordinér linjér regression (eller minsta kvadratmetoden) och
visa att den leder till normalekvationen X”D = X X6 med lésningen
0" = (X Tx )_1 XTD. I uppgiften ingar att definiera designmatrisen
X samt att introducera vektorerna @ och D. (10 podng)

Lésning:
Detta ar bevis 2 fran bevislistan (se kurshemsida och hédnvisning till
kompendiet).

4. Antag att vi har en dndlig 6vergangsmatris 1" for en Markovkedja som
har en stationér fordelning 7.

(a) For vilka k &r U = k(I 4+ T') en véldefinierad 6vergangsmatris? [
betecknar en enhetsmatris. (5 podng)

(b) Vad é&r den stationéra fordelningen for de U = k(I + T') som é&r
véldefinierade 6vergangsmatriser? (5 podng)

Lésning:

(a) Vi vet att T &r en 6vergangsmatris, dvs alla radsummor &r lika
med 1 och alla matriselement &r storre &n eller lika med noll.
Den andra egenskapen medfor att vi maste ha k > 0. Den forsta
egenskapen innebér att vi d&ven maste ha k = 1/2 ty radsummorna
av T ar lika med 1, och addition av en identitetsmatris innebéar
att radsumman annars blir lika med 2.

(b) Fran uppgiften vet vi att m = 77" Vi soker den stationéra fordelningen
7' sa att 7 = 7'U. Fran definitionen av U har vi att 27" =
(1+7T)=x"+7'T. Vilket medfor att 7’ = 7'T, dvs 7’ = 7.

5. Betrakta en maskininlarningsmodell som ger férutsiagelsen y; att jam-
fora med tréningsdata y; (for i = 1... N). Vi definierar traningsfelet

1 N
~ 2
Etrain - N Z (yz - yz) .

=1
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(a) Forklara varfor Ey.;, ar ett daligt matt for att uppskatta predik-
tionsfelet i en maskininldrningsmodell med ett stort antal para-
metrar. (3 podng)

(b) Ge ett exempel pa ett béttre matt om man vill fa en uppskattning
av prediktionsfelet (du behover inte beskriva den detaljerad algo-
ritmen utan det racker med en till tva beskrivande meningar). (3
poding)

(c) Betrakta ett scenario dir Ej.;, dr betydligt storre dn den nog-
grannhet som du siktar pa for din maskininlarningsmodell. I den-

na situation ar det bortkastat att ligga berdkningsresurser pa att
faktiskt uppskatta prediktionsfelet. Varfor da? (4 poding)

Lésning:

(2) Egain kommer alltid att bli ldgre nér vi 6kar modellens komplex-
itet (genom att storre flexibilitet ger storre mojlighet att anpas-
sa till trédningsdata). Mattet séger alltsa ingenting om modellens
traffsdkerhet nér det géller ny data.

(b) Vikan dela upp data i trdningsdata och valideringsdata och anvénda
den senare till att uppskatta hur val modellen generaliserar till ny
data. Modellen trinas enbart pa traningsdata och vi definierar se-
dan ett felmatt (t.ex. MSE) och berdknar det for valideringsdata.

(c) T allménhet har vi att modellfelet &r storre for ny data dn for
traningsdata som modellen har anpassats till. Var uppskattning
av prediktionsfelet lar déarfor bli storre dn tréaningsfelet, som redan
hade konstaterats vara for stort. Det ar battre att trana modellen
mer, eller att forbattra modellen och tréna om den pa nytt.

6. Med MCMC kan vi generera kedjor med véarden 64, 65, 03, ...05 fordelade
enligt komplicerade tathetsfunktioner p(6). Pa grund av begrdnsningar
i MCMC-algoritmen som anvinds kan det uppsta korrelationer mellan
MCMC-dragningar separerade med flera steg.

For att illustrera effekten av korrelationer pa den effektiva lingden
av en MCMC-kedja ska vi nu betrakta tva olika, och mycket korta,
MCMC-kedjor med endast tva dragningar: (6, 02) och (A1, A2). Vi antar
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att (A, A2) ar korrelerade enligt en kovariansmatris

1
2 1Y
U(p 1)

déar p > 0, medan dragningarna (61, 0,) antas vara okorrelerade, det vill
sdga att p = 0.

(a) Visa att
— variansen for summan av tva slumpvariabler ges av Var(X +
Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y) (2 poing)
— variansen for en skalad slumpvariabel ges av Var(aX) = a*Var(X)
(2 podng)

(b) Berikna variansen for medelvirdet 0 = 1(6; + 65) och for me-
delviardet A = %()\1 + Ag) i respektive MCMC-kedja. Diskutera,
med stod av dina analytiska resultat, effekten av korrelationer
(p > 0 récker) pa informationsinnehallet i en MCMC-kedja. (6

poding)

Lésning:

(a) Vi utnyttjar att vintevirdet &r linjirt, dvs E(X +Y) = E(X) +
E(Y) och E(aX) = aE(X)
Var(X +Y) =E[(X +Y —E(X +Y))*] =
E[(X —E(X)+Y —E(Y))’] =
E[(X —E(X))* + (Y - E(Y))* + 2(X - E(X))(Y —E(Y))] =
Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)

Var(aX) = E[(aX — E(aX))?] =
a’E[(X — E(X))?] = a*Var(X)
(b) Vi kan nu visa att
Var(f) = 3(02 +0?) = %

och
2

- 1
Var(\) = 1(02 + 0?4+ 2p0?) = %(1 +p)
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For okorrelerade dragningar ser vi att variansen av medelvirdet avtar
omvéant proportionellt mot antalet dragningar. En korrelation reduce-
rar effektivt antalet MCMC-dragningar i vart estimat av variansen for
medelvardet, och i fallet med p = 1 har vi effektivt en MCMC-kedja
bestaende av en enda dragning. (Fallet da p < 0, dvs antikorrelerade
dragningar, reducerar variansen och kan i extrema fall leda till estimat
med noll varians. Diskussion av fallet p < 0 krévs ej for full podng.) _
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