Tentamen — Bayesiansk inferens och maskininlarning

(TIF385)

Tid och plats: 21 augusti, 2024, fm, Johanneberg.
Hjdlpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-
book, typgodkénd kalkylator.

Losningsskiss:  Christian Forssén.

Tentamen Dbestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poédng totalt.
For att bli godkénd med betyg 3 kravs 24 poéng, for betyg 4 kriavs 36 podng
och for betyg 5 krivs 48 poéng.

Rattningsprinciper:  Alla svar skall motiveras (om ej annat anges) och inférda
storheter skall forklaras. Losningarna forvantas vara vélstrukturerade och
begripligt presenterade. Skriv och rita tydligt. Vid tentamensréttning géller
foljande allménna principer:

e F6r maximal (10) podng kravs fullsténdigt korrekt och vélmotiverad
16sning.

e Mindre fel ger 1-3 podngs avdrag. Giller &ven mindre brister i presen-
tationen.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av relevant figur, ej de-
finierade variabler, svartydd, etc) renderar podngavdrag dven om svaret
verkar vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt podngavdrag.

e Allvarliga fel som leder till orimliga resultat kan ge ligre podngavdrag
om orimligheten pekas ut.

e Aven skisserade 16sningar kan ge delpoding.

Detta &r enbart en skiss av den fullstdndiga 16sningen. Det kan innebéra
att vissa mellansteg i utrdkningarna, som egentligen &r nodvéandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. Svara pa foljande delfragor:

(a) Anvénd produktregeln for sannolikheter for att hdrleda Bayes teo-
rem

DM, )P (M|I)
P(D|1)

IP’(M\D,I):P(

(2 poing)

(b) Parameterestimering innebér att utfora inferens av modellpara-
metrarna @ for en modell M (0) givet data D. Vid parameteresti-
mering slipper man att evaluera en av termerna i Bayes teorem.
Vilken och varfor? (2 podng)
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(c¢) Finn ett uttryck for p (z|I) ndr motsvarande slumpvariabel Z =
VX och pa|l) = —L— for 0 < opin < T < Tpax och 0

Tmax —L

annars. Verifiera att p (2 |/ S"i?ér korrekt normaliserad. (6 poding)

Lésning:

(a) Se till exempel ekvation 7.1 och 7.3 i kurskompendiet.

(b) Néamnaren P (D |I) beror ej pa modellen och dérmed inte heller
pa dess parametrar. Eftersom malet med parameterestimering blir
att bestdmma en PDF for parametrarna kommer denna term bara
att ge en normaliseringskonstant.

(c) Med z = f(z) = /z har viz = f~1(2) = 2% sa att |dz/dz| = 2|z|.
Vi noterar att z dr positiv sa att |z| = z. Déarfor har vi att
1
pID) = 2p(a| D) = 20—

Lmax — Lmin
Or /Tmin < 2 < +/Tmax Och 0 annars

Vi kontrollerar normaliseringen genom att utfora integralen

o0 N 9 ] ]
/ p(z\l)dz:/ - dz = [2?]V e =1,
0 v/ Zmin xmax - xmln xmax - :len Pmin

2. Prestandan for en maskininldrningsmodell uppskattas ofta med en fel-
funktion (error function) som vi allmént betecknar E(7,y), dir g dr en
modellforutségelse och y motsvarande instans maldata.

(a) Antag att det finns tillgang till traningsdata (D) och valide-
ringsdata (D). Introducera (definiera) Fipaim och Ey, och forklara
vid vilket steg av trdningen som dessa matt berdknas.

(b) Skissa hur Eiy . och Ey, typiskt beror pa antalet gradientstegsite-
rationer vid traning av ett neuralt natverk. Skillnaden Fi ain — Fyal
kallas for generaliseringsgapet. Beskriv hur generaliseringsgapet
kan anvéndas under trédning av ett neuralt nétverk.

(c) Ge tre forslag pa hur generaliseringsgapet kan minskas. Du behover
inte ta hansyn till hur forslagen paverkar modellens traffsikerhet
utan bara att de kan minska generaliseringsgapet.

(8 podng per deluppgift, plus 1 poing om alla dr helt korrekta.)

Lésning:
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(a)

Vi introducerar felfunktionen for tranings- respektive validerings-
data

Z E(g($z)7yz)v for (xzayz) € Dtraim

ZE<Q($1);yz)7 fOI' (%Jh) S Dval-

Vid slutet av varje traningsiteration (eller varje epok) berdknas
dessa matt for den aktuella versionen av modellen. Notera alltsa
att de inte anvénds for gradientstegsoptimering (det dr kostnads-
funktionen som anvénds till det).

Se figur nedan. Skillnaden mellan de heldragna kurvorna ar gene-
raliseringsgapet.

—— Training dataset
Validation dataset

10?

10!

Average MSE Loss

100} ——

5 10 15 20
Epoch

Om felfunktionen dr densamma som kostnadsfunktionen sa kom-
mer Fy.i, att minska som en funktion av antalet iterationer. Aven
FE..1 kan forvintas att minska till en borjan, men néar man ndrmar
sig 6veroptimering sa avstannar minskningen. Detta kan anvéndas
som en signal att upphora med tréningen.

(1) Minska modellkomplexiteten (vilket ger mindre risk for dver-
anpassning); (2) Viktregularisering; (3) Avbryt traningen nir E,
inte langre minskar; (4) Anvand mer (och/eller mer representativ)
tréaningsdata.

3. Definiera ordinér linjar regression (eller minsta kvadratmetoden) och
visa att den leder till normalekvationen X7 D = X7 X 6 med lésningen

0" =

(X Tx )71 XTD. I uppgiften ingar att definiera designmatrisen
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X samt att introducera vektorerna @ och D. (10 podng)

Lésning:
Detta &r bevis 2 fran bevislistan (se kurshemsida och hénvisning till
kompendiet).

4. Antag att vi skall skapa en maskininldrningsmodell for att klassificera
bilder av handritade siffror mellan 0-9. Varje bild definieras av 8 x 8
pixlar med ett véarde pa intensiteten for varje pixel. Vi har bestamt
att anvanda ett fullstdndigt kopplat neuralt ndatverk med fem gémda
lager som har tjugo noder vardera samt ett utlager med tio noder.
Varje nod karakteriseras av vikter som inkluderar en bias-term wy. Vi
anviander sigmoidfunktionen, 1/(1 + e~*), som aktivitetsfunktion i de
gomda lagren.

(a) Infor relevant notation och ge ett matematiskt uttryck for utsig-
nalerna fran noderna i det forsta gomda lagret. Definiera storlekar
pa eventuella matriser och vektorer.

(b) Hur manga parametrar har vi totalt i vart neurala natverk?

(c) Givet att vi vill skapa en mjuk klassificerare som ger sannolikheter
for alla tio mojliga klasserna (siffrorna 0-9). Hur skulle vi kunna
definiera utlagret och utsignalen fran modellen?

(8 podng per deluppgift, plus 1 poing om alla korrekta.)

Lésning:

(a) Utsignalerna ges av vektorn y = f(z), vilket alltsa innebér att
utsignalen fran nod i i det forsta gémda lagret ar y; = f(z;) dér
f(z) =1/(1 +e7%).

Bade vektorn y och z har langden N dér N ar bredden pa det
forsta gémda lagret.

Aktiveringarna z ges av
z =Y, W + wy,

dédr vektorn med insignaler, y,,, har lingden Nj,, viktmatrisen
for det forsta gomda lagret, W, har dimensionen N;, x N samt
vektorn med dess basvikter, wg, har langden N. For att vara extra
tydlig bor man klargora att formen ovan bygger pa att samtliga
vektorer dr radvektorer, dvs 1 x N eller 1 x Ny,.
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(b) Inlagret har bredden 64. Dessa signaler gar till samtliga noder i
det forsta gomda lagret som alltsa maste ha 64 + 1 vikter vardera.
De 20 noderna i varje gomt lager ger varsin utsignal som gar till
varje nod i det efterfoéljande lagret som alltsa behover 20+ 1 vikter
vardera. Detta ger

20 x (644 1) + (20420420 + 20 + 10) x (20 + 1) = 3190

(c¢) Vi onskar en mjuk klassificerare vilket innebér att modellen skall

ge en (diskret) sannolikhetsférdelning, dvs en vektor dér elemen-
ten kan tolkas som sannolikheten att maldata tillhor den specifika
klassen p(t =1i) = ¢;.
For att astadkomma detta kan vi till exempel anvédnda sigmoid-
funktionen dven for noderna i utlagret. Dessa leder da till en ut-
vektor ¢ med tio element g; = f(z;) som uppfyller 0 < g; < 1.
Denna vektor maste dock normaliseras for att omvandlas till en
diskret sannolikhetsférdelning ¢. Alltsa ges utsignalen av

N f(z) ‘
' Z?zo f(Zz>

5. Avgor om Markovkedjan som beskrivs av 6vergangsmatrisen

0 2/5 3/5
T=|1/2 1/4 1/4
1/2 1/6 1/3

ar (i) stationdr och (ii) reversibel. Du skall ocksa forklara (iii) vilka
egenskaper en 6vergangsmatris skall uppfylla (for ett diskret och dndligt
utfallsrum).

(10 poing)

Lésning:

(i) Ja, den &r stationér (eftersom Markovkedjan beskrivs av en 6vergangs-
matris; detta géller ju enbart for stationédra kedjor).

(ii) Los ekvationssystemet

Z"TiTij = Ty, Vi
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under tvangsvillkoret m;+ms+m3 = 1 for att finna stationarférdelningen.
Losningen dr (mellansteg saknas)

(1 4 2
"\
Kontrollera detaljerad balans

7Tz‘Tij = 7Tjsz‘a Vivj

Samtliga dessa dr uppfyllda (skall visas) och kedjan &r alltsa re-
versibel.

(iii) Overgangsmatrisen T har icke-negativa element T(i,j) > 0 for
alla i, j samt normaliserade radsummor ;1 =1 for alla i.

6. Antag att vi har tre mynt som bade ser och kénns likadana. Vi far
dock veta att det ena myntet har 0.75 sannolikhet att ge krona nér det
singlas, det andra ar réttvist (dvs 0.5 sannolikhet for krona), och det
tredje har 0.25 sannolikhet att ge krona.

Antag att du véljer ett mynt, utan att veta vilket, och singlar det. Vad
ar chansen att du far krona?

Antag att du fick krona. Vad &r da sannolikheten att du far krona en
andra gang om du singlar det en gang till? (10 podng)

Lésning:
Lat H/T beteckna resultatet av ett myntkast som visar krona/klave.
Vi soker en a posteriori prediktiv sannolikhet

P(F = H|D = H, I

dér I &r informationen som ges i problemformuleringen. Vi vet inte
vilken av de tre mynten vi kastar, sa det ldmpliga ar att marginalisera
med avseende pa mynt-typ. Lat oss numrera mynten med den diskreta
stokastiska variabeln C' = 1, 2, 3. Detta ger oss foljande uttryck fér den
posteriora prediktiva sannolikheten.

WE

P(F = H|D = H,1) P(F = H,C|D = H,I)

1

Q
@

P(F = H|C,I)P(C|D = H, ),
Cc=1
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dédr vi anvinde produktregeln for sannolikheter i det sista steget och
att kunskap om C' ger att sannolikheten P(F = H|C,I) &r betingat
oberoende av tidigare slantsinglingar.

Den vénstra faktorn i det sista steget ar en trolighet, och vi vet att
P(F =H|C=1,I)=0.75P(F =H|C =2,I) = 0.5, samt P(F =
H|C = 3,I) = 0.25. Den hogra faktorn ér en a posteriori sannolikhet
for att ha mynt C' givet att man observerar krona (i det forsta kastet).
For att berikna detta maste vi anvinda Bayes sats

P(D = H|C, I)P(C|I)

P(C|D =H,I) = FiD = H17

Némnaren blir (anvdnd marginalisering och produktregeln)

- 31 11 11
P(D = H|I) =) P(D=H|C,P(CI) = {5+ 55+ 5=

1
5
C=1

Givet detta har vi de tre a posteriori sannolikheterna

P(C—1D=HI)—2.°

P(C=2D=HI)=2-

P(C=3D=H1I)=2-

Nl N R R
Wl W, W]~
DR, Wl RN~

Vi kan slutligen berdkna den a posteriori sannolikhet som vi scker

P(F = H|D = H,I) =Y P(F = H|C,I)P(C|D = H,I)

c=1
31 11 11 7
_Z§+§§+ZB_E~O.58.
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