Tentamen — Bayesiansk inferens och maskininlarning

(TIF385)
Tid och plats: 16 augusti, 2023, fm, Johanneberg.
Hjdlpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-
book, typgodkéind kalkylator.
Examinator: Christian Forssén.

Jourhavande ldrare: Christian Forssén (031-772 3261).

Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poéng totalt.
For att bli godkénd med betyg 3 krivs 24 poéng, for betyg 4 kravs 36 podng
och for betyg 5 krévs 48 podng.

Rattningsprinciper:  Alla svar skall motiveras (om ej annat anges) och infoérda
storheter skall forklaras. Losningarna forvantas vara vélstrukturerade och
begripligt presenterade. Skriv och rita tydligt. Vid tentamensréttning géller
foljande allménna principer:

e F6r maximal (10) podng kravs fullstdndigt korrekt och vélmotiverad
16sning.

e Mindre fel ger 1-3 podngs avdrag. Géller &ven mindre brister i presen-
tationen.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av relevant figur, ej de-
finierade variabler, svartydd, etc) renderar poéngavdrag dven om svaret
verkar vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt podngavdrag.

e Allvarliga fel som leder till orimliga resultat kan ge ldgre poédngavdrag
om orimligheten pekas ut.

e Aven skisserade losningar kan ge delpoing.

Lycka till!

1. Svara pa foljande delfragor:

(a) Anvénd produktregeln for sannolikheter for att hdrleda Bayes teo-
rem

P(D|M,I)P(M]|I)
P(D|1)

P(M|D,I)=

(2 poing)

(b) Parameterestimering ar beteckningen pa uppgiften att utfora in-
ferens av modellparametrarna 6 for en modell M (0) givet data D.
Vid parameterestimering slipper man att evaluera en av termerna
i Bayes teorem. Vilken och varfér? (2 podng)
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(c) Parametrarna for en

kubisk modell 1

1
()
Matdata y

_1 4
skall estimeras givet + + +
data (se figur).

Tre olika fysiker anvénder var sin a-prioriférdelning vid parameter-
estimeringen. Dessa &r:

(A) p(0;]1) =U([—20,+20]) (likformig),

(B) p(6;11) =N (= 0,0? = 5%) (normal),

(C) p(6;|I) =N (u=0,0% =30%) (normal).

Varje rad i figuren nedan visar marginalférdelningarna for den a-
posteriorifordelning som erhalls av nagon av fysikerna (notera att

fordelningarna bara visas for intervallet [—20,20]). Para ihop fy-
siker (bokstav) med ritt rad (siffra).

g
(1) =
—EO 6 Zb —50 6 Zb —éO 6 Zb —éO 6 Zb
6o 61 6, 63
g
(2) =
—EO 6 Zb —50 6 Zb —50 6 Zb —éO 6 Zb
6o 61 6, 63
g
3) =

-20 0 20 -20 0 20 -20 0 20 -20 0 20
6o 61 6, 63

(varje ratt par ger +2 podng och wvarje fel ger -2 podng; total-
podngen begrinsas dock till intervallet 0-6 podng)
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2. En fysiker far reda pa att hon ar gravid med tvillingar. Hon fragar
lakaren om sannolikheten att det ar identiska (enéggs) tvillingar. Lakaren
svarar att 1/3 av alla tvillinggraviditeter &r endggs medan 2/3 ar tvasiggs
(dvs den efterfragade sannolikheten &r 1/3).

Senare under graviditeten avslgjar ett ultraljud att fostren har samma
kon. Borde denna nya information leda till en uppdatering av den ef-
terfragade sannolikheten, och isf hur? Motivera ditt svar. (10 poding)

[Notera att identiska tvillingar alltid har samma kén medan det inte finns nagon

tydlig korrelation mellan konen hos tvadggstvillingar.]

3. Vi vill propagera osékerheten for slumpvariabeln 7, vilken i sin tur
ges av sambandet Z = X/Y dir X,Y &r tva andra slumpvariabler vars
forvintansviirden (E [X] = z, E[Y] = yo) och varianser (Var (X) = o2,
Var (V') = a;) har uppmaétts. Konsultation av en tabell for felpropage-
ring ger uttrycken

si-am - (2 [(2)(2)]

for dess forvantansvirde och varians uttryckt i de uppmaétta storheter-
na.

(a) Hérled dessa uttryck. For full poéng skall du betona vilka anta-
ganden som ligger bakom. (5 podng)

(b) Under vissa omstandigheter géller att variansen hos Z ar mycket
mindre dn uppskattningen ovan. Vilket antagande i hérledningen
ovan kan antas vara fel for att detta skall gélla. Vi kan anta att
xg, Yo Ar positiva och ungefir lika stora. (& podng)

4. Betrakta en maskininldrningsmodell som ger férutsédgelsen g; att jam-
fora med traningsdata y; (for i = 1... N). Vi definierar “trdningsfelet”

1 N
o ~ 2
Etrain - N ; (yl - yz) .

(a) Forklara varfor Ey., ar ett daligt matt for att uppskatta predik-
tionsfelet i en maskininlarningsmodell med ett stort antal para-
metrar. (8 podng)

(b) Ge ett exempel pa ett béttre matt om man vill fa en uppskattning
av prediktionsfelet (du behover inte beskriva den detaljerad algo-
ritmen utan det récker med en till tva beskrivande meningar). (3

poding)
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D.

(c) Betrakta ett scenario dér Fi..i, dr betydligt storre &n den nog-
grannhet som du siktar pa for din maskininlarningsmodell. I den-
na situation dr det bortkastat att ldgga berdkningsresurser pa att
faktiskt uppskatta prediktionsfelet. Varfor da? (4 poding)

Beskriv ingrediensen “aktiveringsfunktion” i konstruktionen av ett
neuralt nédtverk for maskininlarning. Var och hur anvénds den? For full
poang skall du dven ge matematiska uttryck for tva olika aktiverings-
funktioner och betona nagon skillnad som kan dyka upp i praktiken
nar den ena eller den andra anvinds. (10 podng)

I denna uppgift betraktas en uppséttning med kontinuerliga variabler
0 med en fordelning som ges av sannolikhetstédtheten p(@).

(a) Formulera kortfattat (en eller tva meningar) syftet med Metropo-
lisalgoritmen i termer av begreppen Markovkedja och gransdistri-
bution. (2 podng)

(b) Metropolisalgoritmen utgar fran att évergangstitheten 7'(6,6")
for en Markovkedja kan skrivas som en produkt

7(0,0') = A(6,0)5(6.,9). (1)

Forklara med ord vad dessa tva faktorer beskriver. (2 podng)

(c) Hérled ett uttryck for 6vergangsmatrisen (1) utgaende fran kravet
att detaljerad balans p(6)T(0,0") = p(0')T(0',0) skall uppfyllas.
(6 poing)

Fysik, Chalmers Page 4 Examinator: Christian Forssén



Tentamen — Bayesiansk inferens och maskininlarning
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Tid och plats: 16 augusti, 2023, fm, Johanneberg.
Hjdlpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-

book, typgodkéind kalkylator.

Losningsskiss:  Christian Forssén.

Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 podng totalt.
For att bli godkénd med betyg 3 kravs 24 poéng, for betyg 4 kréavs 36 podng
och for betyg 5 krévs 48 poéng.

Rattningsprinciper:  Alla svar skall motiveras (om ej annat anges) och inférda
storheter skall forklaras. Losningarna forviantas vara vilstrukturerade och
begripligt presenterade. Skriv och rita tydligt. Vid tentamensréttning géller
foljande allménna principer:

For maximal (10) podng krivs fullstdndigt korrekt och vélmotiverad
16sning.

Mindre fel ger 1-3 poédngs avdrag. Géller &ven mindre brister i presen-
tationen.

Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av relevant figur, ej de-
finierade variabler, svartydd, etc) renderar poéngavdrag dven om svaret
verkar vara korrekt.

Allvarliga principiella fel ger fullt poéngavdrag.

Allvarliga fel som leder till orimliga resultat kan ge ldgre podngavdrag
om orimligheten pekas ut.

Aven skisserade 16sningar kan ge delpoéng.

Detta &r enbart en skiss av den fullstdndiga 16sningen. Det kan innebéra
att vissa mellansteg i utrdkningarna, som egentligen dr nodvandiga for en

komplett 16sning, inte redovisas.

1.

Svara pa foljande delfragor:

(a) Anvénd produktregeln for sannolikheter for att hérleda Bayes teo-
rem

DM, )P (M|I)
P(D|1)

P(M|D.1) =

(2 poing)

(b) Parameterestimering ar beteckningen pa uppgiften att utfora in-
ferens av modellparametrarna @ for en modell M (@) givet data D.
Vid parameterestimering slipper man att evaluera en av termerna
i Bayes teorem. Vilken och varfoér? (2 podng)
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(c) Parametrarna for en

kubisk modell 1

1
()
Matdata y

_1 4
skall estimeras givet + + +
data (se figur).

Tre olika fysiker anvénder var sin a-prioriférdelning vid parameter-
estimeringen. Dessa &r:

(A) p(0;]1) =U([—20,+20]) (likformig),

(B) p(6;11) =N (= 0,0? = 5%) (normal),

(C) p(6;|I) =N (u=0,0% =30%) (normal).

Varje rad i figuren nedan visar marginalférdelningarna for den a-
posteriorifordelning som erhalls av nagon av fysikerna (notera att

fordelningarna bara visas for intervallet [—20,20]). Para ihop fy-
siker (bokstav) med ritt rad (siffra).

g
(1) =
—EO 6 Zb —50 6 Zb —éO 6 Zb —éO 6 Zb
6o 61 6, 63
g
(2) =
—EO 6 Zb —50 6 Zb —50 6 Zb —éO 6 Zb
6o 61 6, 63
g
3) =

-20 0 20 -20 0 20 -20 0 20 -20 0 20
6o 61 6, 63

(varje ratt par ger +2 podng och wvarje fel ger -2 podng; total-
podngen begrinsas dock till intervallet 0-6 podng)
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2.

Lésning:

(a) Se till exempel ekvation 7.1 och 7.3 i kurskompendiet.

(b) Namnaren P (D |I) beror ej pa modellen och dirmed inte heller
pa dess parametrar. Eftersom malet med parameterestimering blir
att bestdmma en PDF for parametrarna kommer denna term bara
att ge en normaliseringskonstant.

(c) Al, B2, C3. Trolighetsfunktionen &r densamma i de tre olika ana-
lyserna. Men multiplikation med nagon av de normalférdelade

apriori-fordelningarna medfor att toppen for den resulterande aposteriori-

fordelningen skiftas mot noll. De kommer ocksa att paverka dessa
bredd. Effekterna syns tydligast i de breda marginalférdelningarna
(eftersom trolighetsfunktionen har mindre inflytande pa dessa).
T.ex. marginalfordelningen for 65 eller 65 .

En fysiker far reda pa att hon ar gravid med tvillingar. Hon fragar
lakaren om sannolikheten att det &r identiska (enéggs) tvillingar. Lakaren
svarar att 1/3 av alla tvillinggraviditeter ar endggs medan 2/3 ar tvasiggs
(dvs den efterfragade sannolikheten &r 1/3).

Senare under graviditeten avslojar ett ultraljud att fostren har samma
kén. Borde denna nya information leda till en uppdatering av den ef-
terfragade sannolikheten, och isf hur? Motivera ditt svar. (10 poing)

[Notera att identiska tvillingar alltid har samma kén medan det inte finns nagon

tydlig korrelation mellan kénen hos tvadggstvillingar.

Lésning:
Ja, sannolikheten skall uppdateras eftersom vi har fatt ny informa-
tion. Lat H; vara propositionen att det ar enéggs- och Hy att det &r
tvadggstvillingar. Observationen att fostren har samma koén betecknas
Dg medan ldakarens tidigare erfarenhet av tvillingfédslar betecknas 1.
Vi studerar kvoten av de betingade sannolikheterna

P (H,|Ds,I)

P(Hy| Dg,I)’

och anvénder Bayes teorem for att skriva om bade ndmnaren och
taljaren

r=

_PB(Ds|H\ DP(H|T)
P (Dg | Hy, 1) P (Hy | 1)’
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dér vi konstaterar att faktorn P (Dg|I) dyker upp i bade ndmnaren
och téljaren och kan forkortas bort.

Lékarens tidigare erfarenhet ger a-priori-sannolikheterna P (H, |I) =
1/3 och P(Hy|I) = 2/3. Vi har &ven troligheterna P (Dg | H1,I) = 1
och P(Dg| Hs,I) = 1/2 for den nya observationen. Sammantaget blir
r = 1, dvs den betingade sannolikheten att det &dr endggstvillingar
givet all information &r lika med den betingade sannolikheten att det
ar tvaaggstvillingar.

Eftersom ), ,P(H;|Ds,I) = 1 blir den eftersékta sannolikheten
P(H,|Dg,I)=1/2.

3. Vi vill propagera osidkerheten for slumpvariabeln Z, vilken i sin tur
ges av sambandet Z = X/Y dér X, Y &r tva andra slumpvariabler vars
forvintansviirden (E [X] = z, E[Y] = o) och varianser (Var (X) = o2,
Var (Y) = 03) har uppmaétts. Konsultation av en tabell for felpropage-
ring ger uttrycken

i =sm o= ()| () + ()]

for dess forvantansvarde och varians uttryckt i de uppmaétta storheter-
na.

(a) Harled dessa uttryck. For full poéng skall du betona vilka anta-
ganden som ligger bakom. (5 podng)

(b) Under vissa omsténdigheter géller att variansen hos Z ar mycket
mindre dn uppskattningen ovan. Vilket antagande i hérledningen
ovan kan antas vara fel for att detta skall gélla. Vi kan anta att
To, Yo Ar positiva och ungefar lika stora. (5 podng)

Losning:

(a) Vi gor en Taylorexpansion av Z runt punkten (xq,yo)

YA 0z

Z0,Y0 Z0,Y0
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Om vi enbart betraktar ett litet omrade runt (xo, yo) kan vi forsumma
kvadratiska termer och hogre givet att motsvarande hogre ord-
ningens derivator dr sma. Giltigheten for en sadan forsta ordning-
ens Taylor-approximation av Z(X,Y’) ar det ena antagandet. No-
tera att kvadratiska termer och uppat hade varit exakt noll om
funktionen hade varit linjar i bade X och Y, men det &r den inte

i detta fall.

Forvantansvardet blir da

oz
E[Z] = E[Z(v0,90)] + E | 5+ (X — 950)]
aX Zo,Y0
07
+E 9y (Y—yo)] = Zo/%Yo,
x0,Y0

dér vi har anvént att flera faktorer dr konstanta och att E [X — ] =
xo — xo = 0 och analogt for Y — 1.
Variansen far genom att ta forvintansvirdet pa kvadraten av

ovanstaende vilket leder till foljande uttryck (termer som &r linjéra
i (X —xo) eller (Y — yp) blir noll)

oz | ) 0z |? \
Z0,Y0 Z0,Y0
oz 07z
+E |2 2= — (X—xo)(Y—yo)]
aX Zo,Yo aY Zo,Yo
L, 9‘3% 2 Zo
= —o0,+—o0, —2=Cov(X,)Y).
Y3 v Y (£.Y)

Detta motsvarar uttrycket i uppgiften under antagandet att X
och Y &r oberoende sa att deras kovarians &r noll.

(b) I hérledningen antog vi att X och Y var oberoende vilket innebar
att kovarianstermen var noll. Denna term skulle annars bidra ne-
gativt till uttrycket for Var (7). Det vill sdga, en positiv, nollskild
kovarians mellan X och Y skulle kunna foérklara en minskad vari-
ans for Z. Det vill sdga, en mgjlig orsak till minskad osékerhet i
Z skulle vara att X och Y &r positivt korrelerade.
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4. Betrakta en maskininlarningsmodell som ger forutsédgelsen ¢; att jam-
fora med traningsdata y; (for i = 1... N). Vi definierar “traningsfelet”

1 N
_ . 2
Etrain - N Z (yl - yl) :

i=1

(a) Forklara varfor Ey., ar ett daligt matt for att uppskatta predik-
tionsfelet i en maskininldrningsmodell med ett stort antal para-
metrar. (3 poding)

(b) Ge ett exempel pa ett béttre matt om man vill fa en uppskattning
av prediktionsfelet (du behover inte beskriva den detaljerad algo-
ritmen utan det récker med en till tva beskrivande meningar). (3
poding)

(c) Betrakta ett scenario dir Ej.;, dr betydligt storre &n den nog-
grannhet som du siktar pa for din maskininlarningsmodell. I den-

na situation ar det bortkastat att ldgga berékningsresurser pa att
faktiskt uppskatta prediktionsfelet. Varfor da? (4 podng)

Lésning:

(a) Firain kommer alltid att bli lagre nér vi 6kar modellens komplex-
itet (genom att storre flexibilitet ger storre maéjlighet att anpas-
sa till traningsdata). Mattet siger alltsa ingenting om modellens
traffsédkerhet nar det géller ny data.

(b) Vikan dela upp data i trianingsdata och valideringsdata och anvénda
den senare till att uppskatta hur val modellen generaliserar till ny
data. Modellen trinas enbart pa traningsdata och vi definierar se-
dan ett felmatt (t.ex. MSE) och beréknar det for valideringsdata.

(c) T allménhet har vi att modellfelet &r storre for ny data dn for
traningsdata som modellen har anpassats till. Var uppskattning
av prediktionsfelet lar déarfor bli storre én traningsfelet, som redan
hade konstaterats vara for stort. Det ar battre att trdna modellen
mer, eller att forbattra modellen och trédna om den pa nytt.

5. Beskriv ingrediensen “aktiveringsfunktion” i konstruktionen av ett
neuralt ndtverk for maskininlarning. Var och hur anvénds den? For full
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poang skall du dven ge matematiska uttryck for tva olika aktiverings-
funktioner och betona nagon skillnad som kan dyka upp i praktiken
nar den ena eller den andra anvinds. (10 podng)

Lésning:

e Se t.ex. avsnitten 18.2 och 18.5 i foreldsningsanteckningarna.

e Aktiveringsfunktionen beskriver sambandet mellan aktiveringen z
(som beror pa en nods insignaler och dess vikter) samt nodens
utsignal. De ar alltsa viktiga for hur signaler propagerar genom
ett natverk.

e Aktiveringsfunktioner dyker ocksa upp i det sista lagret och bestammer
da modellens utsignal.

e Tva vanliga exempel dr sigmoid och ReLU (ekvarion 18.11 och
18.13).

e Den forstndmnda &r alltid nollskild (kan vara vildigt liten, men
alltid nollskild) och innebér alltsa att nétverket har nagon form
av signal fran varje nod. Det blir ett s.k. brusigt nétverk (“noisy
network”).

e Den sistndmnda dr delvis konstant vilker ger noll derivata. No-
der dar detta sker tenderar att inte paverkas under tréningen (ef-
tersom utsignalen inte &dndras nér vikterna dndras) och kallas for
doéda noder (“dying neurons”).

6. I denna uppgift betraktas en uppséttning med kontinuerliga variabler
0 med en fordelning som ges av sannolikhetstéitheten p(@).

(a) Formulera kortfattat (en eller tva meningar) syftet med Metropo-
lisalgoritmen i termer av begreppen Markovkedja och gransdistri-
bution. (2 poing)

(b) Metropolisalgoritmen utgar fran att dvergangstitheten 7'(6,6")
for en Markovkedja kan skrivas som en produkt

T(0,0') = A(0,0)5(6.6). (1)

Forklara med ord vad dessa tva faktorer beskriver. (2 poding)

(c) Hérled ett uttryck for 6vergangsmatrisen (1) utgaende fran kravet
att detaljerad balans p(60)T(0,0") = p(6')T(0',0) skall uppfyllas.
(6 poing)
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Lésning:

(a) Metropolisalgoritmen syftar till att skapa en Markovkedja vars
gransdistribution &r lika med en eftersokt sannolikhetsfordelning.
Stickprov fran den konvergerade Markovkedjan ger da stickprov
fran den sokta fordelningen.

(b) S beskriver en stegfordelning. Stickprov ur denna fordelning kom-
mer ge algoritmen forslag pa nya punkter att besoka i utfallsrum-
met. A dr en acceptansfunktion som ger sannolikheten att nésta
steg i Markovkedjan skall vara den foreslagna punkten.

(c) Se avsnitt 14.4 i foreldsningsanteckningarna.
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