Tentamen — Bayesiansk inferens och maskininlarning

(TIF385)
Tid och plats: 13 januari, 2023, fm, Johanneberg.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-
book, typgodkand kalkylator.
Examinator: Christian Forssén.

Jourhavande larare: Christian Forssén (031-772 3261).

Tentamen Dbestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poang totalt.
For att bli godkand med betyg 3 kravs 24 poéng, for betyg 4 kravs 36 poang
och for betyg 5 kravs 48 poang.

Rattningsprinciper:  Alla svar skall motiveras (om ej annat anges) och inférda
storheter skall forklaras. Losningarna forvantas vara véalstrukturerade och
begripligt presenterade. Skriv och rita tydligt. Vid tentamensrattning galler
foljande allmanna principer:

e For maximal (10) podng krévs fullstédndigt korrekt och valmotiverad
16sning.

e Mindre fel ger 1-3 poangs avdrag. Galler aven mindre brister i presen-
tationen.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av relevant figur, ej
definierade variabler, svartydd, etc) renderar podngavdrag dven om
svaret verkar vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Allvarliga fel som leder till orimliga resultat kan ge lagre podngavdrag
om orimligheten pekas ut.

e Aven skisserade 1osningar kan ge delpodng.

Lycka till!

1. Valideringsdata och k-faldig korsvalidering.

(a) Ge tva exempel pa vad valideringsdata kan anvéndas till vid kon-
struktion av en maskininldrningsmodell. For full poang skall du
ange exempel dar det konkreta anvandandet av valideringsdata
framgar. (4 podng)

(b) Beskriv algoritmen for k-faldig korsvalidering och ge atminstone
tva anledningar till varfér den kan vara anvindbar. (6 podng)
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2. Antag att vi skall skapa en maskininlarningsmodell for att klassificera
bilder av handritade siffror mellan 0-9. Varje bild definieras av 8 x 8
pixlar med ett varde pa intensiteten for varje pixel. Vi har bestamt
att anvanda ett fullstdndigt kopplat neuralt natverk med fem gomda
lager som har tjugo noder vardera samt ett utlager med tio noder.
Varje nod karakteriseras av vikter som inkluderar en bias-term wy. Vi
anvéinder sigmoidfunktionen, 1/(1 + e™*), som aktivitetsfunktion i de
gomda lagren.

(a) Infor relevant notation och ge ett uttryck for utsignalerna fran
noderna i det forsta gomda lagret. Definiera storlekar pa eventuella
matriser och vektorer.

(b) Hur manga parametrar har vi totalt i vart neurala nétverk?

(c) Givet att vi vill skapa en mjuk klassificerare som ger sannolikheter
for alla tio mojliga klasserna (siffrorna 0-9). Hur skulle vi kunna
definiera utlagret och utsignalen fran modellen?

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)

3. Tva studenter fran Chalmers och tre fran KTH befinner sig pa en
rymdexpedition till planeten Mars. Tre av dem gar ombord pa en land-
ningskapsel medan tva stannar ombord. Urvalet sker genom lottdragn-
ing dar allas namn skrivs pa lappar som ldggs i en lada. Det forsta
namnet som dras blir kapten pa landningskapseln och de néstfoljande
tva blir stodbeséttning.

(a) Beteckna den eftersokta sannolikheten i deluppgifterna (b—d) nedan
med statistisk notation. (2 podng)
Tips: Infor garna beteckningar for olika propositioner. Till exem-
pel: C, = Det forsta namnet som dras ar en Chalmersstudent.

(b) Vad ar sannolikheten att kaptenen kommer fran Chalmers? (2
poding)

(c) Vad &r sannolikheten att kaptenen kommer fran Chalmers givet
att det andra namnet som dras ar en student fran Chalmers?

Notera om denna sannolikhet ar storre, mindre eller lika stor som
i (b)-uppgiften. (3 podng)

(d) Vad é&r sannolikheten att kaptenen kommer fran Chalmers givet
att atminstone en i stddbeséttningen kommer fran Chalmers? (3

poing)
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4. Antag att vi har gjort bayesiansk inferens fran data D med en modell
y = 6y + 612 och finner att a posteriori-férdelningen for parametrarna
ar

p(0y,0, | D, I) o exp [—%(0 —-0)'s71 (0 - é)} ,

. (0 ~ (1 g 2 1
dar 6 = (91> och 0 = (2) samt X —4(1 5).

(a) Berikna varianserna Var (6), Var (6;) samt kovariansen Cov (6, 61).
(b) Skissa a posteriori-fordelningen for parametrarna.

(c) Givet att inferensen genomférdes med a priori fordelningen

1
00,01 1) = —(65 + 67)/50
p(071|) 25(27T)exp[ <0+ 1)/ }7
skulle du séaga att slutresultatet domineras av trolighetsfunktionen
eller av a priori fordelningen? (motivera ditt svar)

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)

5. Antag att en Markovkedja initialiseras med px,(zo) = U ([0,1]) och

uppdateras enligt
Ty +§

2 )
déar p(§) =U ([0, 1]), dvs utfallet av en likformigt férdelad slumpvaria-
bel.

Tpy1 =

(a) Ar detta en stationir kedja? (2 podng)
(b) Skissa px,yx, (z1120) (4 poiing)
(c¢) Berdkna px,(z1). (4 podng)

6. Betrakta den diskreta Poissonférdelningen (med A = 1)

671

H, ]{7:0,1,2,...

p(k) =
Konstruera och beskriv en Metropolis-Hastings-algoritm som vid kon-
vergens kommer att generera stickprov ur denna fordelning. Utga fran
en slumpvandring med steglangden 1 och berakna de resulterande ele-
menten 7T'(i, j) 1 dvergangsmatrisen for ¢, 7 € {0,1,2}. (10 podng)
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Tid och plats: 13 januari, 2023, fm, Johanneberg.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta Mathematics Hand-
book, typgodkand kalkylator.

Losningsskiss:  Christian Forssén.

Tentamen bestar av sex uppgifter som kan ge maximalt 60 poang totalt.
For att bli godkand med betyg 3 kravs 24 poang, for betyg 4 kravs 36 poang
och for betyg 5 kravs 48 poang.

Rattningsprinciper:  Alla svar skall motiveras (om ej annat anges) och inférda
storheter skall forklaras. Losningarna forvantas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Skriv och rita tydligt. Vid tentamensréattning galler
foljande allménna principer:

e For maximal (10) podng krévs fullsténdigt korrekt och valmotiverad
16sning.

e Mindre fel ger 1-3 poangs avdrag. Galler aven mindre brister i presen-
tationen.

e Losningar som inte gar att folja (t.ex. avsaknad av relevant figur, ej
definierade variabler, svartydd, etc) renderar podngavdrag dven om
svaret verkar vara korrekt.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Allvarliga fel som leder till orimliga resultat kan ge liagre poédngavdrag
om orimligheten pekas ut.

e Aven skisserade 16sningar kan ge delpoing.

Detta ar enbart en skiss av den fullstandiga losningen. Det kan innebara
att vissa mellansteg i utrakningarna, som egentligen ar nodvandiga for en
komplett 16sning, inte redovisas.

1. Valideringsdata och k-faldig korsvalidering.

(a) Ge tva exempel pa vad valideringsdata kan anvéndas till vid kon-
struktion av en maskininlarningsmodell. For full poang skall du
ange exempel déar det konkreta anvindandet av valideringsdata
framgar. (4 podng)

(b) Beskriv algoritmen for k-faldig korsvalidering och ge atminstone
tva anledningar till varfér den kan vara anvéndbar. (6 podng)

Losning:
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(a) Valideringsdata kan till exempel anvindas for att (i) bestdmma
hyperparametrar i maskininldrningsmodellen, eller (ii) for att upp-
skatta generaliseringsfelet. Notera dock att den inte kan anvéndas
for bagge dessa dndamal samtidigt. Da kravs en tredje dataméangd.

Ett konkret exempel pa (i) ar foljande: Betrakta ett neuralt natverk
med N noder i det enda gomda lagret. Utfor traning av denna
modell for olika varden pa N och berdkna valideringsfelet for varje.
Det virde pa N som ger det lagsta uppnadda felet pa validerings-
data ar sedan att foredra for den slutliga modellen.

Ett konkret exempel pa (ii) ar foljande: Antag istéllet att N &r
fixerat fran borjan. Trana modellen pa traningsdata och evaluera
sedan felfunktionen pa valideringsdata. Det genomsnittliga felet
som uppnas ger da ett estimat pa vilken precision som vi kan
forvanta oss av modellen nar den anvands for forutsagelser.

(b) Se till exempel avsnitt 17.4.2.1 i kompendiet. Nagra anledningar
till att korsvalidering &r anviandbar: (i) man har begrénsat med
data och vill andnda denna sa effektivt som mdgjligt for bade
tréaning och validering. (ii) valideringsmatt ar kénsliga for vilket
specifikt stickprov av valideringsdata som anvands. Det ar darfor
béttre att betrakta ett flertal olika valideringsset. (iii) Tréningen
kan vara extra kanslig for en viss delméngd av tillganglig data.
Med korsvalidering kommer all data att anvandas for traning.

2. Antag att vi skall skapa en maskininlarningsmodell for att klassificera
bilder av handritade siffror mellan 0-9. Varje bild definieras av 8 x 8
pixlar med ett varde pa intensiteten for varje pixel. Vi har bestamt
att anvanda ett fullstandigt kopplat neuralt natverk med fem gomda
lager som har tjugo noder vardera samt ett utlager med tio noder.
Varje nod karakteriseras av vikter som inkluderar en bias-term wgy. Vi
anvinder sigmoidfunktionen, 1/(1 4+ e~*), som aktivitetsfunktion i de
gomda lagren.

(a) Infor relevant notation och ge ett uttryck for utsignalerna fran
noderna i det forsta gomda lagret. Definiera storlekar pa eventuella
matriser och vektorer.

(b) Hur manga parametrar har vi totalt i vart neurala natverk?

(c) Givet att vi vill skapa en mjuk klassificerare som ger sannolikheter
for alla tio mojliga klasserna (siffrorna 0-9). Hur skulle vi kunna
definiera utlagret och utsignalen fran modellen?

Fysik, Chalmers Page 2 Examinator: Christian Forssén



Losningsskiss, tentamen — TIF385 13 januari, 2023

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 podng for alla tre.)

Losning:

(a) Utsignalerna ges av vektorn y = f(z), vilket alltsa innebér att
utsignalen fran nod i i det forsta gomda lagret ar y; = f(z;) dar
flzi) =1/(1+e7).

Bade vektorn y och z har langden N dar N ar bredden pa det
forsta gomda lagret.

Aktiveringerna z ges av
z =y, W + wy,

dar vektorn med insignaler, vy,,, har langden Nj,, viktmatrisen
for det forsta gomda lagret, W, har dimensionen N;, x N samt
vektorn med dess basvikter, wg, har langden N. For att vara extra
tydlig bor man klargora att formen ovan bygger pa att samtliga
vektorer ar radvektorer, dvs 1 x N eller 1 x N;,.

(b) Inlagret har bredden 64. Dessa signaler gar till samtliga noder i
det forsta gomda lagret som alltsa maste ha 64 4 1 vikter vardera.
De 20 noderna i varje gomt lager ger varsin utsignal som gar till
varje nod i det efterfoljande lagret som alltsa behover 20+ 1 vikter
vardera. Detta ger

20 x (64 + 1) + (20 + 20 + 20 4 20 + 10) x (20 + 1) = 3190

(c) Vi Onskar en mjuk klassificerare vilket innebér att modellen skall

ge en (diskret) sannolikhetsfordelning, dvs en vektor déar elementen
kan tolkas som sannolikheten att maldata tillhor den specifika
klassen p(t =1i) = ¢;.
For att astadkomma detta kan vi till exempel anvanda sigmoid-
funktionen aven for noderna i utlagret. Dessa leder da till en
utvektor ¢ med tio element §; = f(z;) som uppfyller 0 < g; < 1.
Denna vektor maste dock normaliseras for att omvandlas till en
diskret sannolikhetsfordelning 4. Alltsa ges utsignalen av

o fE)
' Zfzof(zz)
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3. Tva studenter fran Chalmers och tre fran KTH befinner sig pa en
rymdexpedition till planeten Mars. Tre av dem gar ombord pa en land-
ningskapsel medan tva stannar ombord. Urvalet sker genom lottdragn-
ing dar allas namn skrivs pa lappar som laggs i en lada. Det forsta
namnet som dras blir kapten pa landningskapseln och de néstfoljande
tva blir stodbeséttning.

(a) Beteckna den eftersokta sannolikheten i deluppgifterna (b—d) nedan
med statistisk notation. (2 podng)
Tips: Infor garna beteckningar for olika propositioner. Till exem-
pel: C; = Det forsta namnet som dras ar en Chalmersstudent.

(b) Vad &r sannolikheten att kaptenen kommer fran Chalmers? (2
poing)

(c) Vad &r sannolikheten att kaptenen kommer fran Chalmers givet
att det andra namnet som dras dr en student fran Chalmers?

Notera om denna sannolikhet ar storre, mindre eller lika stor som
i (b)-uppgiften. (3 podng)

(d) Vad é&r sannolikheten att kaptenen kommer fran Chalmers givet
att atminstone en i stodbeséttningen kommer fran Chalmers? (3

podng)

Losning:

(a) Vi infor féljande propositioner:
C; = Det 7:te namnet som dras ar en Chalmersstudent.
K; = Det 7:te namnet som dras ar en KTH-student.
Cz = Atminstone en beséttningsmedlem #r en Chalmersstudent.
I = Given information kring besattningsens sammansattning
och process for urvalet.
De eftersokta sannolikheterna i respektive deluppgift:
(b) P(Cy 1), (c) P(Cy[Ca, 1), (d) P(Cy|CBp, 1)
(b) P(Ci|1) =2
(c) Har géller det att visa/argumentera att P (C} | Co, [) = P (Cy | C1, 1)
dér den andra sannolikheten i likheten triviellt dr 1/4. Likheten
understryker att betingade sannolikheter inte beror pa kausalitet.

Dvs information om vad som hander senare paverkar sannolikheten
for vad som héande forst.
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Vi skriver om sannolikheten med Bayes formel

P(culCur) - HEICGDPCID

Utan information kring utfallet pa nagon av lottningarna sa maste
P(Cy|I) =P (Cy|I) sa att vi har visat att

1
P(Cl|02,[) :P(Cg‘cl,l) - Z_l

Givet informationen att en Chalmersstudent véljs som nummer
tva sa blir sannolikheten att en Chalmersstudent valdes forst min-
dre &n vad den &r om vi inte hade den informationen (uppgift b).

(d) Vi skriver forst om den eftersdkta sannolikheten med Bayes formel

N R 0

Den andra termen i téljaren &r triviell P(C|I) = 2. For att

berakna den forsta termen utnyttjar vi komplementet och sum-
maregeln P (Cp |Cy, ) =1—P (63 | Ch, I). Eftersom Cp = Cy +
C5 (dér plustecknet skall tolkas som “eller”) sa ar komplementet
COp = Ky, K3 (dir kommatecknet skall tolkas som “och”). Dvs
negationen till att nagon av besattningsmedlemmarna ar Chalmers-
student ar att bagge ar KTH-studenter. Vi far att

P(Cp|Cy, 1) =1—P (K, K3|Cy, 1)
:1—]P)<K2’CI,I)P(K3|K2,C1,I)

()6

dar vi utnyttjar produktregeln pa andra raden.

Analogt kan vi skriva nimnaren P (Cp|I) =1—-P (Cp|I) =1—
P (K, K3|1). Eftersom ingen information ges kring resultatet pa
den forsta lotten sa maste P (Ky, K3|I) = P (K, Ko | I). Samma
sorts utrakning som ovan ger att

P(Cp| 1) =1 =P (K | 1) P(Ky | Kl

_q 3\ (2 7
Bl 5)\4) 10
Aterstar bara att sitta in detta i Ekv. (1) och far

P(Cy|Cp,I) =

N
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4. Antag att vi har gjort bayesiansk inferens fran data D med en modell
y = 0y + 01z och finner att a posteriori-férdelningen for parametrarna
ar

p (00,0 |D, T) o exp {—%(9 _o)Ts 0 - 5)] ,

. (b — (1 (21
dar9—<91> ochH—(Q) samt X _4(1 5).

(a) Berdkna varianserna Var (6y), Var (6;) samt kovariansen Cov (6, 01).
(b) Skissa a posteriori-fordelningen for parametrarna.
(c) Givet att inferensen genomférdes med a priori fordelningen

00601 1) = e exp [0+ 67)50]

skulle du séga att slutresultatet domineras av trolighetsfunktionen
eller av a priori fordelningen? (motivera ditt svar)

(8 podng per korrekt besvarad deluppgift, 10 poing for alla tre.)

Losning:

(a) Kovariansmatrisen &r inversen av den givna matrisen,

1 (5 -1
E_4_-9(—1 2)'

Kommentar: Ett enkelt siatt att finna den ar att borja med att
ansatta de icke-diagonala matriselementen till —1. De diagonala
foljer da av att vi skall fa nollorna i identitetsmatrisen medan
normaliseringen foljer av ettorna

e [ (2 N\I[L (5 —1\]_ (10
%= {4(1 5)} [4.9 -1 2/)] \0 1
Fran kovariansmatrisen far vi direkt Var (6y) = 5/36, Var (¢,) =
1/18 samt kovariansen Cov (6, 6,) = —1/36.
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(b) Detta &r en bivariat normalférdelning med moden i (6y,60;) =
(1,2) och negativ korrelation, dvs en lutande ellips.

2.00

2.75 4 1.75
2.50 1 1.50
2.25 1 1.25
< 2.00 A 1.00
1.75 r0.75
1.50 r0.50
1.254 r0.25
—- 0.00

1.00 T T T T T T T
0.00 0.25 050 0.75 1.00 125 1.50 1.75
6o

(c) A prioriférdelningen &r en produkt av tva oberoende, univariata
normalférdelningar med moden i 6; = 0 och variansen o; =5 (i €
{0,1}). Eftersom moden for a posteriorifordelningen har flyttat pa
sig en bra bit, och framforallt eftersom den har en mycket snavare
utstrickning (mindre varianser samt parameterkorrelation) sa ar
det uppenbart att trolighetsfunktionen har varit dominerande.

5. Antag att en Markovkedja initialiseras med px,(zo) = U ([0, 1]) och
uppdateras enligt
Ty +§
2 )
dér p(§) =U ([0, 1]), dvs utfallet av en likformigt fordelad slumpvaria-
bel.

Tnt1 =

(a) Ar detta en stationir kedja? (2 podng)
(b> Skissa Dxy|xo ($1|'T0) (4 pOdng)
(c) Berikna px, (x1). (4 podng)

Losning:

Fysik, Chalmers Page 7 Examinator: Christian Forssén



Losningsskiss, tentamen — TIF385 13 januari, 2023

(a) Detta ar en stationdr kedja eftersom det inte finns nagot beroende
pa tidsindex: px, ., \x, (|y) = px,ix, (#[y)-
(b) Se figur nedan

p(x1[xo)

Xo

0.2 0.4 0.6 0.8
X1

(1) = [p(xo,21)drg = [p x1|x0) (70) dzg. Fordelningen
(x0) = L{ ([ 1]), dvs likformig pa intervallet zq € [0, 1], medan
(1 | mo) = U ([%, 22H]]). Integralen loses for tva olika fall z; <
5 och z; > 0.5 och man finner

(1) = 4xq for 1 < 0.5,
P\TU=N 4 — 4z, for 2, > 0.5.

) p
p
p
0.

6. Betrakta den diskreta Poissonfoérdelningen (med A = 1)

p(k’):?, k’:O,]_,Q,...

Konstruera och beskriv en Metropolis-Hastings-algoritm som vid kon-
vergens kommer att generera stickprov ur denna férdelning. Utga fran
en slumpvandring med stegliangden 1 och berakna de resulterande ele-
menten 7T'(i, j) 1 dvergangsmatrisen for ¢, 7 € {0,1,2}. (10 podng)

Losning:

e Viutgar fran den symmetriska stegforslagsfunktionen S(i, j) = 0.5
for j =i+1 (och noll annars). Dvs en slumpmaéssig vandring med
steglangden 1.
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e De relevanta elementen i acceptansfunktionen

- pj)
A(i,j) = max <1, —)
64 p(i)
ar: A(i,i—1)=1, A(i,i+1)=1/(i + 1).
Vi definierar ocksa elementet A(0, —1) = 0 eftersom stegfunktio-
nen kan foresla ett steg fran ¢+ = 0 till j = —1 vilket dock inte &r
ett mojligt utfall.

e Icke-diagonala element i 6vergangsmatrisen 7'(i, j) = S(4,7)A(4, 7).
De diagonala ges av T'(i,i) = 1 — ., T(i, j).

e Lat oss betrakta den forsta raden som beskriver overgangar fran
tillstand 0: T(0,1) = 0.5 % 1/2 = 1/4, T(0,2) = 0 % A(0,2) = 0,
T(0,00=1-1/4—0—0—...=3/4.

e Aven om foljande element inte efterfragades sa behovs det for att
fa det diagonala T'(2,2)-elementet: 7(2,3) =0.5%1/3 =1/6.

Ovanstaende ger
3/4 1/4 0
1/2 1/4 1/4
=10 12 13

Vi beskriver algoritmen med pseudokod:

(a) Initialisera kedjan med nagot tillstand. For att vara konkreta
valjer vi zop = 1. Detta ar alltsa iteration n = 0.
(b) Vid iteration n > 1 med z,,_; = i
i. Om ¢ > 1: Singla en rattvis slant.
e Om utfallet ar krona, x,, =7 — 1
e Annars om utfallet &r klave, dra ett slumptal a ~ U(][0, 1]):
Tp=1+1loma<1/(i+1), x, =1 annars.
ii. Annars om ¢ = 0: Singla en rattvis slant.
e Om utfallet ar krona, x, = 0

e Annars om utfallet ar klave, singla slanten igen: x, = 1
om krona, z,, = 0 om klave.
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