Tentamen i Mekanik 2 for F, TIF375

Fredagen 19 augusti 2022, 14.00-18.00

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Martin Cederwall, tel. 0733-500886, bestker tentamenssalarna c:a 15 och 17.

Uppgifterna 1-4 pa denna tentamen géller som omtentamen pa den tidigare kursen, FFM521.
Tillatna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, Chalmersgodkand kalkylator.

Varje uppgift ger maximalt 10 poang. Fér godkant (betyg 3) kravs 40%. Granser fér betyg 4 och 5 ar
60% resp. 80%.

Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Lésningarna férvantas vara
vélstrukturerade och begripligt presenterade. Erhalina svar skall i férekommande fall analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Aven skisserade I6sningar kan ge delpodng. Skriv och rita tydligt!

Lycka till!

. Ett homogent klot med radien a rullar utan glidning pa kurvan z = f(z), y = 0 (dér z ar den vertikala
koordinaten), under inverkan av tyngkraften. Funktionen f(z) har ett minimum i x = 0 med f(0) = 0.
Klotet passerar detta minimum med farten v. Hur stor maste v minst vara for att klotet skall kunna na
ett ldge dar dess kontaktpunkt med kurvan har z-koordinaten z¢? Svaret kan vid behov innehéalla f(xg),
f(xo) ete.

(Man kan forutsétta att kurvans krokningsradie overallt ar tillrickligt stor for att klotet skall ha precis
en punkt i kontakt med kurvan.)

. En massa slapps fran vila fran héjden h 6ver markytan. Experimentet utfors pa breddgraden 6. Pa hur
langt avstand § fran lodlinjen genom utgangspunkten landar den?
(Det far antas att h ar mycket mindre &n jordradien, och att § < h. Luftmotstandet ar forsumbart.)

. En stel kropp bestar av en homogen sfér (ett tunt skal alltsa, inte ett klot) med radien a och massan m.
Pa sfaren ar fasta tva tunna homogena stavar, vardera med langd a och massa m. Stavarnas d&ndpunkter
ar fista i tva diametralt motsatta punkter pa sfiren. De pekar tangentiellt till sfiren, at motsatta hall.
Bestdm den sammansatta kroppens huvudtroghetsaxlar och huvudtroghetsmoment m.a.p. masscentrum,
och skissa huvudtréghetsaxlarnas riktningar i en figur.

. En partikel med massan m ar fast i en fjader med fjaderkonstant k£ och naturlig langd ¢, vars andra &nde
ar fast i en punkt. Den paverkas av tyngdkraften pa jorden. Infor lampliga generaliserade koordinater
for de tre frihetsgraderna hos detta system. Konstruera Lagrangianen for systemet, och anvand den for
att ta fram rorelseekvationerna. Visa att det finns en bevarad storhet, sa att de tre rorelseekvationerna
effektivt reduceras till tva i antal.




Endast nya mekanikkursen, TIF375:

. Ett rymdskepp med (vilo)ldngden 100 m firdas med farten %c genom en tunnel i en asteroid, ocksa
den med (vilo)ldngden 100 m. Rita ett rumtidsdiagram som tydligt visar hur, & ena sidan, rymdskeppet
under en viss tidrymd &r helt och hallet inne i tunneln (i asteroidens inertialsystem), och & andra sidan,
rymdskeppet sticker ut ur bada d&ndarna av tunneln under en viss tidsrymd (i skeppets inertialsystem).
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Lésningsforslagen innehaller inte alltid den dimensionsanalys, som i férekommande fall kravs fér full
podng, och ofta inte heller figurer som bér ritas. De skall inte betraktas som modellésningar utan som
en ledning om méjliga metoder.

. T utgéngsliget &r den kinetiska energin 7' = imv? + §2ma*(2)* = Lmv? och den potentiella energin
mga, om vi later nollpunkten vara z = 0. Lat kulan vara i momentan vila med kontaktpunkten pa
x = 9. Masscentrum ar da pa héjden h = f(z¢) + a cos o, dir « &r vinkeln mellan vertikalen och radien

till kontaktpunkten. Vi har tana = f/(xg), och alltsd h = f(xg) + \/ﬁﬁ Energikonservering ger
zo
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vilket ger den minsta nédvéandiga utgangsfarten.

mg (f(xo) + a) — Lmv? + mga,

dvs.

. Cenrtifugalkraften “struntar” vi i; detta &r det rétta att gora eftersom den lokala vertikalen inklud-
erar effekten av gravitation och centrifugalkraft. Om massan bara faller rakt nedan utan héansyn till
Corioliskraften, far man z(¢) = h — %th, %z = —gt. Corioliskraften &ar

ﬁcor = —2m x ¥ = —2mzQ cos O ,

dir Q ar jorddrotationen och  ar riktad Osterut. Detta leder till & = 2¢t{)cosf, som integreras till
z(t) = $9t3Q cos 0. Massan nér marken vid t = to = 4/ %, vilket ger
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I berékning har vi struntat i att hastigheten i z-led i sin tur ger upphov till en Corioliskraft. Denna
kommer dock att vara proportionell mot 2, och kan forsummas. Mer precist: vi kan skriva svaret

som § = %eh cosf, dir e = \/EQ ar en liten (enligt forutsittningarna, och i realistiska situationer)

dimensionslos parameter. Det vi har gjort ar att rdkna endast till forsta ordningen i e.

. Det sfériska skalet har troghetsmatrisen Iy, = %maZII. Vilj ett kordinatsystem déar z-axeln pekar at
hoéger i bilden och y uppat. Vardera pinnen har en troghetsmatris, som kan berdknas genom direkt
integration, eller m.h.a. Steiners sats enligt
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Den totala troghetsmatrisen ar alltsa

3 —-1.0
I = Isféir + 2Istav = ma2 -1 g 0
o o0 L

3
En huvudtréghetsaxel ar uppenbarligen z-axeln, med huvudtréoghetsmomentet %maz. Det 6vre vanstra

hornet i I diagonaliseras med standardmetod. Huvudtroghetsmomenten (egenvéirdena) ar (24 @)mcﬂ,

med huvudtroghetsaxlar (egenvektorer) riktade langs (1, —24'3—@,0) resp. (%, 1,0). Om man ritar
ut dem ser man att den senare vektorn, som svarar mot det liagre egenvirdet, gar genom bada stavarna,
s& det verkar rimligt (massan ndrmare axeln). Ytterligare kontroll: axlarna &r L.

. Det finns forstas manga sitt att vilja koordinaterna, som ju skall beskriva en partikels lige i R3. Det
fragas efter en konserverad storhet. Eftersom momentet fran tyngkraften (m.a.p. den fixa punkten) inte
har nagon vertikal komponent, ar rérelsemidngdsmomentet runt z-axeln bevarat. Det kan vara 1ampligt
att vilja en av koordinaterna som ¢ (i sfériska eller cylindriska koordinater). Eftersom fjaderns lingd &r
enklare i sfiriska koordinater tar vi dem. Da far vi L =T —V, déir T = 2m(7? +120% + r?sin® 0¢?) och
V= %k(r —£)? — mgr cos §. Lagranges ekvationer blir

0= i(mr) — mrf? — mrsin® 092 + k(r — £) — mgcosf ,

dt
0= %(mrzé) — mr? sin 0 cos 0% + mgrsin 6
0= %(mr2 sin? ) .

Den tredje ekvationen uttrycker att L, = mr?sin®60¢ &r konstant (bestdms av begynnelsevillkor), sa
P = — L= kan sittas in de forsta tva ekvationerna.

mr2sin?

. En mgjlighet, som visar de tva pastaendena pa ett symmetriskt sitt, dr att rita forloppet sett fran
ett system dar farkosten och tunneln ror sig med lika stora och motriktade hastigheter. (De numeriska
véardena ar ovésentliga.) Kalla detta system S, farkostens vilosystem S’ och tunnelns S”. Farkosten och
tunneln har samma léngd i S. Héndelsen A &r att farkostens bakédnda aker in i tunneln, och B att
dess framédnda lamnar tunneln. De ar samtidiga i S. De réda linjerna (parallella med z’-axeln) anger
samtidighet i S’ och de lila i S”. B dger rum fore Ai S’, vilket 4r samma sak som att siga att farkostens
framénda lamnar tunneln innan bakéndan aker in. Mellan ¢ och t/, &r tunneln helt “tackt” av farkosten.
I S” &r det tvirtom: t/y < tj.




