Tentamen i Mekanik 2 for F, FFM521

Mandagen 16 augusti 2021, 8.30-13.30 (inklusive tid fér skanning och inlamning)
Examinator: Martin Cederwall

Jour: Martin Cederwall, Piazza (eller zoom).

Varje uppgift ger maximalt 10 poang. For godkant (betyg 3) kréavs 20 poang. Grénser for betyg 4 och 5
ar 30 resp. 40 poang.

Alla svar skall motiveras, inférda storheter férklaras liksom val av metoder. Lésningarna férvantas vara
valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhalina svar skall i férekommande fall analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Aven skisserade I6sningar kan ge delpoang. Skriv och rita tydligt!

Lycka till!

. T ett inertialsystem S hénder foljande: En buss kor med den konstanta farten v = 14 m/s pa en rak
horisontell vag. Det faller regndroppar med farten 10 m/s. Regnets vertikala hastighet ar 8 m/s. Dess
horisontella hastighet ar riktad i bussens rorelseriktning. Bredvid vagen star vertikala telefonstolpar.

a. I ett inertialsystem Sp dir bussen &r i vila, hur stor dr vinkeln mellan bussens framatriktning och
regnets hastighet?

b. I ett inertialsystem Sy déar regnet &r i vila, hur stor ar vinkeln mellan telefonstolparna och viagen?

. En liten kula med massan m kan glida utan friktion i ett rakt spar i en horisontell skiva. Skivan roterar
med konstant vinkelhastighet w runt en axel vinkelrdit mot skivans plan. Sparet gar genom skivans
rotationsaxel. Bestam kulans lage i sparet som funktion av tiden, om den vid ¢ = 0 befinner sig vid
rotationsaxeln och har farten vg. Vilken kraft F' &r det som accelererar kulan (i ett inertialsystem)?
Verifiera att dess effekt P = F - & under rérelsen ir positiv (alltsa: visa att skaldrprodukten F. 5> 0,
det ricker inte att observera att partikelns fart 6kar). (Det precisa uttrycket behover inte ges.)

\w

. En homogen boll med massa m och radie a rullar utan glidning pa ett horisontellt plan. Det tréffar ett
“steg”, se figuren. Stegets hojd ar ya, 0 < v < 1. Stéten mot steget gar till sa att bollen under stéten
inte glider i punkten P, sa att rorelsen omedelbart efter stéten ar ren rotationsrorelse runt P. For vilket
véarde pa - nar bollen hogst hojd i den efterféljande rorelsen?

va




4. En homogen cirkulédr kon med massa m, héjd h och 6ppningsvinkel 2« rullar pa ett horisontellt bord med
precessionshastigheten 2. (Det &r en homogen kropp begriansad av den koniska ytan och ett cirkuldrt
lock.) Vilket totalt vridande moment runt konens spets (fran tyngd- och kontaktkrafter tillsammans)
kréavs for rorelsen? (Eventuella utrdkningar av troghetsmoment skall redovisas. Fardiga samband mellan
rotationshastigheter, vinklar m.m. vid precessionsrérelse far inte anvindas.)

< =0

5. En pendel bestar av en punktmassa m fést i en latt trad med léngd ¢. Tradens andra &nde kan glida
friktionsfritt langs kurvan z = f(x), dér z-axeln &r horisontell och z-axeln vertikal, och f &r en funktion
som har ett lokalt minimum i z = 0. Skriv upp Lagrangianen {6r detta system (utan approximationer)
med = och 6 enligt figuren som generaliserade koordinater. Los Lagranges ekvationer for sma rorelser
kring det stabila jamviktslget.

SN




Lésningsforslag till tentamen i Mekanik 2 fér F, FFM521
Mandagen 16 augusti 2021
Examinator: Martin Cederwall

Lésningsforslagen innehaller inte alltid den dimensionsanalys, som i férekommande fall kravs fér full
podng, och ofta inte heller figurer som bér ritas. De skall inte betraktas som modellésningar utan som
en ledning om méjliga metoder.

. Enligt Galileitransformationen ges koordinaterna 7 i ett inertialsystem S’ av # = 7 — ut, dir @ ar

hastigheten for S’ i S. Derivation ger relationen mellan hastigheter: ¥ = ¢ — 4. Lat & vara riktad
“framat” och ¢ uppat.

a. Regnet har hastigheten ¢ = (62 — 8J) m/s. Med @ = 14& m/s fas regnets hastighet i buss-systemet

som ¥g = (—8% — 8f) m/s, som bildar vinkeln 2* med Z.

0 jus

b. Vid en given tid ¢ &r (med beteckningar ovan) &’ = Z, §' = ¢. Vinkeln &r 7

. Infér en koordinat £ lings skaran. Corioliskraften verkar vinkelrdtt mot f , och paverkar inte rorelsen.
Centrifugalkraften &ar F, = mﬁwzé . Rérelseekvationen blir mé = mw?¢. Losningen som uppfyller begyn-
nelsevillkoren ar

£(t) = %0 sinh wt .

Det finns endast en (inte fiktiv) kraft som paverkar kulan, normalkraften fran sparet (som astadkommer
Coriolisaccelerationen). Coriolisaccelerationen &r riktad at vanster under rorelsen, i positiv vinkelled, sa
effekten P = N -7 = N - ﬁwé ar positiv. (Konkret: N = 2mw£ = 2mwuvg cosh wt. Dess effekt ar P =
Nwé = 2mwvd sinhwt cosh wt. Integration fran 0 till ¢ ger arbetet W (t) = fg P(t")dt' = mu? sinh? wt.
Jamfor med skillnaden i kinetisk energi 7T'. Vid tiden ¢ dr den

1 . 1 1
T(t) = 5m(§2 + (wé)?) = §mv§(cosh2 wt + sinh? wt) = imvg(l + 2sinh? wt) |

och det stdmmer att T'(¢t) — T'(0) = W(t).

. Rérelseméngsmomentet runt P &r bevarat. Fére stoten ér det Lp = mvg(1—7y)a+Zma*2 = (I—v)muoa,

dér vy &r bollens fart fore stoten. Bollens rotationhastighet w runt P omedelbart efter stéten fas da enligt
Ima’w = (I — y)muga, dvs. w = (1 — 577)%“ Masscentrums fart dr v = (1 — 577)1)0. Man vill maximera

vertikalkomponenten av hastigheten omedelbart efter stoten. Den ar v, = v cos o, déar sina = 1 — -y, dvs.

5
v, = vp(1 — 77) 12-17).
Denna funktion av 7 skall maximeras i intervallet 0 < v < 1. Standardférfarande ger att maximum fas

for v = L5Y5L ~ 0.386.




4. Infor ett koordinatsystem med origo i konens spets och z-axeln langs konens symmetriaxel. Skiva konen
i cirkelskivor for varje 2, med radien r(z) = ztana. En sidan skiva har arean A(z) = w22 tan” a.
Konens volym ar V = foh A(z)dz = 3mwh®tan® a, och dess densitet o = 3m/(wh®tan® o). Massan for
en cirkelskiva med tjockleken dz ar dm = pA(z)dz = 3;T’?fzgclz. Dess troghetsmoment m.a.p. spetsen blir
dl.. = 3dm(r(2))?, och (m.h.a. Steiner) dl,, = dl,, = 1dm(r(z))? + dmz>. Integration éver z ger

3 1
Ly = Iy, = =mh*(1+ ~ tan® @) ,
5 4
3
I Emh2 tan® o .

For att berikna momentet som paverkar konen under rérelsen behéver man UL% = O x L. For att beriikna
L behdver rotationsvektorn delas upp i spinn () och precession (Q som &r given). Eftersom linjen dar
konen ar i kontakt med underlaget &r i vila, maste & = §2 4+ I/ vara horisontell, och man far denna bild:

<=0

V
v

Man har alltsa v = si?(x' Lat x-axeln peka snett uppat vanster i figuren och y-axeln ut ur pappret. Da

kan man skriva ¢ i termer av de kroppsegna koordinaterna som

Q

S @

z.

G =04 7=Qcosai+ Qsinas —
Rorelsemangdsmomentet blir

- 3 1 3
L= —mh*Q(1 + - tan® @) cos ai — —mh*Qsina? .

5 10
Nu kan man anvinda O x & = Qsin af, O x2=—0cos ay, for att, efter litet forenkling, fa fram det
sokta momentet .
- dL <~ - 3 99 9 \a
M = = =QxL= Q—Omh O tan (1 + 5 cos® )

(gar att skriva pa litet olika sétt).



5. Anvénd x och § som generaliserade koordinater. Massans lidge ges som 7= (v+asin 0)Z+(f(r)—acos )z,
och hastigheten blir @ = (& 4+ af cos0)& + (& f'(x) + afsin 0)Z. Lagrangianen ar

1 1 . .
L=T-V = imv2—|—mgz =5m ((1 + f"%(x))3% + 2ai6(cos O + f'(x)sinf) + a292) —mg(f(z)—acosh) .
Vill man linearisera fér sma rorelser kan man lika gérna gora det i Lagrangianen, dir man sparar
kvadratiska termer. Lat f(z) ~ f(0) + 1f”(0)2?. Bortsett frén en konstant blir Lagrangianen till
kvadratisk ordning

~ gm (6 + ad)? — (7 (0)2 +at?))

Rorelseekvationerna for  och 6 blir

d .
7 (@ +ab) + f"(0)gz =0,

d )
%(i+a9)+99:0.

Hérur syns att = f”(0)z. (Detta kan forstas som att pendeln hela tiden haller sig vinkelr&t mot kurvan.)
Eliminering av 6 ger differentialekvationen (1 + af”(0))Z + f”(0)gx = 0, vars 16sningar dr harmoniska
svangningar med vinkelfrekvens

_ g
w= |—.
@+ )

Kontroll: Da f”(0) (som &r den inversa krokningsradien) blir stor aterfas vinkelfrekvensen hos en vanlig
pendel. For andligt f”(0) blir det en vanlig pendel med léngd a + %’ som ar det konstanta avstandet

till cirkelns mitt.

(Vart tog den andra frihetsgraden viigen? I ljuset av kontrollen ovan ar det som att dela upp ett viktlost
snore 1 tva delar, utan nagon massa mellan. Den ytterligare frihetsgraden bér ingen kinetisk energi.
Antag att man skulle tvinga systemet att borja i ett ldge dar 6 # f”(0)z, vad hander da? For att
behandla den fragan maste man inféra nagon massa for snoret. § = f”(0)z av samma anledning som ett
snére med forsumbar massa ar rakt.)



