Hemtenta Mekanik 2 2020 (FFM521)

Tid och plats: Torsdag den 04 juni 2020 klockan 08.30-12.30 .

Det ir eget arbete som giller; inget samarbet och inga forumfragor far stallas i
stangda eller 6ppna forum.

Examinator: Stellan Ostlund

Jour: Stellan Ostlund, tel. 0767619006 ; tillginglig via sms och ateruppringning

Instruktioner :

Instruktioner for Canvas inldmning Inldmningen skall innehalla det korrekta sva-
ret inringat med rott pa forsta sidan. Darefter ska finnas en kortfattad redovisning av de
principer och nyckelsteg som anvéndes for att komma fram till ratt svar. En, max tva sidor
ska récka till detta. Detaljer i den egna utrédkngen redovisas dérefter. Om plats inte finns pa
sammanfattningen gar det att referera till sida och ekvation pa bilagan. Sammanfattningen
skall vara tillracklig att bedoma inldmningen. Sidorna ska vara numrerade.

For att full eller delpoéng ska bli tilldelad, ska uppladdningen i Canvas vara fullsténdig
och innehalla sammanfattningen samt utrédkningar; allt forvéntas vara vélstrukturerade och
begripliga och skannade sa det &r vél ldsbart, och svaren forenklade sa langt som mojligt.
Erhallna svar ska, om mojligt, analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Skriv och rita
tydligt! Underlaget skall vara uppladdade til Canvas innan deadline.

Efter uppladdning i Canvas Svarsformler samt sammanfattningen skall d&ven laddas
upp i OpenTA som kommer anvindas som huvudsaklig rattningsplattform. Sist uppladdad
svarsformel ar den som riaknas som slutsvar. For att hjélpa elever undvika slarvfel finns tips
savil som dimensionskoll i OpenTA.

OpenTA stéanger tentan efter Canvas och elever har god tid att utféra detta extra moment.
Redovisningen i OpenTA far dock absolut inte tillrattaldgga Canvas inlamningar; forsta sidan
i OpenTA maste vara exakt den som laddats up i Canvas. Om OpenTA av nagon anledning
strular blir enbart Canvas uppladdningen betygsgrundande och avgorande.

Betygsgrunder: Varje uppgift ger maximalt 6 podng, vilket innebér totalt maximalt 30
poang.

OBS: I alla uppgifter far svaret ges i termer av de storheter som ges i uppgift-
stexten och figuren, samt tyngdaccelerationen g.



1. Tva sma massor var och en med massa m ar sammankopplade med en masslos stav
och ligger stilla pa ett frikionsfritt bord. Enbart den 6vre massan tilldelas en stot med
impulsen G i riktningen vinkelratt mot staven. Omedelbart till vinster om staven finns
en kil. Staven kolliderar elastiskt med kilen och studsar alltsa tillbaka i riktningen —G.
Man observerar att staven och massorna ror sig till hoger utan att rotera. Vad blir
x/D for att detta ska uppsta?

e Berdkna z/D

Svarskontroll: Svaret dar ett av foljande alternativ. 0, 1 | %, %, %, %, \/g = .8666025...

JE=707107. 1 — /L = 591752, 2 = .894427...
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Svar:

Vid stéten G blir RMM runt kilen muvy(D — z). Efter kollisionen med kilen blir det
rotationsfri rérelse och vi far RMM av bara masscentrum: RMM = mv'(x — D/2).
Kinetisk energibevaring ger 1/2mv2 = m(v')? dvs vy = V20'.

V2m(D — x) = (x — D/2) x 2m

som ger

S 1+Vv2

X
D 212 V2




2. Ett klot med massa m och radie [ och troghetsmoment %le ar kopplad till en axel med
lingd 2I. Andarna av axlarna dr kopplade till varsin fjider med fjiderkonstant & och
ostrackt langd noll som sedan blir strickta ocksa till lingd [ och fast i ett stativ ovanfor
en platta. Klotet roterar friktionsfritt runt axeln genom centrum med vinkelhastighet
w och upptar ett horisontellt ldge.

Plattan borjar sedan rotera med vinkelhastighet ). Berdkna tanf dar 6 ar vinkeln
mellan klotaxelns och horisontalplanet. Det gar att rdkna exakt; ni kan anvinda er av
approximationen av liten vinkel 6 om ni 6nskar och da far ni fram samma formel.

Bortse fran gravitationen.
Om | = Imeter, m = 5kg , k = 2kg/s*, w = 1/s och Q = 1/s blir svaret 1/4.

Svar:
Lat I vara origo till fjiderns fistpunkt. I vila #. Vid rotation F = kl(2% — ) ger
kraften i fjadern.

Da klotet har I proporionell till enhetsmatrixen blir H proportionell mot O+a.
Detta leder till forenklingen att Q x (I(w + Q)) = IQ X w.

Eftersom 7 = cosfz + sinfz sa far vi ett vridmoment fran hoger fjader 7 x F. Av
symmetri ger véinstra fjader samma resultat.

Mo = 27 x F = 2kI2F x (2& — 7) = 4ki®sin 6 §

Vi har ocksa M = G x (2mi?)& = 2mi*Qu cos 6 §j, dérigenom far vi



3. En liten massa med m hénger i &ndan av en fjadder med ostrackt ldngd noll som da
stricks vid jamnviktslage till lingd L = mg/k. Den tillats smé svingningar i x och y.
Berdakna egenfrekvenserna for sma svingningar.

Fastpunkten B drivs sedan runt i en cirkelbana med xg = rcos €t och yg = rsin
som satts till 2 = \/% . Massan ddmpas med friktionskraft Fy = —y(¢ 2 + yy9).

Efter en tid har initialvillkoren férsvunnit och massan ror sig regelbundet. Berdkna
max amplituden i x och y led, samt |y(t)/x(t)| for detta specialfall. Obs: inte alla
tillatna variabler forekommer nédvindigtvis © svaren

e Berdkna bada egenfrekvenserna; skriv som en lista [wy, ws]

e Berédkna |%] for Q = \/%

Tips: Egenvdrden forekommer bland listan \/%, V() +(E), \/%, (Tgn—’z)l/‘l. Tank pa

att egenvirdena kan vara degenerade.
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Svar:



Lat vektorn fran massans mitt till fastpunten vara R,& + R,y dar R, = Rcos6 och
R, = Rsinf. Notera att energin ir $kR* — (mgr,) = 1k(2* + (L —y)?) —mg(L —y) =
tk(2? + y* + konstant) dér  och y &r avvikelsen frén stationdra liget och dér linjira
termerna blir garanterat noll p.g.a. jamviktldge. Vi ser darfor att den aterstéllande
kraften motsvarar en effektiv fjaderkkonstant k& i bade x och y -led. Bada egenfrekven-

serna ar darfor 1/%.

Genom insitting av mQ? = k far vi bara kvar den dissipativa delen av diffekvationen
Vi ansiitter z = Re a e och y = Re be™*

1Qa = kr
Qb = —ikr
Sa vi far .
z(t) = Re Z.%e@t = % sin ¢
y(t) = Re %eth = —% cos

varvid vi far .
\M| = | — cot Qt| = | cot Q|

x(t)



4. En tunn sfar med troghetsmoment [ = %M R? roterar friktionsfritt med vinkelhastighet
Qo runt en vertikal axel. En skalkrypare tar sig fran nordpolen till sydpolen genom att
krypa rakt soderut med konstant hastighet och kommer fram efter en tid 7.

Antag att sfaren forblir uppréatt under vandringen. Vilken vinkel A vrider sig sfiaren
runt sin axel under tiden skalkryparen vandrar? Mer specifikt, under l6sningen kommer
ni behova bestdamma en integral,

Ay = QOT/O” f(6) b,

vad blir f(6)?

Tips for svarskontroll, om integralen evalueras blir vinkeln:

2M
2M + 3m

Ay = QT

Svar:



Lat ¢ = % RMM bevarat ger

d
(iM R* + mR? sin® e)d‘f = iMR*Q)q

Detta ger
m . d
(1+ i sin’ H)C;f = Qo
med variabelbyte
m dyp df
1+ —sin?0)— — =
L+ s D5 g =
Vi har 9 = % sa vi far
T 1 1

A = T, /0 do

71+ 2 sin?0

iM oM
Ay = QT [ = QT ————
v == iM+m VoM +3m




5. Tva sma massor ar kopplade med en lina som ligger friktionsfritt over tva sma fésta
stanger enligt figuren. Den vénstra ror sig enbart vertiklalt medan den hogra rora sig
i ett plan. Lat r vara avstandet fran det hogra blocket till massan, och lat 6 vara
avvikelsen fran vertikal av linan. Berdkna Lagrangian och rorelsekvationerna. For att
unikt specificera Lagrangianen bor den vdaljas sa att den dr noll vid vila och jimuikt.

Lat oss anta att massan till vinster ar inledningsvis i vila; berdkna om den accelerar
uppat eller nerat om pendeln till hoger svanger med liten amplitud 6,,,,, och uppskatta
medelvardet av accelerationen av massan till hoger 6ver en period av pendeln.

For att gora detta utveckla cosf som 1 — %92 och utnyttja att medelvardet av att
sin®(wt) och cos? wt dver en period &r 3.

Beridkna

e (3p) Lagrangian .¥
e (2p) Lagrange rorelseekkvationer som loses for 6 och

e (1p) Snitt virdet och riktning av accelleration av vénstra massan 6ver en svingings-
period av den hogra.

9

Svar:



. 1 .
L0,0,r,7) = mi? + §mr292 —mr(1 —cosf)g

For att unikt specificera L sétter vi £(0,0,r,0) =0
Lagrange ekvationerna blir

= %7‘92 — (1 —cosb)g

;
o 4 (mr?f) = —mrsinfg
Den sista ekvationen utvecklas och man loser ut

6 = —(gsin(f) + 270)

Vi utvecklar 1—cos 8 till %02 i uttrycket for #. Genom att ansétta pendelrorelsen i hogra

pendeln till §(t) = 0,4, coswt far vi 6 och 0 och kan man rikna ut accellerationen fran

1 1
P= i(ﬁimg(sin2 wt — 5 cos® wt))

Vilket blir i snitt 1
—6?
8 maxg

positivt, sa att den vinstra massan ror sig uppat. Rimligt, da svangninarna leder till en
centrifugalgraft som marginellt 6kar spanningen i linan. Inget avdrag for minusteckenfel

gors i sista delfraga pg.a pg.a vinster /hoger fel i tesen.



Formelblad
Formelblad

JT1/(a® + sin®(z)) de = 7/(av/1+ a?)

Rqo(0);; = 0; jcos(8) + (1 — cos(0))$2:82; — sin(0) €5 2%
Tr(Rg)(0) =1+ 2cos(6)

S erij (Rg(0)),; = —2sin(0)

Lij = Spmi05(1)? — i)

(Tiot)ij = X (Lem)ij + M (R?0i5 — RiR;)

( MK 7/6 ) va = v +w X T+ VU

(MK 7/6) ay = ap + 0 x ra/g + 20 X U + QX (X 1a/B) + Qre
(MK 7/7,7/7a) 44 = %1 + 0 x A

0= 492 _ 9%

T dt Oq dq
H(p,q) =pg— &
=g

S =—p

Zk; €ijk€mnk = 5i,m5j7n - 57?,715]'77”

(AxB)- (CxD)=(A-C)(B-D)— (A-C)(B-C)

cos (a+b) = cosacosb — sinasinb; sin (a + b) = cosasinb + sina cos b
Siza = Si};b = Sigc ddar A, B och C dr ldngden av sidorna mittemot vinkeln a,b och c.
cosf =1— 262+ 6% + O(65); sinf =0 — £6° + O(6°).

|A x B| = |A||B| sinf,p A-B=|A||B| cosfp.



