Ordinarie tentamen i Mekanik 2 (FFM521)

Tid och plats: Fredagen den 7 juni 2019 klockan 08.30-12.30 Johanneberg.
Examinator: Stellan Ostlund
Jour: Stellan Ostlund, tel. 0767619006, besoker tentamenssalarna c:a kl. 09.30 och 11.30

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inforda storheter forklaras liksom val av
metoder. Losningarna forvantas vara vélstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna
svar ska, om mojligt, analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Varje
uppgift ges max 6 poéng enligt foljande principer:

For 6 poang kréavs en helt korrekt 16sning.

Mindre fel ger 1 eller 2 poédng avdrag.

Allvarliga fel (t ex dimensionsfel eller andra orimliga resultat) ger 4 poéngs avdrag.
Allvarliga principiella fel ger 0 poéng pa uppgiften.

Ofullstéandiga, men for 6vrigt korrekta, l6sningar kan ge max 1 poéng. Detsamma géller
l6sningsforslag vars presentation ar omdjlig att folja.

Betygsgrunder: Varje uppgift ger maximalt 6 podng, vilket innebér totalt maximalt 30
poang pa denna deltentamen. Betygsgranser till 3,4,5 ar 10,17,25.

OBS: I alla uppgifter far svaret ges i termer av de storheter som ges i uppgift-
stexten och figuren, samt tyngdaccelerationen g.



1. En homogen, tunn stav av lingd L startar i vila i horisontellt lage pa en spets O
med avstand x fran stavens masscentrum G enligt figuren. For det avbildade 6gonblic-
ket, bestdm vinkelaccelerationen « . Bestdm &ven zy > 0 for vilket |a| &r maximalt.
Troghetsmomentet av staven runt dess masscentrum &r 1—12mL2.

L

Svar:
(I + ma?)0 = mgx
Genom att sitta Iy = 1—12mL2 erhéalles

—

— 179 .2

EL2 + 1’2

Detta leder till minimiseringsproblemet, efter irrelevanta faktorer faktoriseras bort:

a_ =z _
dr L2+ 1222

Vi far ekvationen

alltsd x = L\/g

fran OpenTA

L? +122° = 2422



2. Personen i bilden haller hjulets latta (dvs masslosa )axel och later det stadigt precesse-
ra. Hjulets axel ar hela tiden i horisontalplanet. Medan hjulet precesserar roterar hon
sin kropp genom att bara rora fotterna sa ldget av den gemensamma tyngdpunkten
forblir konstant. Projecerat i horisontalplanet ar avstandet fran hjulets masscentrum
till det gemensamman masscentrum L. Langden mellan de tva handtagen &r 2D och
vi antar att hjulet 4r symmetriskt monterat pa axeln sa hjulets masscentrum hamnar
ett avstand D fran hinderna. Hjulet har en massa M och tréghetsmoment mR? runt
symmetriaxeln, med halva detta virde runt de andra huvudaxlarna. Med vilken kraft,
i horisontal och vertikalled maste hon halla i handtaget.




Svar:
Vi véljer 2 verikalt, och Z ldngs horisontalaxeln. Vertikalkraften pa axeln maste vara mg
sa hjulet inte faller. Eftersom kraftens angreppspunkt &r D fran hjulets masscentrum,
blir momentet pa axeln mgDy. Eftersom axeln forblir horisontell blir H = Ipz+Q1, 2.
och vi far

m:Qé’XH:QI”pQ

Vi ansétter Ij = mR?. och vi far ddrigenom
M, = mgD = mR*pQ

Vi far déarfor precessionen
D
0=9—
ph?
Eftersom hjulet inte faller ner och axeln férblir horisontell maste personens rotation
folja med precessionen ( se kommentaren nedan ) , och under antagandet att hon
behaller sin stillning forutom att rora fotterna, (alternativt star stilla pa en fritt rote-
rande platta) blir centripetalaccellerationen av hjulets masscentrum —m$Q?L dir L &r
avstandet i horisontalled till den gemensamma masscentrum. Denna kraft maste hon
tillféra genom greppet. Darfor blir

mg?D?*L

_ 27 _
F,=—-—mQ°L=— PRI

och som tidigare noterat har vi ocksa

Fz:mg

Kommentarer om fragan dar valformulerad utan att specificera personens rotation. Om
personen skulle forsoka forcera rorelsen genom att rotera snabbare dn €2 skulle den da
behova get moment i Z for att halla axeln i samma riktning som armen. Axeln skulle
da vridas upp eller ner fran horisontalplanet. Om personen da skulle tvinga tillbaka
axeln till horisontalplanet skulle denne behova tillfora ett kraftpar med moment langs
7. Sadant moment anges ej i formuleringen av uppgiften och kan ej antagas utan en
utforlig forklaring.



3. Man ser att amplituden hos en mycket ldtt ddmpad oscillator avtar med en faktor 1/e
efter ett stort antal n > 1 svingningar. Bestdm kvoten mellan frekvensen av oddmpade
och ddmpade svingningar i termer av n.

Svar:
Vi antar standard oscillator
i+yi+wir=0

Vi far déarfor
—w? +iyw +wg =0

Vilket ger fran PQ satsen:

Vi ser fran detta att

Efter en tid T vet vi att
z = Re(ae™T) = e T2 Re(ae™rT)

och fran uppgiftsformuleringen vet vi att foljande maste halla vid tiden T efter n
svangingar gt rum och amplituden fallit med faktor e:

2mm = wpT
1 = ~T)/2

Vi finner alltsé att
2mn = 2wp /vy

och darigenom

%2 = w?

Vi ersitter for 42 fran ovan:

4n*(wg — wh) = wi

wp 4m2n2
wo V14 4m2n?

Vi far dérigenom

fran OpenTA



4. En pendel av obestamd form har samma svangningsfrekvens w runt tva olika axlar som
ar avstandet [ fran varandra. Vi antar ocksa att masscentrum ligger pa linjen mellan
de tva upphangninspunkterna. Fran vérdet av [ och w bestam g.

Noggrant definiera ytterligare variabler ni kan behéva. Dock beror slutresultatet enbart
pi w och l. En korrekt gissning utan motivation ger inga podng.

Svar:

Vi definierar x och x5 som avstandet fran masscentrum till vardera upphangninspunkt.
Vi definierar Iy som troghetsmomentet runt masscentrum. Enligt Steiners sats far vi
(Io + mz?)f = mgx; sin 6 dvs

o Mgy
W Io + mx?
vilket gors om till
Iy + mx? = ngxi
w

Vi subtraherar formeln f6r x» fran formeln for z; och dividerar med m for att fa
(z1 — x2) (w1 + 29) = 2% — 22 = wi(ajl — Ig)

Da en obestdmd form saknar symmetri, antar vi att pendeln uppfyller z; # x5 sa vi
kan faktorisera bort x; — xy och far (vo + x1) = %. Eftersom x; + 2o = L far vi
darigenom svaret

g=wL

Lite mérkligt och elegant result: svaret dr oberoende detaljer sasom m, Iy eller mass-
centrums verkliga ldge. Bara avstandet mellan upphéngningspunkterna samt w behéver
man veta for att fa véarde for g.



5. En partikel ror sig under inverkan av tyngdkraften pa den rotationssymmetriska ytan
z = kr dar r = v/x? + y? ar avstandet fran z-axeln. Anvind Lagrangeformalism for att
hérleda systemets rorelseekvationer och bevarade storheter.

Svar:
1 . .
L=T-V = im(f2+h2+¢2r2)—mgh
Nu ansétter vi h = kr for att fa
1 .
L=T-V= §m((1 + k37?2 + ¢*r?) — mgrr
Vi ser att hela £ &r proportionell mot m, sa vi kan dividera med m i £. Da far vi
ekvationen for 7:
d (0L oL .
_ v dadl e | 2\ 2
0 o <87'“> o (1+K)F —ro” + gk
Fran ekvationen for ¢ har vi, eftersom £ inte beror pa 6:

Py = const = 20

Vi kan ersatta denna constant i rorelsekvationen for 7:
]592
2\ -+
0= (1+=k )T—F—kg/@

som tillsammans med féregaende utgor rorelseekvationerna i termer av den bevarade
storheten py som &r rorelseméangsmomentet (dividerat med m ) runt z-axelen. Vi har
ocksa energibevaring F;,; =T + V. Inget avdrag om man glomt FEy,,

fran Tenta 2014-08-26



Formelblad

Behdalla detta formelblad for andra delen av tentan

Rqo(0)i; = 0i jcos(8) + (1 — cos(0))$2:82; — sin(0) €5 2%

Tr(Rg)(0) =1+ 2cos(6)

S erij (Rg(6)),; = —2sin(0)C%

Lij = Xrmi(0i(7)? — 7375)

(Ltot)ij = X (Tem)ij + M (R?6;5 — RiR;)

( MK 7/6 ) va = vg +w X T + Uy

(MK 7/6) ax = ap +Q X 1asp + 22 X Ve + Q X (X 74/8) + ayer
(MK 7/7,7/7a) 44 =52 4+ Q x A

0= 402 _ o7

T dt 94 Oq
p="95%
H(p,q) =pi— <&
=g
8l = —p
Dk €ijk€mnk — 5i,m5j,n - 5i,n5j,m

(AxB)-(CxD)=(A-C)(B-D)— (A-C)(B-C)

cos (a+b) = cosacosb — sinasinb; sin (a + b) = cosasinb + sina cos b
Si% = % = Sigc dir A, B och C' dr lingden av sidorna mittemot vinkeln a,b och c.
cosf =1— 162+ .6+ O(65); sinf =0 — :6° + O(6°).

|A x B| = |A||B| sinf45 A-B = |A||B| cosfap.



