Omtenta i Mekanik 2 (FFM521)

Tid och plats: 12 oktober 2018 klockan 08.30-12.30 Johanneberg.
Hjilpmedel: Matte Beta och miniriknare. Examinator: Stellan Ostlund
Jour: Stellan Ostlund, tel. 0767619006, besoker tentamenssalarna c:a kl. 09.30 och 11.30

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inforda storheter forklaras liksom val av
metoder. Losningarna forvantas vara vélstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna
svar ska, om mojligt, analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Varje
uppgift ges max 3 poédng enligt foljande principer:

For 3 poang krévs en helt korrekt 16sning.

Mindre fel ger 1/2 eller 1 poéng avdrag.

Allvarliga fel (t ex dimensionsfel eller andra orimliga resultat) ger 2 poéngs avdrag.
Allvarliga principiella fel ger 0 poéng pa uppgiften.

Ofullstéandiga, men for 6vrigt korrekta, l6sningar kan ge max 1 poéng. Detsamma géller
l6sningsforslag vars presentation dr omdjlig att folja.

Betygsgrunder: Varje uppgift ger maximalt 3 poéng, vilket innebér totalt maximalt 15
poéang pa denna deltentamen. Halva delpoéng kan utdelas. For att bli godkénd krévs minst
fem podng. 13-15 podng ger betyg 5, 9-12 poédng ger betyg 4, och 5-8 podng ger betyg 3.

OBS: I alla uppgifter far svaret ges i termer av de storheter som ges i uppgift-
stexten och figuren, samt tyngdaccelerationen g.

Lycka till!



1. Baserat pa “Klassiker”

Tva platta kugghjul ar sammanlédnkade enligt diagrammet. Kugghjul ‘B’ halls stilla
och ickeroterande, och kugghjul A’ roterar friktionsfritt runt den yttre axeln och ror
sig pa konstant radie. Approximera kugghjulen som platta skivor som har I, = %M R2.

Lat v e vara hastigheten av masscentrum for kugghjul ‘A’ om den fallit fritt fran forsta
ldget till det andra utan att kuggarna nuddar varandra. Lat veonnected Vara hastigheten
av ‘A’s masscentrum om kuggarna ar sammankopplade och ‘A’ ror sig enligt figur.

Berakna veonnected/Vfree vid 6 = .

Svar: Lat ¢ vara rotationen pa kugghjul A. I bada fallen &r ¢ = 40 da v = 0 i det
forsta fallet, och v = 2 i det andra. Vi har i bada fallen

Mgh = $Mv2, + (A MR**6%)

och v, = 2R0. Vi far dirfor )
gh = RE*(2 + %)

Uconnected 9.7:2 o 2 - \/E
Upree  By—g Va1 V3
Mycket vanligt pa tentan var att man fick riatt svar med helt fel resonmang. Manga

skrev helt enkelt 8 = w och KFE. . pnected = %mvfm + %]OwQ och darefter ansitte w =

Vem/R. Da blir slutsvaret ritt. Det felaktiga i resonmanget ar att § = v,,/(2R) och
rotationen pa kugg 'A’ ar (26’) Dessa tva misstag tar ut varandra och leder till korrekt
svar dock med fel resonmang. Delpoéang gavs darfér for korrekt de som fick réatt svar
utan att ha presenterat ett korrekt resonemang.

vilket ger




2. Ett déack ar upphéingt enligt figuren. Décket, som kan approximeras som en cylinder,
har troghetsmoment [, langs symmetriaxeln och 7/, ldngs de andra tva axlarna. Déacket
ar i rotation med vinkelhastighet w ldngs sin egen axel, och ses precessera runt den
vertikala riktningen med konstant precessionshastighet €2 dar 2 < w Vi antar att
hjulet snurrar friktionsfritt runt sin egen axel men att friktion verkar vid kedjans
upphéngningspunkt. Vi observerar att vid det horisontella laget som visas, att vinkeln
0 som bildas mellan axeln och horisontalplanet &ndras lingsamt sa att 6 # 0. Beriikna
dérifran vridmomentet vid upphéngninspunkten i termer av de angivna parametrarna.

Precessionen leder till att kedjan inte hinger helt rakt; den lilla vinkeln kan vi forsum-
mas. Vi antar att dicket snurrar relativt snabbt och att eventuella termer sisom 6, 62
och Q can forsummas.

Svar: Vridmomentet vid upphidngningspunkten ger bidrag My = 7Z. Vi har
H = Iwi+ 1,02+ 1,64
dér kropps- och rumskoordinater sammanfaller i detta 6gonblick. Precessionen &r (€22+
09), och vridmomentet for en symmetrisk snurra blir darfor
M = (Q% +63) x H = Qulyj — Iywb?
Féstets vridmoment ar i 2 led sa vi far alltsa
T = —I(] wé

Vilket Overensstammer med att 6§ okar dvs dacket faller och att 7 verkar i motsatt
riktning som 2. Vi kan ocksa avldsa Qwly = M, = MgL, vilket dock ej efterfragas i
denna uppgift.



3. Tva experiment utfors pa klossarna 1 och 2 i figuren, som var och en har massa M;
och Mj. Det forsta experiment &ér att kloss ‘1’ till hoger sitter fast i underlaget och
resonansfrekensen wy av kloss 2 uppméts. Man monterar sedan en stotdampare med
démpningskonstant ¢ mellan klossarna och driver kloss 1 fram och tillbaka vid denna
frekvens sa att z1(t) = a coswyt. Under forutsittning att klossarna ror sig friktionsfritt
pa underlaget, och att man véntar till bygynnelsevillkoren dampas bort, ar uppgiften
att berdkna det totala arbetet som stotdamparna utfor under en cykel. Forenkla svaret
genom att ersitta wy med dess véirde i termer av lampliga angivna parametrar.

Ni kan behova integralen

2m 27

w w 12
/ sin? wt dt = / cos?wt dt = il
0 0 2

w

Om berédkningen av arbetet verkar ooverkomlig, kan totalt ett poang tilldelas pa upp-
giften genom enbart ett helt korrekt uttryck for zo(t).

Pox DX, =acos( w)
—> : M

— «——F



Svar:
MQI“Q = C(Lfl — 1’2) + ]{Z(.Tl - LCQ)

Vi arrangerar om och ansitter xo = be™° och x; = ae™?
—Mzwgb + 1cbwy + kb = ciawy + ka

Nu har vi resonansvillkoret att Myw2 = k si vi finner

k
b=(1+—
(1+ icwo)a

Arbetet ges av kraften ganger stotdamparens utstriackning, sa arbetet per tidsenhet,
dvs effekt blir

W = (2 — 25)*
Vi ser att
T, — T = Re (,iaeiwot)
1cwy
och att
1 — 42 = Re (%aewot)
sa att

L a
Iy — 9 = cos (wot) —
c

Arbetet som utfors av stotddmpare per tidsenhet blir alltsa

k? k?
W = a® cos® (wot)— = a’ cos? (wot) —
c c
som i snitt under en hel cykel blir
a’k?
W) =
W)=,

och under en hel cykel

5 1
m a’k?*  ma’k:M}
AE —_ — p—t g

wy ¢ c

Ett alternativ som ger 1p var ridkna enbart x9(t) som &r en standardridkning av denna
typ. Svaret enligt ovan blir

k.. k
_ wwot _ :
zo(t) = Rea(l + _icwo)e a(cos (wot) + v (wot))



4. En oregelbunden massa ar upphéngd pa och roterar fritt runt genom en axel som defini-
erar 2 led. Denna axel &r monterad pa en skiva som roterar med konstant vinkelhastiget
) runt en axel mot gravitationens riktning som ocksa definierar Z . Masscentrum &r ett
avstand L fran axeln och vinkeln mellan Z och vektorn 2 som ir vektorn fran kroppens
mass centrum till axeln, ar #. Vi antar att kroppens huvudaxlar ar riktade lings z, y
och 2 och runt dessa dr troghetsmomenten I; = kymL?, Iy = kemL? och I3 = ksmL?
runt masscentrum.

Berikna en ekvation for 6.

En helt korrekt losning for specialfallet ddr massan ersdtts av en punktmassa ger 1p pa
uppgiften.




Svar: En liknande uppgift, ddar dock massan roterar runt sitt masscentrum har fore-
kommit pa en tidigare tenta. Med gravitation har vi

H = mL?[(k; + 1)8, — (kg + 1)Qsin 6, k3 Q cos 6]

H
M = 68_t+ [0, —Qsind, Qcosb] x H

Vi behover bara M, vilket maste bli —mgL sin 6 sa vi far

—mgLsinf = mL? ((/ﬁ +1)0 + (ky + ks + 1)Q%sin 6 cos 9)

Om vi férenklar uppgiften och ansétter en punktmassa blir x; = 0 och vi far
—mgLsin (0) = mL?(6 + Q*sin 0 cos 0)

vilket sedan blir )
0 =sinf(—g+ Q*Lcosh)/L

Man ser att till det aterstdllande momentet fran gravitationen tillkommer ett motsatt
bidrag fran centrifugalkraften. Denna enklare ekvation kan i princip hérledas utan att
man behéver anvinda troghetsmoment utan bara anvander F' = ma dar man inkluderar
fiktiva krafter i F'. Enbart denna utrdkning ger 1p.



5. En cylinder med massa M och radie R rullar utan att glida pa en horisontell yta.
Cylindern har tréghetsmomentet Iy = MR?. Inuti cylindern glider friktionsfritt en
liten kloss med massa m markerat med P i diagrammet. Systemet borjar i vila med
vinkeln ¢ = 7 da klossen slédpps. Berdkna hur langt cylinderns centrum har forflyttats
nar klossen passerar 6 = 0. Valfri metod dr tillaten att anvinda, men enklast blir nog
med hjalp av Lagrangian.




Svar: Lat x vara ldget av cylinders mass centrum relativt startlige. Vi noterar Lag-

rangian
L= 5 2M (%) + g™ <:1'72 + 220R cos(6) + R292> + mRcos 0

dér faktorn 2 framfor M kommer fran summan av rotation och translation. ( $/w? +
tMv* I = MR?.) Vi noterar att Lagrangian inte innehaller variabeln z sjilv. Vi far
darfor

oL

— = konstant
0%

och utvecklar detta till .
(2M 4+ m)i + mOR cos(f) =0

Vi kan skriva om detta som

dx do
oM +m) 2L — i
(2M +m) o mR cos(6) 7

Genom att multiplicera med dt far vi
(2M + m) dx = —Rm cos(0) df
Vi integerar fran # = 7/2 till 0 och = fran 0 till X och far
(2M +m)x = mR

och darigenom
m

=—R
2M +m



Formelblad

Behdalla detta formelblad for andra delen av tentan

Rqo(0)i; = 0i jcos(8) + (1 — cos(0))$2:82; — sin(0) €5 2%

Tr(Rg)(0) =1+ 2cos(6)

S erij (Rg(6)),; = —2sin(0)C%

Lij = 32 mi{ 0 (7)? — 777)

(Itot)ij = 22 (Lem)ij + M (R?0i5 — R;R;)

( MK 7/6 ) va = vp +w X T + Uy

(MK 7/6) ax = ap +Q X 1asp + 22 X Ve + Q X (X 74/8) + ayer
(MK 7/7,7/7a) 44 =82 4+ Q x A

A Y

T dt 94 Oq
p="5%
H(p,q) =pj— %
=g
8l = —p
> ok EijkEmnk = 0im0jn — 0inljm

(AxB)-(CxD)=(A-C)(B-D)— (A-C)(B-C)

cos (a +b) = cosacosb — sinasinb; sin (a + b) = cosasinb + sina cos b
Si% = % = Sl—gc ddir A, B och C dr ldngden av sidorna mittemot vinkeln a,b och c.
cosf =1— 162+ 6%+ O(65); sinf =0 — :6° + O(6°).

|A x B| = |A||B| sinf45 A-B =|A||B| cosfp.



