Ordinarie tentamen i Mekanik 2 (FFM521)

Tid och plats: Fredagen den 1 juni 2018 klockan 08.30-12.30 Johanneberg.
Hjilpmedel: Matte Beta och miniriknare. Examinator: Stellan Ostlund
Jour: Stellan Ostlund, tel. 0767619006, besoker tentamenssalarna c:a kl. 09.30 och 11.30

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inforda storheter forklaras liksom val av
metoder. Losningarna forvantas vara vélstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna
svar ska, om mojligt, analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Varje
uppgift ges max 3 poédng enligt foljande principer:

For 3 poang krévs en helt korrekt 16sning.

Mindre fel ger 1/2 eller 1 poéng avdrag.

Allvarliga fel (t ex dimensionsfel eller andra orimliga resultat) ger 2 poéngs avdrag.
Allvarliga principiella fel ger 0 poéng pa uppgiften.

Ofullstéandiga, men for 6vrigt korrekta, l6sningar kan ge max 1 poéng. Detsamma géller
l6sningsforslag vars presentation dr omdjlig att folja.

Betygsgrunder: Varje uppgift ger maximalt 3 poéng, vilket innebér totalt maximalt 15
poéang pa denna deltentamen. Halva delpoéng kan utdelas. For att bli godkénd krévs minst
fem podng. 13-15 podng ger betyg 5, 9-12 poédng ger betyg 4, och 5-8 podng ger betyg 3.

OBS: I alla uppgifter far svaret ges i termer av de storheter som ges i uppgift-
stexten och figuren, samt tyngdaccelerationen g.



1. Baserat pa “Klassiker” Ett bowlingklot med radie r slapps ividg med hastighet vy utan
rotation. Initialt glider den mot banan, och friktionen gor sa att den till slut rullar
utan att glida. Ett klot har troghetsmoment 2ms-?.

(a) Berdkna sluthastigheten av klotet. (Ni behover inte rédkna ut s.)

o.M




2. Anordningen, som bestar av hjulen, axeln och de tva kulorna, rullar i riktningen g utan
att glida. Kulorna som har massa m och férsumbar radie d&r monterade pa masslosa
stanger pa ett radius d fran axelns mittpunkt. Axeln som kopplar de tva hjulen har en
langd 3a och axelns riktning definierar . Hjulen har en massa M, radie R. Stingerna
ar monterade med jidmna mellanrum mellan varandra och vardera hjul. Rikningen 2
pekar rakt upp.

(a) Berédkna krafterna under héger hjul som en funktion av 6, vinkeln mellan sténg-
erna och vertikalaxeln om den rullar med konstant hastighet v i g riktningen.
Beteckna n som normalkraften i riktning up, och f som kraften i riktning +g.

Troghetsmomentet av en massiv cylinder med massa M och radius R ldngs symmetri-
axeln ar %M R?.




3. En fjader med fjadderkonstant k£ &r kopplad till en massa m i ena dndan och till en
stotddmpare med dampningskonstant ¢ i den andra. Andra &ndan av stotdamparen &r
kopplad till en punkt =z som ror sig fram och tillbaka med amplitud b : x5 = b cos(Qt).
Efter en tid ror sig massan m fram och tillbaka med en amplitud a. Massan glider
friktionsfritt pa underlaget.

(a) Berdkna |a/b|.



4. En plan och tunn skiva ligger i  — y planet och har ett troghetsmoment I, = I =
mD? runt masscentrum, dir D har enheten lingd och kallas tréghetsradie (“radius of
gyration”). Skivans densitet &r konstant, p. Skivan roterar runt en (fixerad) axel i z -
led som &r ett avstand L fran masscentrum. Luftens viskositet ger friktion som, pa ett
litet ytelement dA vid ldget 7, ar proportionell mot arean och ytans hastighet genom
luften. dF = —\i(7) dA. Luftens densitet i forhallande till skivans kan forsummas.

(a) Bestdam diffrentialekvation for 6.




5. Tva homogena cylindrar “A” och “B” har massa m och radie r och rullar utan att
glida pa en horisontell yta. Cylindrarna dr parallela och kopplade med tva fjadrar
enligt figuren, som har fjiderkonstant k. Vid tid ¢ = 0 har fjaddrarna sina naturliga
langder, cylinder B ér i vila och A rullar mot B med hastighet vy. Cylindern har
troghetsmomentet 2mr? runt symmetriaxeln.

(a) Med valfri metod, rikna fram hastigheterna fér A och B som en funktion av tid.

Lycka till!



Formelblad

Behdalla detta formelblad for andra delen av tentan

Rqo(0)i; = 0i jcos(8) + (1 — cos(0))$2:82; — sin(0) €5 2%

Tr(Rg)(0) =1+ 2cos(6)

S erij (Rg(6)),; = —2sin(0)C%

Lij = Xrmi(0i(7)? — 7375)

(Ltot)ij = X (Tem)ij + M (R?6;5 — RiR;)

( MK 7/6 ) va = vg +w X T + Uy

(MK 7/6) ax = ap +Q X 1asp + 22 X Ve + Q X (X 74/8) + ayer
(MK 7/7,7/7a) 44 =52 4+ Q x A

0= 402 _ o7

T dt 94 Oq
p="95%
H(p,q) =pi— <&
=g
8l = —p
Dk €ijk€mnk — 5i,m5j,n - 5i,n5j,m

(AxB)-(CxD)=(A-C)(B-D)— (A-C)(B-C)

cos (a+b) = cosacosb — sinasinb; sin (a + b) = cosasinb + sina cos b
Si% = % = Sigc dir A, B och C' dr lingden av sidorna mittemot vinkeln a,b och c.
cosf =1— 162+ .6+ O(65); sinf =0 — :6° + O(6°).

|A x B| = |A||B| sinf45 A-B = |A||B| cosfap.



Losningsforslat ordinarie tentamen i Mekanik 2 (FFM521) 2018-06-01

1. Baserat pa “Klassiker” Ett bowlingklot med radie r slapps ivdg med hastighet vy utan
rotation. Initialt glider den mot banan, och friktionen gor sa att den till slut rullar
utan att glida. Ett klot har troghetsmoment 2ms-2.

(a) Berdkna sluthastigheten av klotet. (Ni behover inte rédkna ut s.)

o—. 040

Svar: Vi véljer som origo O en punkt pa golvet, t.ex. dir klotet forst gor kontakt pa
banan. Vi vet att da friktionskraften verkar pa en linje genom O, att troghetsmomen-
tetet runt denna punkt ar bevarad. Inledningsvis har vi H; = muvgr och slutligen nér
klotetSrullar, Hy = muvgr + Iwy = mogr + 2mr?=L Vi finner darfor vy = (14 2)vy dvs
Vf = 7Vo.




2. Anordningen, som bestar av hjulen, axeln och de tva kulorna, rullar i riktningen g utan
att glida. ...

Kulorna som har massa m och férsumbar radie &r monterade pa masslosa stanger pa ett
radius d fran axelns mittpunkt. Axeln som kopplar de tva hjulen har en lingd 3a och
axelns riktning definierar . Hjulen har en massa M, radie R. Stdngerna &r monterade
med jdmna mellanrum mellan varandra och vardera hjul. Rikningen 2 pekar rakt upp.

Svar: Vi anvénder oss av H = [w vilket i detta fall innebér H = —[I,;, Iy, L,]w da
w ér riktad i minus x-led. Vidare har vi M = H s& vi ser att M = [0, —fyx, —fzx] w.
Léget av de tva massorna relativt masscentrum &r 7, = [, —dcoswt, —dsinwt]| och
r9 = —r;. Darmed far vi

I,=—m Z(n)x(ri)y =mad sinwt

och
L,=—-m Z(Ti)x(ri)y =mad coswt

Vridmomentet runt origo blir dérfor, efter vi tar derivata ovan
M = madw?* (—cosf j +sinf 2)

Om hjulet star still blir normalkraften jamt fordelat. Nar den rullar blir det en tids-
beroende differens fy + nZ pa héger hjul. Eftersom masscentrum inte accelererar och
gravitationskraften inte ger upphov till ett vridmomen, vet vi att motsvarande differens
pa vanster maste bli —fy —nZ. Vi har hér ignorerat den vertiklala konstanta bidraget
i fran gravitationen. Vi far dérfor ett vridmoment M = 2 (3a& — r2) x (f§ + nZ) dir
faktor tva kommer fran de tva hjulen. Vi far darfor

M =3afz — 3any

Genom att jamfora de tva uttrycken for M och anvénder oss av w = v/r

1
n = —mduv® cosf
3r2

och .
f= ﬁmdlﬂ sin ¢

Den totala normalkraften blir (M + m)g + n.



3. En fjader med fjadderkonstant k£ &r kopplad till en massa m i ena dndan och till en
stotddmpare med dampningskonstant ¢ i den andra. Andra &ndan av stotddmparen &r
kopplad till en punkt zz som ror sig fram och tillbaka med amplitud b : x5 = b cos(Qt).
Efter en tid ror sig massan m fram och tillbaka med en amplitud a. Massan glider
friktionsfritt pa underlaget.

(a) Berdkna |a/b|.

Svar:

Beteckna laget for klossen “x” och laget for den masslosa kolven i stétddmparen x¢ .
Vi har nu de kopplade ekvationerna m# = k(z¢ — x) och k(z — z¢) = ¢(i¢c — @p) Lat
oss nu ansitta r = ae™, rc = ace™ och xp = be™. Genom att ersitta dessa far vi
ekvationerna far vi —mw?a = k(ac — a) och k(a — ac¢) = icw(ac — b) och far dirmed

fran den andra ac = %ﬁi‘gb

I den forsta ersétter vi for ac.

k2 icwk
k — 2_ =
al e k + qwce icw + k
S& vi far
cwk
a= — PRV 5 3 b
(ch + )( — mw” — k+iwc>
vilket vi kan forenkla till .
c

b ck — mcw? + imwk

Vi tar magnituden och erhaller

u -
b \/(ck — mcw?)? + (mwk)?

vilket kan forenklas till

k
V (k= mw?)? + (mwk/c)?

a
21=

Det ar vart att notera att i det “vanliga” fallet om stotddmparen verkar direkt pa
massan och fjaddern hogra dnda fors fram och tillbaka med amplitud b utan att va-
ra kopplad genom stotdamparen, ersitts da mwk/c av enbart we. Sa den “effektiva”
dampningsfaktorn i det seriekopplade blir kombinationen mk/c istéllet for c.



4. En plan och tunn skiva ligger i  — y planet och har ett troghetsmoment I,, = I =
mD? runt masscentrum, dir D har enheten lingd och kallas tréghetsradie (“radius of
gyration”). Skivans densitet &r konstant, p. Skivan roterar runt en (fixerad) axel i z -
led som &r ett avstand L fran masscentrum. Luftens viskositet ger friktion som, pa ett
litet ytelement dA vid laget 7, ar proportionell mot arean och ytans hastighet genom
luften. dF = —A#(7) dA. Luftens densitet i forhallande till skivans kan forsummas.

(a) Bestim diffrentialekvation for 6.

Svar:

Notera
Iy = I, + mD?* = m(D* + L?)

]Oz/pr2dA:p/ r? dA
A A

Vridmomentet fran luften ges av

Vi vet ocksé att

Myise = —/ d*r\ 7 x UG’)

A

Eftersom skivan roterar runt origo har vi #(r) = 02 x 7 sa vi far
Moo = —Aé/ dA T x (2 X F)

A

vilket blir samma formel som for tréghetsmomentent med A och p utbytt. Vi far alltsa
Myise = —N0 / dAr? = —0\o/p
A

Detta kan man dven se direkt fran att v dr vinkelrdtt mot 7 vilket ger i detta fall
dMyise = r|dF| = —Ar(fr)dA fran polara koordinat.

Fran gravitationskraften har vi M = —mgL sin 6 sa totalt far vi
Io0 + Io\8/ p + mgLsin(6) = 0
vilket vi kan férenkla till

. L
)\9+g—sin920

6+ 2
+p D?+ [?



5. Tva homogena cylindrar “A” och “B” ... ...

Enklast blir att anvinda Lagrangian. Eftersom 6; = ””7 for var och en av cylindrarna
far vi

1 . . 17 . . 1

vilket, ndr man anvinder [ = %mrz forenklas till

3 . . 1
L= Zm(x% + 43) + —2 3 (21 — 29)?

Vi kan dérmed stélla upp matriserna

1 1
E = §$ZMULU] — —ZCiVijﬂfj

2
3Smo 0
— |2
M= g
and " "
2 —2
V= {—2/@ 2k }

Vi introducerar z; = a,e”** och far ekvationen

Smw? + 2k —2k aq
—2k %3777/ + 2k as

Fran detta ser vi att [ag, as] = [1, 1] l6ser ekvationerna fér w = 0 och [a;, as] = [1, —1]

8k Vi far dérfor den allméina losningen

loser ekvationerna for w = T

Bj = m (A+ Bt) + {_11] (C cos(wt) + D sin(wt))

Om vi begér att bada &r i vila vid ¢ = 0 far vi A =0 och C' = 0.

= [ e [ ] ey
Bj - H a {—11] D cos(wt)

Om vi ska uppfylla randvillkoret ser vi att B + Dw = vy och B — Dw = 0, sa vi far
B = Dw = uvy/2

D4 far vi alltsa

och efter en derivata:

déirwzw/;—k
m



