Tentamen i Mekanik 2 for F, FFM521 (och FFM520)

Torsdagen 25 augusti 2016, 8.30-12.30

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Martin Cederwall, tel. 031-7723181 el. 0733-500886, besoker tentamenssalarna c:a kl. 9.30 och
11.30.

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, Chalmersgodkénd kalkylator.
Samma uppgifter och regler géller fér FFM520 och FFM521.

Tentamen bestéar av en obligatorisk del (uppg. 1-4) och en dverbetygsdel (uppg. 5 och 6). Varje uppgift
ger maximalt 10 poéang. For godkant (betyg 3) kravs 16 poang pa den obligatoriska delen. Om betyg 3
uppnatts rattas aven dverbetygsdelen. Granser for betyg 4 och 5 &r 36 resp. 48 poang.

Alla svar skall motiveras, inférda storheter férklaras liksom val av metoder. Lésningarna férvantas vara
vélstrukturerade och begripligt presenterade. Erhalina svar skall i férekommande fall analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Aven skisserade I6sningar kan ge delpoéng. Skriv och rita tydligt!

Lycka till!

Obligatorisk del

. Tva likadana homogena kuber, vardera med sidan a och massan m, ar fast sammanfogade enligt figuren.
Bada kuberna har alltsa kanterna parallella med koordinataxlarna i det inritade systemet, och de berér
varandra i ett horn. Bestam huvudtroghetsaxlar och huvudtroghetsmoment for den resulterande stela
kroppen.




. Tva punktmassor my och mo kan glida utan friktion pa ett horisontellt plan. De &ar férbundna med en
fjader som ger vardera massan en kraft Fy, = k(¢ — £p) riktad langs linjen mellan de tva massorna. Har
ar ¢ avstandet mellan dem, och {y fjaderns naturliga ldngd. Referensriktningen for kraften pa vardera
massan ar i riktning mot den andra massan. Dessutom finns det dissipativa forluster i systemet, som
modelleras med en kraft Fj, = bf pa vardera massan (med samma referensriktning). Betrakta en situation
dér massorna ror sig linjart (och alltsa inte roterar runt varandra). Vilken relation skall rada mellan de
ingaende parametrarna for att systemets svangningar skall vara kritiskt dampade?

. En rymdstation roterar for att alstra artificiell gravition, av samma styrka som pa jorden. Manniskorna
i stationen befinner sig pa avstandet R fran rotationsaxeln. Rotationen gor att det ocksa uppkommer
Corioliskrafter ndr man ror sig. Om man t.ex. kraver att Corioliskraften aldrig skall overstiga 10% av
“tyngdkraften” vid relativa hastigheter om hogst 5 m/s, vad innebér det for villkor pa R?

. En leksakssnurra ar konstruerad pa foljande sétt: En tunn homogen cirkelskiva med radien r och massan
m &r monterad pa en ldtt rak pinne med lingden 2R, sa att pinnens mittpunkt sammanfaller med skivans
mittpunkt och pinnen ar vinkelrét mot skivan. Snurran startas sa att den utfor reguljér precessionsrorelse
under inverkan av tyngdkraften, med den konstanta vinkeln # mellan pinnen och vertikalen. Pinnens ena
andpunkt &r i kontakt med underlaget och ror sig inte. Harled ett samband mellan snurrans spinn- och
precessionshastigheter.

éverbetygsdel

. En partikel med massan m &r rorlig (utan friktion) pa en kurva i rummet med parameterframstéllningen
7 = 7(s). Den paverkas av en konservativ kraft med potentialen V(7). Med parametern s som generalis-
erad koordinat, hérled Lagranges ekvationer for partikelns rorelse. Verifiera att man far det férvéantade
resultatet da s ar baglangden.

. Visa att energin i ett konservativt system med N generaliserade koordinater ¢* och rérelsemingder p;,
definierad som N
E=) qpi—L
i=1

ar bevarad om Lagranges ekvationer ar uppfyllda.



Lésningsforslag till tentamen i Mekanik 2 fér F, FFM521
Torsdagen 25 augusti 2016
Examinator: Martin Cederwall

Lésningsforslagen innehaller inte alltid den dimensionsanalys, som i férekommande fall kravs fér full
podng, och ofta inte heller figurer som bér ritas. De skall inte betraktas som modellésningar utan som
en ledning om méjliga metoder.

. Borja med att berdkna en kubs troghetsmatris m.a.p. dess masscentrum, och med koordinataxlar paral-
lella med de givna koordinataxlarna. Den blir

- 1
I(cube) — gma2 1

De tre huvudtroghetsmomenten &r lika, och kubens troghetsmatris m.a.p. masscentrum ar densamma
i alla koordinatsystem. Effektivt, ur troghetssynpunkt, &r kuben en sfar. Det betyder att den sam-
mansatta kroppen effektivt har en rotationssymmetri runt linjen genom de tva kubernas mittpunkter,
som befinner sig pa (Z,9,2) = £5(1,1,1). Riktningen ¢ = %(1,17 1) &r en huvudtroghetsaxel, och
likasa ar godtyckliga axlar genom origo som ar vinkelrdta mot den. Kubernas masscentra befinner sig pa
(£,7,¢) = :I:“T‘/E(OJ), 1). Tréghetsmomentet m.a.p. (-axeln &r I, = %maQ. For ovriga axlar ger Steiners

sats att )
a\/§> o,

B) = ——ma .

1
Ie=1,=2 ma2+m< 5

6

. Enligt uppgiften styrs systemet av ekvationerna (index 1 och 2 betecknar de tva partiklarna, £ = x9—1x1)

midy = k(xe —x1 — o) + b(d2 — 21),

moie = —k(xg —x1 — lo) — b(do — &1) .

Naturligtvis géller m, &1 +maoZs = 0, vilket uttrycker rorelseméangdskonservering. Vi ar bara intresserade
av svingningarna, och kan lata masscentrum ligga stilla i origo, dvs. mix; + moxo = 0. Eliminering av
den ena korrdinaten ger
. . k kl
To+ =Ty + —Tg = —,
12 H ma

dér p ér den reducerade massan, + = -

, + -1 Kritisk démning rader da den karaktéristiska ekvationen,
123 miy ma

b,k
N4 =A+==0,
B

har en dubbelrot, dvs. da b? — 4uk = 0.

. For att centrifugalkraften skall ge “gravitationsaccelerationen” g kravs en rotationshastighet w sadan
att Rw? = g. Coriolisaccelerationen vid rérelse med den relativa farten v ér till beloppet som storst 2ww.
Om man kréaver att den skall vara hogst ag fas alltsa relationen 211\/% < ag, dvs.

42
R>—.
asg



Inséttning av de numeriska vardena ger

4. Snurrans troghetsmatris i ett system dar (-axeln ligger langs snurrans axel ar
VS S 2 1 o 2 1 9
Ip = dlag(zmr + mR°, mr + mR*, Smr ).

Rotationsvektorn ar & = 2 sin 05 + (v + Qcos 9)6 , dér € &r precession och v spinn. Darfor ar

- 1 | .
Lo =1p& = (ZmTQ + mR?)Qsin 6 + 5mr2(y + Qcosb)(.

Det enda tidsberoendet ligger i basvektorerna, som tidsutvecklas enligt
£= Oxé= Q cos 01,

(=0x(=—-Qsinbi.

Inséttning av detta i Eo och anvindande av EO = Mo = —mgR sin 07) leder till relationen
R? 1 29R
V+2<72—4>Qcosezm.

(En liten kontroll fis genom att observera att den andra termen, som kommer fran tidsberoendet av
den del av L som hérroér fran precessionen, forsvinner precis da g = %, dvs. da troghetsmatrisen ar
imr?diag(1,1,1).)

5. Partikeln har en hastighet o = 7 = Z—i 5. Lagrangefunktionen blir

1 a7, .
L= Il 5 V(7(s)) .
Lagranges ekvationer siger da
_ddL_dL
Cdtds  ds
d 7|’ 1 d|df|” ., d
_4d L I T e L = B o
dt <m ds s) 2"as |as| ¢ Tt )
dr dr d*F dr
=m|—| 3 — =5+ VV.—.
s Serds ds2’ + ds
Om man viljer s som baglangden &r |3—§ | =1 och g—j : %f = 0. Rorelseekvationen forenklas till
dr
§=-VV.—.
mé§ I

Accelerationen i kurvans tangentriktning &r lika med kraftens komponent i denna riktning.

6. Se kompendiet.



