Tentamen i Mekanik 2 for F, FFM521 (och FFM520)

Fredagen 3 juni 2016, 8.30-12.30

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Emil Ryberg, tel. 0730-946240, bestker tentamenssalarna c:a kl. 9.30 och 11.30.

Tillatna hjélpmedel: Physics Handbook, Beta, Chalmersgodkand kalkylator.
Samma uppgifter och regler géller fér FFM520 och FFM521.

Tentamen bestar av en obligatorisk del (uppg. 1-4) och en dverbetygsdel (uppg. 5 och 6). Varje uppgift
ger maximalt 10 poéang. For godkant (betyg 3) kravs 16 poang pa den obligatoriska delen. Om betyg 3
uppnatts rattas aven éverbetygsdelen. Granser fér betyg 4 och 5 &r 36 resp. 48 poang.

Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Lésningarna férvantas vara
vélstrukturerade och begripligt presenterade. Erhalina svar skall i férekommande fall analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Aven skisserade I6sningar kan ge delpodng. Skriv och rita tydligt!

Lycka till!

Obligatorisk del

. En stel kropp bestar av sex punktmassor, vardera med massan m, beldgna i punkterna +(2q,0,0),
+(0,a,0) och +(a,0,—+/3a) (angivna i ett ortogonalt kroppsfixt system). Massorna halls samman av
pinnar med férsumbar massa. Bestdm kroppens huvudtréghetsaxlar och huvudtroghetsmoment.

. En homogen stav med langden ¢ ror sig under inverkan av gravitationen. Stavens dndar glider friktions-
fritt pa en vertikalt stélld cirkel med radien R sa att rorelsen blir en rotation runt cirkelns mittpunkt.
Skriv upp en rorelseekvation for staven, och 16s den for sma svangningar kring det stabila jamviktsléget.
Fér vilket varde pa den dimensionslésa parametern o = % (0 < a <1) blir vinkelfrekvensen storst?



3. Ett hjul i form av en tunn cirkelskiva &r fistat i sitt nav pa en vertikal stang som roterar med vinkel-
hastigheten Q2. Hjulets symmetriaxel bildar en konstant vinkel § med vertikalen. Hur fort, och at vilket
hall; skall hjulet i sin tur spinna runt sin symmetriaxel for att det inte skall uppsta nagot moment i
fastpunkten mellan stang och nav?

Q

2{ hjulet, sett
fran sidan

4. En massa ar upphéngd i en (ideal) fjader i ett tak, och ror sig endast vertikalt. Den paverkas, férutom
av tyngdkraften och fjaderkraften, av en oscillerande kraft F' = Fycoswt. Om massan initialt ar i
vila i jamviktslaget (dvs. det jamviktsldge den skulle ha haft i franvaro av F') och w sammanfaller med
systemets resonansfrekvens wg, bestdm massans ldge som funktion av tiden. Visa ocksa hur denna l6sning
kan forstas i termer av interferens da w ligger néra resonansfrekvensen.

C)verbetygsdel

5. Ett sfar med radien R roterar med konstant vinkelhastighet €2 runt en fix axel. Ett tangentplan till sfiren
ar 1 kontakt med den i en punkt vars ortvektor bildar den konstanta vinkeln § med rotationsaxeln. Denna
punkt, och darmed tangentplanet, foljer med sfaren i dess rotation. Anvand Lagranges formalism for
att hérleda rorelseekvationer for en partikel som kan rora sig i tangentplanet. Kontrollera sérskilt att
Corioliskraften blir riktig.



6. En mycket smal glasstav ar friktionsfritt fastad i en punkt pa ett bord, och kan rotera kring denna
punkt. Staven har langden ¢ och massan per langdenhet g, och kan betraktas som en stel kropp. Den ar
dock skor, och gar av da den utsatts for ett for stort vridande moment m. Antag att staven slédpps fran
vila néra sitt uppréttstaende lage (det labila jaimviktsldget). Bestam det storsta vridande moment som
uppstar i staven under fallet fran 6 ~ 0 till 6 = 7, och ange for vilket virde pa ¢ och var pa staven det
uppstar.

Kommentar: Under rérelsen kommer det, forutom moment m(x), att uppsta tryckkraft n(x) och skjuv-
kraft t(x); samtliga beror av positionen x ldngs staven (se figuren). Man kan dock ganska enkelt argu-
mentera for att det dr momentet som dr kritiskt for hurvvida staven gar av — det maste komma fran en
kraftfordelning éver tvdrsnittsytan ddr kraften per areaenhet dr mycket stérre dan dem som harrér fran
tryck- och skjuvkrafterna. Detta ligger dock utanfor uppgiftens ram.
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Lésningsforslag till tentamen i Mekanik 2 fér F, FFM521
Torsdagen 3 juni 2016
Examinator: Martin Cederwall

Lésningsforslagen innehaller inte alltid den dimensionsanalys, som i férekommande fall kravs fér full
podng, och ofta inte heller figurer som bér ritas. De skall inte betraktas som modellésningar utan som
en ledning om méjliga metoder.

1. For enkelhets skull kan vi betrakta punktmassor med massan 1 i punkterna +(2,0,0), =(0,1,0) och
+(1,0,—+/3), och till slut multiplicera resultatet med ma?. Alla massorna ligger antingen pa y-axeln
eller i xz-planet. Det enda mojligt nollskilda deviationsmomentet ar I,.,. y-axeln ar redan en hu-
vudtroghetsaxel. Om vi tittar pa de fyra massorna som ligger i xz-planet ser det ut sahar:

3

z\ o

Punkterna bildar en rektangel. Symmetrin gor att man kan ldasa av huvudtroghetsaxlarna, det ar &- och
C-axlarna i figuren (roterade % fran de ursprungliga). Alla fyra massorna ligger pa avstandet V3 fran
&-axeln, 1 fran (-axeln, och 2 fran y-axeln. De tva resterande massorna pa y-axeln har forstas avstandet
1 till bade &- och (-axlarna. I {y(-systemet ar troghetsmatrisen diagonal, med elementen Iz = 14,
I, =16, Ic = 6.

Y

Alternativt skriver man upp tréghetsmatrisen i det givna systemet och diagonalierar med standardmetod.

2. Troghetsmomentet m.a.p. cirkelns mittpunkt ar, m.h.a. Steiners sats,

1, . 2\ , 12
IO—IQmZ +m<R 1 =m| R g )



Tyngdkraften ger ett aterforande vridmoment mgy/ R? — 2

7 sin @, dér 0 &r vinkeln fran det stabila (nedre)

jamviktslaget. Rorelseekvationen blir alltsa

2\ . 02
m<R2— 6>9=—mg RQ—Zsinﬁ.

For sma svangningar &r sinf ~ 6, och man kan liasa av vinkelfrekvensen,

_ _9
v R2-£ R1- 2a2
Detta maximeras da o? = % RT“Q tar virdet 1 da a = 0, dkar till maxvardet 2%/5 ~ 1.06 och gar mot 0

da o — 1.

. Rorelsen ar en reguljar precessionsrorelse, och eftersom man vill anpassa precession och spinn till varan-
dra sa att inget moment behovs, maste rorelsemangdsmomentet vara konstant, dvs. riktat vertikalt. I
ett system £n¢, dir (-axeln dr symmetriaxeln, &r tréghetsmatrisen ma? diag(%, i, %) Rotationsvektorn
kan skrivas

& = v +Q(Ccosh — Esind),

dar é pekar uppat ldngs symmetriaxeln i figuren, och é nedat at vanster langs skivan. Rorelseméangds-
momentet blir da

- 1 A ~
L= Zma2 [—59 sin @ + 2¢(v + Q cos 9)] .
Om det skall peka langs vertikalen ar kvoten av (- och £-komponenterna — cot 8, dvs.

2(v + Qcos )

cot § = Qsind

Resultatet ar att v = —%Q cos 0.

. Tyngdkraften ar ovésentlig; den forskjuter bara jamviktslédget. Rorelseekvationen for massan blir
&+ wir = fcoswt,
dar f = %, och w = wy Homogenlosningarna ar som vanligt

2p(t) = Cysinwt + Cy coswt .

Hade man haft w # wy hade partikularlsningen varit

/
t) = t.
zp(t) e cos w
Nu blir den istallet
zp(t) = %t sinwt ,

vilket kan verifieras genom insdttning. Partikulérlésningen har x,(0) = 0, £,(0) = 0, och &r alltsa den
sokta 16sningen.



Om man utgar fran samma begynnelsevéirdesproblem da w # wy, far man

x(t) = L coswpt — coswt) .
0= L )
Man kan analysera detta for w ~ wy genom att skriva w = <420 4 €=wo 1y, = @hee _ wowo och

expandera cosinus av en summa. Da far man

2 W+ w W — W
x(t) = / sin + Otsin 0

t.
w? —w? 2 2

Detta beskriver interferensen av svingningarna med de tva frekvenserna som tva faktorer. Den andra
sinusfunktionen &r en modulerande amplitud (envelopp), som da w = wy ir mycket langsammare dn den
forsta faktorn. Da w — wp kan man (for vilken tid ¢ som helst) ta ett gransviarde. Endast den linjéra
termen i den andra sinusfaktorn bidrager da, och resultatet blir precis det énskade,

. _f,
wlggo x(t) = %t sinwt .

. Infor koordinater &, 7 i planet sa att é pekar osterut och 7 norrut (da man befinner sig i £ =7 = 0, dar
planet tangerar sfiren). Infor ocksa en riktning CA rakt upp. Om man later planet beskrivas av { = R och
alltsé 7 = €€ + i+ RC, sd &r 7= £+ i + QO x 7, dir Q= Q(ésinﬁ + C cos 6). Da far man hastigheten
for en partikel som ror sig i planet som

7= &€ — Qncosb) + (1 + QE cos§ — QRsin0) + CQRsin b .
Den kinetiska energin ges alltsa av

T (€ — Qncos)? + (1) + Q€ cos 0 — QR sin 0)% + (QRsin6)? .
m

Anvéand L = T. Lagranges ekvationer blir

0= %(g— Qncosf) — Qcosb(n + Q€ cosd — QR sin )
= 5—2900507'7— 02 cos? 0¢ + Q?Rsinf cos b,

0 d i + Q€ cos @ — QR sin #) + Qcos O(E — Qi cosb)

= ij + 2Q cos O — Q2 cos® O .

Termerna —2£2 cos 071 och 2€) cos 0¢ representerar Coriolisaccelerationen. De kan kombineras till

20 cos O(—né + £7) = 2Q cos OC x (E€ + 1) .

. For att fa reda pa momentet i pinnen behéver man “ta isdr” den; de inre krafterna och momenten skall
vara precis de som gor att en del av pinnen faller lika fort som hela pinnen. Anvénd referensriktningar
och beteckningar enligt figurerna i uppgiften.



Troghetsmoment kring O for en stav med langden zf &r %gwgﬁ?’ . Det vridande momentet fran tyngd-

kraften ar %gggcQEQ sin §. Delen av pinnen ror sig da enligt
1 .1
§Qx3€36‘ = 59995262 sin @ + xlt(x) — m(x),
1 .
oxt - 53369 = —T+t(x) + ggalsinb,

dér den forsta ekvationen dr momentekvation, och den andra masscentrums acceleration i 6-led. (Den
andra ekvationen kommer att behovas, eftersom den forsta, som skulle kunna bestdmma m(z), ocksa
innehaller ¢(z). Det finns ocksa en ekvation {or accelerationen i radiell led, som inte behdvs.)

Da z = 1 géller ekvationerna hela pinnen, och da &r ¢(1) = 0, m(1) = 0. Man far
1 =1
59530 = iggfz sin 6,

1 .

59629 = —T + pglsinf.

Nu fragas det inte efter hur pinnen faller, utan det intressanta &r att bestdmma m(z) (som ocksa ar en
funktion av ). Insdttning av 16sningen for 6 och T,

9f2—£s1n9,

1
T= Zggésin@,

i de tidigare ekvationerna ger
1
t(z) = Z(l —x)(1 —3x)pglsind,
1
m(x) = Za:(l —x)%0gl*sind.

Det maximala momentet langs pinnen ar for « = % (for alla vinklar). Storst dr det da 6 = 7, da det blir
172
5=090%.



