Tentamen — Mekanik F del 2 (FFM521 och 520)

Tid och plats: Mandagen den 27 maj 2013 klockan 14.00-
18.00 i M.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta samt en

egenhédndigt handskriven A4 med valfritt
innehall (bégge sidor).

Examinator: Christian Forssén.

Jourhavande larare: Christian Forssén (031-772 3261) samt
Emil Ryberg.

Betygsgranser: Tentamen bestar av sex uppgifter. For att bli godkéand
krévs minst 8 podng pa uppgifterna 1-4 (inklusive eventuell bonuspoéng).
For de som har klarat foregaende krav bestams slutbetyget av poangsumman
fran uppgifterna 1-6 plus eventuella bonuspoéng fran inlamningsuppgifterna
enligt foljande granser:

8-17 poang ger betyg 3, 18-25 poang ger betyg 4, 264+ poédng ger betyg 5.

FFMb520: For studenter som skriver FFM520 géller att de skriver samma
tentamen som FFMb521 med foljande tillagg: Har man inte gjort inlamnings-
uppgiften 2012 eller 2013 galler dessutom att man skall gora en extra uppgift
(4p). Isf krdvs totalt 10p pa uppgifterna 1-4 + extrauppgift (inklusive
eventuell bonuspoéng) for godként, annars samma betygsgranser som ovan.

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt! Vid tentamensrattning galler
foljande allménna principer:

e For full (4 eller 6) poédng krévs fullstdndigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-2 poéngs avdrag. Galler d&ven mindre brister i presen-
tationen.

e Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger 3-4 podngs avdrag om orimligheten pekas ut; annars fullt
poangavdrag.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Ofullstandiga, men for 6vrigt korrekta, 16sningar kan ge max 2 poang.
Detsamma géaller 16sningsforslag vars presentation ar oméjlig att folja.

Losningsforslag som ar ofullstdndiga eller innehaller felaktigheter, men déar
en tydlig losningsstrategi har presenterats, genererar i allmanhet det lagre av
poangavdragen ovan.

Lycka till!
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Obligatorisk del

1. En homogen rektangel med sidlangderna a och b samt massa M svanger
runt en horisontell axel genom ett av dess horn (se figur). Berdkna den
naturliga vinkelfrekvensen for sma svéngningar. (4 podng.)

2. Betrakta en stel kropp med total massa M som har troghetsmatrisen
I med avseende pa ett kartesiskt koordinatsystem zyz med origo i
masscentrum. Anvand beteckningen IF for troghetsmatrisen i samma
koordinatsystem, men med avseende pa en punkt P. Punkten P &r
forskjuten med rp = :L‘pl + ypj + zpk relativt masscentrum. Utga fran
definitionen pa troghetsmatrisen och hérled samband mellan:

(i) huvudtréghetsmomentet I och matriselement i I,

(ii) deviationsmomentet I, och matriselement i I.

Sadana uttryck utgor en generalisering av parallellaxelteoremet for
tredimensionella objekt. (4 podng)

3. En boll med massa m, radie r och troghetsmoment Smr? (med avseende
pa en horisontell axel genom masscentrum) rullar nerfor en fixerad sfér
med radien R. Bollen startar fran vila pa toppen av sfaren. Friktionen
ar tillrackligt stor for att forhindra glidning. Antag att » < R och
rakna ut for vilken vinkel 6 som bollen slapper kontakten med sfarens

yta. (6 podng.)
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4. En projektil ges en utgangshastighet vy riktad uppat fran jordytan med
vinkeln # = 30° mot vertikalen, och ror sig dérefter i en parabelbana.
Dess hogsta hojd ar mycket mindre an jordradien. Rorelsen betraktas
(som vanligt) i ett koordinatsystem som foljer med jordens rotation.
Antag att rorelsen sker vid ekvatorn och att projektilen ror sig i riktning
NV. Ange Corioliskraften, till bade storlek och riktning, i de tre ldgena:
(i) precis efter uppskjutningen, (ii) vid den hégsta hojden och (iii) strax
fore nedslaget. (6 podng.)

Extrauppgift

e Studenter pa FFM521 (dvs inskrivna ht 2012) skall inte gora
denna uppgift.

e Studenter pa FFM520 som har gjort inlamningsuppgiften pa stel-
kroppsrorelse i rummet ar 2012 eller 2013 skall inte l6sa denna
uppgift. Men ange pa ett tentamensblad, med uppgiftens nummer,
vilket ar du har gjort inlamningsuppgiften.

e Studenter pa FFM520 som inte har gjort inlimningsuppgiften
2013, eller inte har blivit godkénda pa uppgiften 2012, kan gora
denna uppgift som en del av den grundlaggande delen pa tenta-
men.

520. En schweizisk chokladblandare ar konstruerad
av en bojd stav med total langd 7b och linje-
densitet p (se figur). Innan Rodolphe Lindt
doppar den i sin chokladblandning roteras
blandaren luften (bortse fran luftmotstand)
med en konstant vinkelhastighet & = wR, dvs
runt z-axeln. Berakna vridmomentet MO som
verkar pa staven fran basen vid punkten O. (4

podng.)

Fundamental fysik, Chalmers Page 3 Examinator: C. Forssén



Tentamen — Mekanik F del 2 (FFM521/520) 2012-05-27

Overbetygsuppgifter

5. En tung snurra roterar runt en fix punkt O ett avstand L fran dess
tyngdpunkt. Snurran spinner med spinnhastigheten v runt sin sym-
metriaxel, som pekar en fix vinkel 8 relativt vertikalaxeln, samtidigt
som den precesserar runt vertikalaxeln med rotationshastigheten (2.
Troghetsmomentet runt symmetriaxeln ar mindre an det runt de vinkel-
rata huvudtroghetsaxlarna Ioc = I, < I,. Finn den minimala spinn-
hastighet v for vilken denna reguljara precessionsrorelse overhuvudtaget
ar mojlig. (6 podng.)

&
Q F 3 C
S
o/ —
-
0

6. En kula med massa m kan rora sig friktionslost langs en vajer som ar
bojd till formen av en parabel (z = kp?) och som roterar med konstant
vinkelhastighet w runt vertikalaxeln. Anvéand cylindriska koordinater
och teckna Lagrangianen med p som generaliserad koordinat. Finn
rorelseekvationen och identifiera eventuella jamviktslagen, dvs posi-
tioner dar kulan varken glider upp eller ner langs vajern. Diskutera
huruvida de jamviktsldgen du finner &r stabila eller inte. (6 podng.)

Z
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Tid och plats: Mandagen den 27 maj 2013 klockan 14.00-
18.00 i M.
Losningsskiss:  Christian Forssén

Obligatorisk del

1. Losningsstrategi:

e Anvéand vridmomentsekvationen. Var noga med positiv rotation-
sriktning.

e Vi behdver kroppens troghetsmoment map axel genom O.

Vi anvénder Steiners sats for att teckna troghetsmomentet (vid plan
rorelse) map en axel genom hornet O
a’ + b a’ + b’

Io=1+M =M
o] + A 37

dar vi har anvint tabellerat virde M (a®+b%)/12 pa troghetsmomentet
for en rektangel map en axel genom masscentrum.

Vi definierar positiv rotationsriktning moturs. Vridmomentsekvationen
map O blir da

JaZ L2 2 p2 .
—MgaT—H)sinﬁzMa ;_b 6.
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Vi betraktar sma vinklar och lineariserar ovanstaende rorelseckvation
sinf ~ 6. Vi finner att

39

R —
2va? + b2

Den sokta vinkelfrekvensen &r alltsa w, = 5 \/;LW, vilket har ratt
dimension [w,] = tid™! samt Aven reducerar till det kinda resultatet

\/3g/2l for en sviangande stav da a eller b gar mot noll.

2. Foljande vektorer och samband visas enkelt med en tydlig figur:
r=uxi+yj+ 2k Lagesvektor fran P till ett allmént infinitesi-
malt masselement.

p= Ti+ gjj + zk Lagesvektor fran masscentrum till samma
masselement.

rp = xpi + ypj + sz Lagesvektor fran masscentrum till P.
Detta betyder att x = & — xp, osv.

AN A

Matriselementen for troghetsmatrisen med avseende pa ijk och origo i
P blir exempelvis

I, = /(y2 + 2%)dm = /(y —yp)? + (2 — zp)idm

dér vi har utnyttjat att (xp, yp, zp) ar konstanter, samt definitionen av
masscentrum som sager att [ gdm = [ Zdm = 0.

Deviationsmomenten fas pa liknande satt

I = /xzdm:/(x—azp)(z—zP)dm:/:Uzdm—i-/avpzladm

= sz -+ M[EPZP.

3. Losningsstrategi:

e Kraftekvationen i normalriktningen kommer att ge oss ett uttryck
for normalkraften fran sfiaren pa bollen. Detta kommer att in-
nehalla kinematiska uttryck for bollens acceleration.

e Rullningsvillkoret ger oss ett samband mellan bollens tangentiella
hastighet och dess rotation.
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e Energiprincipen ger oss ett annat uttryck for bollens hastighet.
Notera att bollen utfor bade translations- och rotationsrorelse.

Vi definierar vinkeln 6 for bollens lage relativt vertikalaxeln méatt fran
sfarens mittpunkt. Bollens masscentrum utfor en cirkelrérelse med
radie R 4+ r ~ R. Ett frilaggningsdiagram ritas och gor, tillsammans
med uttrycket for normalkomponenten av bollens acceleration, att vi
kan teckna NII i normalriktningen

v*(0)
R Y
dar N &ar normalkraften fran sfaren. Villkoret att N = 0 ger alltsa
v*(0)
"R

Nu utnyttjar vi arbete-energi-principen for att finna ytterligare ett ut-
tryck for hastigheten. Notera att normalkraften inte utfor nagot arbete
da den verkar pa den momentant stillastaende kontaktpunkten.

mgcos — N =m

= gcosf

mv?  fmriw?
_|_
2 2
Rullningsvillkoret ger dessutom att v = rw sa att

mgR(1 — cosf) =

1 2gR(1 — cos @
5(1 + B)mv? = mgR(1 —cosf) = v*(0) = J (1 " BCOS )
Insattning i kraftekvationen ger att bollen lamnar sfaren da
2
cosf = ——.
3+ 0

4. Vi infor ett koordinatsystem &¢n¢, med riktningar enligt figur, som ar
fixerat pa jordytan och alltsa roterar med vinkelhastigheten 2 = Q7 =
QC¢.

Z
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Projektilens hastighet relativt detta roterande koordinatsystem for de
tre specificerade lagena:

(i) En hastighetskomponent i jordplanet, NV riktning, samt en ver-
tikal komponent: ¥ = vy [Sin 0(£/v2 + C/V/2) + cos «91?] :

(ii) Den vertikala hastighetskomponenten ar noll, medan den i jord-
planet &r konserverad da vi inte har nagra krafter i detta plan:

e = o [sin 0(€/V2 + {/v2)|.
(iii) Samma som (i), men med negativ vertikal komponent: =

Vo [sin@(é/ﬁ—i—é/\/ﬁ) —cos&ﬁ]

Vi betraktar fallet da 6 = 30°, vilket betyder att sinf = 1/2 och cos =
V3/2. T ovanstaende uttryck har vi forsummat den lilla fordindring
som kommer av den nollskilda Coriolisaccelerationen. Denna accel-
erationsterm ges av 20} x Ul Den sokta, fiktiva Corioliskraften &r
—2mS) X T Vi noterar att € ar riktad i (-led och far foljande uttryck
efter att ha utfort kryssprodukterna

(1) Fhor = mSuy |~ 5 + V3]
(11) cor — _mQ?}()\/Liﬁ

(iii) Fhor = mQug [—\/%ﬁ - \/35] .

l

1
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Extrauppgift

520.

Chokladblandaren utfor en rorelse i parallella plan med konstant vinkel-
hastighet @ = wz. Vi anvander ett kroppsfixt koordinatsystem &n¢ som
i det aktuella 6gonblicket sammanfaller med xyz.

Rorelsemangdsmomentet ar konstant i det kroppsfixa koordinatsystemet:
LO = —I&wcf — Lyewen + [ccwcC Vridmomentsekvationerna map O

(Mo = Lo = <L0> + & x Lo) blir

&ng
> M = ILew?,
> M, = —Iw?,
> M =0,

dar vi har utnyttjat att & = 0, wg = w, = 0. Vi noterar att I¢c = 0
eftersom kroppen ligger i n¢-planet. Darmed har vi att M, = 0. Vi
delar upp kroppen i sex delar och rdknar ut deras bidrag till 7,
1 I,=0,tyn=0.
0
Inc = JynCdm = [2, n(=0)pdi = pb7 /2,
Lc = [yn¢dm = [ 5, ((=b)pdn = 3pb°/2,
I, = 0, pga symmetri
—2b
774 = [inCdm = [~ 3b C(b)pdn = —5pb? /2,
= [ n¢dm = fo —3b)pd¢ = —3pb*/2.

S T W N
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Det totala deviationsmomentet blir [, = —2pb*. Vi finner alltsa att
det totala vridmomentet map O blir

Mo = —2pb3w2$,

dar é — i1 det aktuella laget.

ﬁverbetygsuppgifter

. Symmetriaxeln pekar snett uppat (vinkeln # mot vertikalen).
Introducera axlarna £n¢ med ¢ pekandes ldngs spinnaxeln (snett uppat)
och &-axeln pekandes snett nerat hoger. Troghetsmatrisen i £n(-systemet

Iee = 1I¢
]ff:]”]”]:]i>IC'

Rotationer och rorelsemangdsmoment:

V=, (1)
Q=0k=0 (cos 0C — sin 95) , (2)
G =0+ =—-Qsinbf + (v + Qcosb)C, (3)
Lo = —I,Qsinb€ + I-(v + Qcos 6)C, (4)

EO —OxLo=1 [—1,9%cosfsind + 1:Qsin (v + Qcos b))
= nQsinf (Icv + (Ic — 1,)Qcosb) (5)

Jamfor detta med .
Mo = mgLsin 07

Rorelseekvationen ger villkoret
mgL = Q[Icv+ (I — 1,)Qcosb)].

Hér kan vi 16sa ut v(€2) och finna dess minimum. Alternativt kan vi
studera losningarna for precessionshastigheten. Det sistnamnda ger

1i\/1_4mgL(IL—]C>COSQ .
1202

]CV

QL =
- 2(L, — I¢)cosO
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Vi ser att vi har reella 16sningar enbart da

dmgL(I, — 1) cos@ <1
1202 -

I vart fall galler att I, > I och 0 < cosf < 1. Villkoret blir da

. \VAmgL(I, — I¢)cos 6
> I :

6. Vi anvander Lagrangeformalismen och valjer p som var generaliserade
koordinat. Uttrycken for potentiell och kinetisk energi blir

V =mgz = mgkp®
_m m
2 2
dar vi har utnyttjat att £ = p, § = wp, 2 = (0z/0p)p.

(#7497 + 27) = S (0" + " +4K°p*7),

Lagrangianen ar L = T — V och vi kan teckna Lagranges ekvation i
p-led
(14 4k*p*)j + 4k pp* + (2gk — w?)p = 0.

Vad géller jamviktslagen visar vi tva mdjliga resonemang;:

Alternativ 1: Vi vill finna situationer da p = 0,p = 0. Vi ser
direkt att detta kan gilla for alla p da w? = 2gk. Just déarfor ar detta
jamviktslage instabilt (férutom vid p = 0 dér den kinetiska energin har
sitt minimum).

Det andra jamviktslaget har vi da p = 0. Vi ansétter 16sningar p(t) =
0 + &(t) och studerar rorelseekvationen for sma e (Taylorutveckling).
Detta ger den valkanda differentialekvationen

€+ (29k — w?)e =0,

vilket ger en (stabil) harmonisk svingningsrorelse om w? < 2gk och en
(instabil) vixande exponentialfunktion om w? > 2gk.

Alternativ 2: Skriv Lagrangianen pa formen L(p, p) = a(p)p*—V(p),
dér V(p) = 2(29k — w?)p* &r en effektiv potential. Jamviktslégena
finner vi da dV/0p = 0, och stabiliteten kan utrénas ur tecknet pa
02V /0p?. Jamviktsliget w? = 2gk motsvarar en sadelpunkt. Dir giller
att V(p) = 0Vp. Ett minimum i total energi fas da kinetiska energin
ar minimal, dvs i punkten p = 0.
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