Tentamen — Mekanik F del 2 (FFM520)

Tid och plats: Mandagen den 21 maj 2012 klockan 14.00-
18.00 1 M.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, Typgodkand

minirdknare samt en egenhandigt skriven
A4 med valfritt innehall.

Examinator: Christian Forssén.

Jourhavande larare: Christian Forssén, 031-772 3261.

Betygsgranser: Tentamen bestar av sex uppgifter. For att bli godkéand
krévs minst 10 poéng pa uppgifterna 1-4 (inklusive eventuella bonuspoéng).
For de som har klarat foregaende krav bestams slutbetyget av poangsumman
fran uppgifterna 1-6 plus eventuella bonuspoéng fran inlamningsuppgifterna
enligt foljande granser:

10-18 poang ger betyg 3, 19-26 poiang ger betyg 4, 27+ poéang ger betyg 5.

Rattningsprinciper: Alla svar skall motiveras, inférda storheter forklaras
liksom val av metoder. Losningarna forvantas vara valstrukturerade och
begripligt presenterade. Erhallna svar skall, om mojligt, analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Skriv och rita tydligt!

Vid tentamensrattning galler foljande allmanna principer:

e For full (4 eller 6) poéng krévs fullstandigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-2 poangs avdrag. Géller &ven mindre brister i presen-
tationen.

o Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger 3-4 poiangs avdrag om orimligheten pekas ut; annars fullt
poangavdrag.

e Allvarliga principiella fel ger fullt poangavdrag.

e Ofullstandiga, men for 6vrigt korrekta, losningar kan ge max 2 poang.
Detsamma galler 10sningsforslag vars presentation ar omojlig att folja.

Losningsforslag som ar ofullstandiga eller innehaller felaktigheter, men dar
en tydlig 16sningsstrategi har presenterats, genererar i allmanhet det lagre av
poangavdragen ovan.

Lycka till!



Tentamen — Mekanik F del 2 (FFM520) 2012-05-21

Obligatorisk del

1. De tva hjulen i figuren rullar nedfor ett lu-
tande plan (vinkel ¢). Hjul A har hela -
massan m koncentrerad till mittaxeln med @
forsumbar diameter. Hjul B har hela massan A ‘
m koncentrerad till ytterkanten. Berakna
masscentrums hastighet for de tva hjulen da .
de har fardats en stracka x nerfor planet med

start fran vila. Hjulen rullar utan glidning.
(4 podng)

2. Den bojda staven med homogen linjedensitet p roterar runt z-axeln
med konstant rotationshastighet w.

(a) Bestdm stavens rorelseméngdsmoment m.a.p. punkten O, uttryckt
i det kroppsfiza koordinatsystemet x — y — z. (2 podng.)

(b) Bestdm stavens kinetiska energi. (2 podng.)
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3. En homogen stang AB med massan m och langden [ kan rora sig
friktionsfritt i ett vertikalplan enligt figuren. Anden A av stangen &r
fast i tva latta fjadrar vardera med fjaderkonstanten k. Fjadrarna ar
ospanda da stangen ar vertikal. Uppstéll rorelseekvationen for stangen,
linearisera denna samt bestam perioden 7 for sma svangningar kring
jamviktslaget. (6 podng.)

4. Betrakta en homogen stang AB med langden L och massan m med tva
sma hjul i &ndpunkterna som rullar med farten v langs en horisontell
bana. Bestdm det minsta vardet pa farten v som gor att framhjulet B
lattar (Np = 0) da det just har kommit in pa den kvartscirkelformade
delen av banan i den hogsta punkten. Hur stor blir normalkraften N4
under bakre hjulet i detta 6gonblick? Bortse fran de sma hjulens massa
och dimensioner. (6 podng.)
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(")verbetygsuppgifter

5. En rotationssymmetrisk kropp ar upphéngd i en punkt sa att den kan
rotera kring sin egen axel, samtidigt som axeln kan rora sig endast i ett
vertikalt plan (pendelrorelse). Se figuren, dar den hogra bilden ar sedd
fran hoger i den vanstra. Figuren skall inte tolkas som en beskrivning
av kroppens geometri, utover rotationssymmetrin. Kroppen ror sig un-
der inverkan endast av tyngdkrafter samt krafter i upphéngningen, all
friktion kan forsummas. Lat kroppens rotationshastighet runt sin sym-
metriaxel vara v, och vinkeln som symmetriaxeln bildar med vertikalen
vara ¢. Svara pa foljande: (6 podng.)

e Kommer v att vara konstant under rorelsen?

e Skiljer sig ¢:s tidsberoende hos en sadan har pendel fran det hos
en pendel som inte spinner?

e Beridkna, till storlek och riktning, det vridande momentet pa krop-

pen fran upphéngningsanordningen, som funktion av ¢ och lampliga
inforda konstanter.

6. En kloss med massa m glider nerfor en kil (med massa M och vinkel
« relativt horisontalaxeln) som i sin tur glider pa en horisontell yta.
Bestam klossens acceleration relativt kilen. Forsumma friktionen. (6

podnyg.)
,
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Tid och plats: Mandagen den 21 maj 2012 klockan 14.00-
18.00 i M.
Losningsskiss: Christian Forssén

Obligatorisk del

1. Losningsstrategi:

e Anvind arbete-energi principen
e Teckna uttryck for kinetisk och potentiell energi
e Inget tillfort arbete eftersom hjulet rullar utan glidning. Hastighet

erhalls omgaende ut ovanstaende framtagna uttryck.

Hjulens masscentrum fardas en stracka x nerfor planet med lutning 6.
Detta innebar en minskning av deras potentiella energi

AV = —mgzxsin.

Hjulen startar fran stillastaende. Vid rullningsrorelsen bestar den kinetiska
energin av en translations- och en rotationsdel.

1 1-

Da hjulet rullar utan glidning har vi sambandet
U= Wwr.
For hjul A giller dessutom att I = 0 da hela massan #r koncentrerad

till axelns genom masscentrum (r = 0). For hjul B géller I = mr?.

Ingen icke-konservativ kraft tillfér arbete eftersom hjulet rullar utan
glidning. For bagge hjulen galler darfor att AV + AT = 0.

Detta ger oss slutligen svaren

Ua = +/2gxsinb,
Ug = v/ gxsinb.
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2. Losningsstrategi:

e Teckna ett uttryck for den bojda stavens totala rorelsemangdsmoment
map O.

e Troghetsmatrisen maste berdknas. Dela in i tre delar. Rita figurer
med staven projicerad i xy-, xz-, yz-planen.

e Kinetisk energi fas fran skaldrprodukten av rotationsvektorn &
med L.

Da rotationen ligger i z-riktningen (& = wz) kommer rorelseméngdsmoment
map O att vara

Lo =w(—I.i— Lyj+ L.2).

Delar in staven i tre delar (raka stavar i olika riktningar med lingd b
och massa m = pb ) med del 1 ndrmast O.

Del I,. I, L.

10 0 1/3 xpb?
2 0 1/2 1 xpb®
31/2 1 4/3 xpb®

dar exempelvis I, bidraget fran stavdel 3 rdknas ut enligt

1 b\ 2 4
L.s=—pbb>+pb| 02+ = — —pbS.
3= TP +p < + (2) ) 3P

De relevanta troghetsmatriselementen blir I, = pb®/2, I,, = 3pb*/2,
I.. = 8pb3/3. Slutligen blir det sokta rorelsemangdsmomentet

eftersom vi har ren rotationsrorelse runt punkten O.
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3. Losningsstrategi:

e Vi viljer bland flera angreppsvinklar: energiprincipen (inga icke-
konservatva krafter utrittar arbete), vridmomentsekvationer map
olika punkter eller Lagranges ekvationer.

e Vi valjer att teckna kraft- och vridmomentsekvationerna och fri-
lagger darfor staven for en positiv utfallsvinkel 6.

e Staven ror sig i planet men vi har bara en rorelsevariabel beroende
pa tvangsvillkoren pa andpunkterna. Speciellt kommer punkten
B att vara fix for sma vinklar.

e Vi kommer darfor att kunna teckna vridmomentsekvationen map
B for att slippa bidraget fran den okdnda normalkraften som
verkar pa den punkten.

e Los differentialekvationen.
Definiera positiv rotationsriktning (medurs fran vertikalaxeln) och rita
en frilaggning for ett positivt virde pa 6. Skall innehalla fjaderkrafter

fran de tva fjadrarna (vardera med storlek klsin@), tyngdkraft samt
okénd normalkraft genom kontaktpunkterna A och B.

klsinf A klsin 6

Vi far kraft- och vridmomentsekvationerna
MTem = N — 2kl sin 6,
MYem = Ny —mg,

. l [ [
10 = —NA§sin9— NB§COSG — 2klsinf (§COS(9) .

I detta lage kan vi dock konstatera att y., = —lcosf = [ for sma
vinklar. Det betyder att ¢, = 0 och féljdaktligen att N4 = mg.

Med yem = [ for sma utfallsvinklar kan alltsa punkten B betraktas som
fix och vi véljer darfor att teckna vridmomentsekvationen map B

1560 = mg (ésin@) — Nylsin® — 2kl sin6 (I cos0) .
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Troghetsmomentet ar Iy = mi?/3 och Ny = mg fran ovan. For sma
vinklar finner vi alltsa rorelseekvationen

6k 3g B
9—|—( 21)9 0,

vilken uppenbarligen beskriver en harmonisk svangningsrorelse med pe-
riodtiden
2m 2m
T=—=—.
Wn 6k | 32_?

Alternativ 1osningsstrategi: Energiprincipen

e Inga icke-konservatva krafter utrittar arbete (normalkrafterna &r
riktade vinkelrdt mot angreppspunkternas rorelse). Den totala
mekaniska energin ar konserverad.

e Teckna uttryck for kinetisk och potentiell energi. Satt £ =T +V
och finn 16sningar till dE/dt = 0.

1
T = —mv ]6’2
2

k
V = —mgyem + ZE(Z sin )%

l 9

Med Yo, = é cos 6 och xey = sm 0 fas v2 och energin blir

B TN A l 9 . 9
E—T—i—V—le@ <4+12) m920080+kl sin® 6.

e Konserverad energi ger oss ekvationen

dE
dt

mi20 Q %sm@qL%sm@cos@] = 0.
m

Vi finner en (uppenbar) 16sning da 0 = 0 samt en da uttrycket i
parantesen ar noll.

e [F0r sma vinklar far vi differentialekvationen

3g 6k
g 0=
SERE

vilket ger samma l6sning som ovan.
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4. Losningsstrategi:

e Anvénd stelkroppskinematik for att finna uttryck for acceleratio-
nen hos punkterna A och B. Notera att punkten A ror sig med
konstant hastighet.

e Relativ acceleration ger ett uttryck for masscentrums acceleration
som kan anvéndas for att teckna kraft- och vridmomentsekvation-
erna.

e Vi borde i slutdndan ha tva rorelseekvationer (med krafterna N4
och Ng) och ett villkor (Ng = 0) fran vilket den sokta hastigheten
kan 16sas ut

Kinematiken ger ett uttryck for accelerationen hos punkterna A och B

Y

S 5%

ap =

L Y v )
aA:aB+axrBA+wx(wxrBA):Ey—l—azx(—La:)

eftersom w = 0 i detta 6gonblick. Da a4 = 0 far vi sambandet

v
o= —.
LR
Pa liknande satt fas masscentrums acceleration
02
JGZJB+&XFBg+QX (QXFgg): ﬂ%‘?j

Ett frilaggningsdiagram skall innehalla tyngdkraften samt de tva normal-
krafterna pa hjulen A och B. Kraftekvationen i y-led samt medurs
vridmomentsekvation map masscentrum ger

v? v?
— = — Njs— N Ny = —m— — N
m R mg A B = A=mg—m R B
L g v?
fele’ ( A B) 9 = = B m (2 3R>
Den givna situationen att Np = 0 ger den sokta hastigheten och nor-
malkraften
3gR mg
! 2 ATy
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Overbetygsuppgifter

5. Losningsstrategi:

e Rita en tydlig figur med ett rumsfixt och ett kroppsfixt koordi-
natsystem. Teckna vrid- och rorelsemangdsmomentet relativt det
kroppsfixa koordinatsystemet.

e Teckna vridmomentsekvationerna i det kroppsfixa koordinatsys-
temet.

e Forsok identifiera rorelseekvationen som ger pendelrorelsen och se
ifall spinnet ar en faktor i denna.

Se figur med frilaggningsdiagram och definition av koordinataxlar. Notera
att X = {. Det kroppsfixa systemet {n¢ f6ljer med i pendelrorelsen men
ej spinnet (' = —v(); dvs det roterar med Q = ¢¢.

mg

Pendeln roterar fritt i £- och (-led i avsaknad av friktion. Detta innebéar
att vridmomentet fran infastningen &r riktad i n-led och det totala
vridmomentet map denna punkt blir!

Mo = —mgl sin ¢& + Meg).

Den totala rotationsvektorn bestar av spinnrorelsen runt huvudsymmetriaxeln
plus pendelrérelsen

G =040 =—v+ ¢t

Vi antar for enkelhets skull att all massa &r koncentrerad till skivan. Detta antagande
paverkar enbart ldngden pa hévarmen for vridmomentet fran tyngdkraften.
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Troghetsmatrisen ar diagonal och rorelsméangdsmomentet blir
Lo = Igcp§ — IcvC.
Vridmomentsekvationen blir

- b dL
Mo=Lo= <—O

7t ) + O x Eo = Iggg'zéf — [CCDé + ]Cgl/qéﬁ.
&nc

Eftersom Mo inte har nagon komponent i (-led framgar direkt att v = 0
och att v ar en rorelsekonstant.

Explicit blir rorelseekvationerna i &- och n-led

—mglsin ¢ = ]&é
Mext = ]CCVQB7

dér den forsta ekvationen motsvarar rorelseekvationen for en pendel och
den andra ger storlek och riktning pa vridmomentet i infastningspunkten.
Notera att pendelekvationen inte beror pa spinnhastigheten v.

Ovanstaende uttryck for storleken pa vridmomentet ar en funktion av ¢
och inte ¢. Detta svar accepteras. Men skall man vara noga, och verkli-
gen finna Me,(¢), sa maste vi integrera rorelseekvationerna. Utnyttja
att qﬁ ¢d¢/ d¢ och integrera den forsta rorelseekvationen

/ i == [ nods

dar ¢nax ar maximal utslagsvinkel. Denna integral ger gb(gb) och insattning
i den andra rorelsekvationen ger

Mo = Lcw 2mgl(cos ¢ — coS Ppax)
Iee

6. Losningsstrategi:

e Rita figur och valj generaliserade koordinater

e Teckna uttryck for potentiell och kinetisk energi for att fa La-
grangianen.

e Teckna och 16s Lagranges ekvationer.
Kontrollera specialfall « = 0,7/2 M > m.
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Valj z,y som generaliserade koordinater (se figur).

X
\
®* m
M
a
- - @)
Y vy o,
Z
Potentiell energi:
V = —mgxsin a.

Klossens absoluta hastighet &r Uyess = (¥ — @ cos 04)17 +isinaZ. Den
kinetiska energin blir da

1 1
T = 5My? + §m(x'2 + 9% — 2@y cos ).

Fran ovanstaende kan vi teckna Lagrangianen
1 P S . .
L=T-V= §(M +m)y” + im(m — 207y cos ) + mgax sin av.
Lagranges ekvationer

y—led: —micosa+(M+m)j=0

r—led: mx—mycosa—mgsina =0

Vilket ger losningarna

. mcosa.
= Z

Y= M+m

(M +m)sina

M + msin? «

dar  ar den sokta accelerationen relativt kilen.

Dimensionen for ovanstaende stammer. Vi kan ocksa studera uppen-
bara specialfall:

F=gsina (om M >m), &=g(oma=mn/2), =0 (oma=0).
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