
Tentamen – Mekanik F del 2 (FFM520)

Tid och plats: Tisdagen den 25 maj 2010 klockan 08.30-
12.30 i V.

Hjälpmedel: Physics Handbook, Beta, Lexikon, typ-
godkänd miniräknare samt en egenhändigt
skriven A4 med valfritt inneh̊all.

Examinator: Christian Forssén.
Jourhavande lärare: Christian Forssén, 031–772 3261.

Betygsgränser: Tentamen best̊ar av sex uppgifter och varje uppgift kan
ge maximalt 6 poäng (om ej annat anges). För att bli godkänd krävs
minst 12 poäng p̊a uppgifterna 1-4 (inklusive eventuella bonuspoäng fr̊an
inlämningsuppgift 1).
För dem som har klarat föreg̊aende krav bestäms slutbetyget av poängsumman
fr̊an uppgifterna 1-6 plus eventuella bonuspoäng fr̊an inlämningsuppgifterna
enligt följande gränser:
12-23 poäng ger betyg 3, 24-29 poäng ger betyg 4, 30+ poäng ger betyg 5.

Rättningsprinciper: Alla svar skall motiveras (uppgift 1 undantagen i före-
kommande fall) , införda storheter förklaras liksom val av metoder. Lösningarna
förväntas vara välstrukturerade och begripligt presenterade. Erh̊allna svar
skall, om möjligt, analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Skriv och rita
tydligt!

Vid tentamensrättning gäller följande allmänna principer:

• För full (6) poäng krävs fullständigt korrekt lösning.

• Mindre fel ger 1-2 poängs avdrag. Gäller även mindre brister i presen-
tationen.

• Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger 3-4 poängs avdrag, om orimligheten pekas ut; annars 5-6
poängs avdrag.

• Allvarliga principiella fel ger 5-6 poängs avdrag.

• Ofullständiga, men för övrigt korrekta, lösningar kan ge max 2 poäng.
Detsamma gäller lösningsförslag vars presentation är omöjlig att följa.

Lycka till!
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Obligatorisk del

1. (6 poäng. 1 poäng för 1 rätt svar, 2p för 2 rätta, 4p för 3 rätta, 6p för
4 rätta. Endast svar skall ges. )

(i) Fyra olika cylindrar rullar nedför samma lutande plan. Vilken eller
vilka cylindrar rullar ner snabbast. Bortse fr̊an luftmotst̊and.

(a) Homogen cylinder med radie R och massa M .

(b) Homogen cylinder med radie 2R och massa M .

(c) Homogen cylinder med radie R och massa 2M .

(d) Ih̊alig cylinder (enbart tunt skal) med radie R och massa M .

(ii) Hur stor rotationsenergi motsvarar jordens rotationsrörelse runt
sin egen axel (betrakta jordklotet som en perfekt sfär med massa m =
6 · 1024 kg, radie r = 6.4 · 106 m)? Hur stor rotationsenergi motsvarar
jordklotets rörelse i sin planetbana runt solen (approximera denna som
en cirkelrörelse med radien R = 1.5 · 1011 m)?

(iii) Tänk er ett lod som hänger ned längs med en skyskrapefasad p̊a
Manhattan. Tänk er vidare förlängningen av denna lodlinje genom
jordklotet. Skulle denna förlängda lodlinje passera

(a) Strax söder om jordens tyngdpunkt.

(b) Rakt genom jordens tyngdpunkt.

(c) Strax norr om jordens tyngdpunkt.

(d) Strax öster om jordens tyngdpunkt

(iv) Vilken eller vilka av nedanst̊aende situationer (som alla beskriver en
stel kropps rotation kring en fix punkt i rummet) uppfyller att rörelse-
mängdsmomentsvektorn m.a.p. denna fixa punkt ständigt kommer att
vara parallell med rotationsvektorn?
I samtliga fall gäller att xyz är de relevanta koordinataxlarna och dessa
axlar är valda s̊a att alla deviationsmoment är lika med noll.

(a) Allmän rotation kring fix punkt. Dvs rotationsvektorn har en
tidsberoende riktning.

(b) Rotationen sker kring en fix axel (som ej nödvändigtvis samman-
faller med en huvudtröghetsaxel).
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(c) Alla huvudtröghetsmoment är lika stora. Rotationen sker kring
en fix axel (som ej nödvändigtvis sammanfaller med en huvud-
tröghetsaxel).

(d) Alla huvudtröghetsmoment är lika stora. Rotationsvektorn har
dock en tidsberoende riktning.

2. En tr̊adrulle vilar p̊a en horisontell, sträv yta. Tr̊aden är upprullad p̊a
en inre trissa med radien r medan rullens ytterradie är R. Tr̊adrullens
massa är M och dess tröghetsmoment runt symmetriaxeln är Ī. N̊agon
drar försiktigt i tr̊aden p̊a det sätt som figuren visar (kraft F riktad
vinkeln α snett upp̊at höger). Åt vilket h̊all rullar tr̊adrullen när den
startar fr̊an vila? Förutsätt att friktionen är tillräckligt stor för att
förhindra glidning.

F

R

r

α

3. En kolv med massan m = 45 kg kan röra sig vertikalt under inverkan
av ett fluktuerande lufttryck p = p0 sin ωt. Rörelsen motverkas av en
fjäderkraft (k = 35 kN/m) samt en dämpning (c = 1250 Ns/m). Vid
vilken frekvens ω blir kolvens svängningsamplitud som störst?

4. En partikel med massa m kan röra sig fritt (utan friktion) i ett ver-
tikalplan som spänns upp av axlarna x (horisontell) och y (vertikal).
Detta plan roterar i sin tur kring den vertikala y-axeln med konstant
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vinkelhastighet Ω (positiv riktning upp̊at). Finn partikelns rörelse-
ekvationer i x och y koordinaterna. Lös dessa och beskriv möjliga
rörelsemönster beroende p̊a begynnelsevillkor.

Överbetygsuppgifter

5. Ett mynt som spinner kring en vertikal axel kommer snart att förlora
energi och börja wobbla p̊a bordsytan (se figur). Vinkeln θ kommer
gradvis att minska tills myntet slutligen faller. Antag att denna pro-
cess är l̊angsam och betrakta en period d̊a vinkeln θ är konstant. Vi
kan ocks̊a anta att masscentrum är stillast̊aende. Myntets radie är R.
Myntet rullar utan att glida och kontaktpunkten rör sig med frekvensen
Ω runt bordsytan.

(a) Vad är myntets vinkelhastighet uttryckt i det kroppsfixa x1x2x3-
systemet?

(b) Hur stor är periodtiden för kontaktpunktens cirkelrörelse och vad
händer d̊a vinkeln θ g̊ar mot noll?

VIII-42 CHAPTER 8. ANGULAR MOMENTUM, PART II (GENERAL L̂)

20. Basketball on rim ***
A basketball rolls without slipping around a basketball rim in such a way that
the contact points trace out a great circle on the ball, and the CM moves
around in a horizontal circle with frequency Ω. The radii of the ball and rim
are r and R, respectively, and the ball’s radius to the contact point makes an
angle θ with the horizontal (see Fig. 8.45). Assume that the ball’s moment

θ rR
Figure 8.45 of inertia around its center is I = (2/3)mr2. Find Ω.

21. Rolling lollipop ***
Consider a lollipop made of a solid sphere of mass m and radius r, which is
radially pierced by massless stick. The free end of the stick is pivoted on the
ground (see Fig. 8.46). The sphere rolls on the ground without slipping, with

mΩ
rR

Figure 8.46

its center moving in a circle of radius R, with frequency Ω.

(a) Find the angular velocity vector, ω.
(b) What is the normal force between the ground and the sphere?

22. Rolling coin ***
Initial conditions have been set up so that a coin of radius r rolls around in a
circle, as shown in Fig. 8.47. The contact point on the ground traces out aθR r

Figure 8.47

circle of radius R, and the coin makes a constant angle θ with the horizontal.
The coin rolls without slipping. (Assume that the friction with the ground is
as large as needed.) What is the frequency of the circular motion of the contact
point on the ground? Show that such motion exists only if R > (5/6)r cos θ.

23. Wobbling coin ****
If you spin a coin around a vertical diameter on a table, it will slowly lose
energy and begin a wobbling motion. The angle between the coin and the
table will decrease, and eventually the coin will come to rest. Assume that
this process is slow, and consider the motion when the coin makes an angle θ
with the table (see Fig. 8.48). You may assume that the CM is essentially

x3x2

Ω θR
Figure 8.48

motionless. Let R be the radius of the coin, and let Ω be the frequency at
which the point of contact on the table traces out its circle. Assume that the
coin rolls without slipping.

(a) Show that the angular velocity vector of the coin is ω = Ωsin θx̂2, where
x̂2 points upward along the coin, directly away from the contact point
(see Fig. 8.27).

(b) Show that

Ω = 2
�

g

R sin θ
. (8.94)

(c) Show that Abe (or Tom, Franklin, George, John, Dwight, Sue, or Saca-
gawea) appears to rotate, when viewed from above, with frequency

2(1− cos θ)
�

g

R sin θ
. (8.95)

vg vänd
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6. En homogen cylinder med massan 2m samt radien R ligger p̊a en ho-
risontell bordsskiva s̊a att ena ändytan precis sticker ut. I centrum
p̊a denna cirkulära ändyta sitter en homogen smal stav (massa m och
längd 2R) fritt ledad i sin ena ände. Den är allts̊a upphängd s̊a att den
kan pendla i ett vertikalplan vinkelrätt mot cylinderaxeln (se figur).
Bestäm periodtiden för denna pendelrörelse (små svängningar) under
antagandet att cylindern rullar utan att glida.

2R

m

2m
R
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Tentamen – Mekanik F del 2 (FFM520)
Tid och plats: Tisdagen den 25 maj 2010 klockan 08.30-

12.30 i V.
Lösningsskiss: Per Salomonsson och Christian Forssén.

Obligatorisk del

1. Rätt svar p̊a de fyra deluppgifterna

(i) (a) (b) (c)
(ii) Rotationsenergierna är 26 · 1028J och 27 · 1032J, respektive.
(iii) (a)
(iv) (c) (d)

2. Rullen friläggs, och krafter utritas, se figur 1. Rörelseekvationen i
horisontalled (x åt höger), och rörelseekvationen för rotation medurs
(vinkeln θ relativt vertikalaxeln) med avseende p̊a masscentrum, är re-
spektive

mẍ = F cos α − Ff ,

Ī θ̈ = RFf − rF.

Eftersom rullen rullar utan att glida är ẋ = Rθ̇ och ẍ = Rθ̈. Dessa ek-
vationer ger, genom eliminering av vinkelaccelerationen och den okända
friktionskraften,

(m + Ī/R2)ẍ = F (cos α − r/R).

Svar: Rullen rullar åt höger om cosα > r/R, åt vänster om cos α < r/R
och inte alls om cos α = r/R.
Anm. Alternativt kan man använda rörelsemomentekvationen med
avseende p̊a kontaktpunkten i stället för de bägge rörelseekvationerna
ovan. Det ger en n̊agot enklare lösning. Kraften F är d̊a den enda som
ger kraftmoment, och tecknet p̊a dess momentarm avgör rullningsrikt-
ningen.

3. Kolven kan friläggas, se figur 1. Rörelseekvationen för kolvens vertikala
rörelse är

mz̈ = −cż − k(z − z0) − mg − A0p0 sin ωt,

där A0 är kolvens topparea. Man känner igen den som den lineära
svängningsekvationen med dämpning och en yttre harmonisk kraft och
en konstant kraft.



Tentamen – Mekanik F del 2 (FFM520) 2010-05-25

Fr
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Ff

Figure 1: Friläggning av tr̊adrulle (vänster). Friläggning av kolv med tryck-
kraft och dämpning (höger).

Lösning av rörelseekvationen: Lösningen till ovan differentialek-
vation kan tas fr̊an formelsamling. Men vi väljer här att illustrera en
möjlig lösningsstrategi med användning av komplexa tal:
Observera att sin ωt = Re(ie−iωt). För att hitta en partikulärlösning
görs ansatsen z(t) = Re(B+Ae−iωt). När detta sätts in i rörelseekvationen
blir den realdelen av följande ekvation

(−mω2 − icω + k)Ae−iωt + k(B − z0) + mg = −iA0p0e
−iωt.

Denna ekvation löses genom att välja B s̊a att de tidsoberoende ter-
merna kancellerar, och A s̊a att exponentialfunktionstermerna kan-
cellerar. (Observera att eftersom rörelseekvationen skall uppfyllas för
alla tider, s̊a blir A fullständigt bestämd trots att det egentligen bara
realdelen av ekvationen som skall satisfieras.)

Kritisk frekvens Allmänna lösningen till rörelseekvationen kan ut-
tryckas som summan av partikulärlösningen (fr̊an ovan eller fr̊an formel-
samling) och en allmän lösning till motsvarande homogena differential-
ekvation. Vi noterar att de specifika parametrarna antar numeriska
värden enligt följande

ωn =
√

k/m ≈ 27.9 s−1

ζ = c/(2mωn) ≈ 0.50

Detta är allts̊a ett exempel p̊a en svagt dämpad svängningsrörelse. P̊a
grund av dämpningen kommer lösningarna till homogena ekvationen
att avta exponentiellt med tiden. De beskriver rörelsens insvängning.
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Rörelsen efter insvängning beskrivs fullständigt av partikulärlösningen,
det är den som inneh̊aller den efterfr̊agade amplituden.

Svängningsamplituden ges av beloppet av A. Lättast att finna maxi-
mum är att finna frekvensen d̊a |A|−2 har minimum. Minimum bestäms
genom att derivera.

|A|−2 = | − mω2 − icω + k|2/(A0p0)
2 = ((mω2 − k)2 + c2ω2)/(A0p0)

2

=

(

ω2

ω2
n

− 1
)2

+
(

2ζ ω
ωn

)2

(A0p0/k)2

d|A|−2

d
(

ω2

ω2
n

) =
1

(A0p0/k)2

[

2

(

ω2

ω2
n

− 1

)

2
ω

ωn

+ 4ζ22
ω

ωn

]

.

|A|−2 har sitt minimum när derivatan är noll (s̊avida inte dämpningen
är överkritisk). Vi finner

0 =
ω2

ω2
n

− 1 + 2ζ2.

Med lösningen
ωc = ωn

√

1 − 2ζ2 ≈ 0.71ωn.

Med de givna parametervärdena f̊ar vi den sökta vinkelfrekvensen ωc =
19.8 rad/s.

4. Vi har allts̊a ett cartesiskt koordinatsystem (x, y, z) som roterar kring

en vertikal axel genom sitt origo med konstant vinkelhastighet ~Ω =
Ωŷ. Enligt schemat för att att uttrycka hastighet och acceleration i
rörliga koordinater som summa av relativ och medföringstermer har vi
~̈r = ~̈rrel + 2~Ω × ~̇rrel + ~Ω × (~Ω × ~r). Termerna är relativacceleration,
coriolisacceleration och centripetalacceleration. Rörelsen är begränsad
till att ske i vertikalplanet z = 0. Detta innebär att det förekommer en
tv̊angskraft riktad vinkelrätt mot planet och precis s̊a stor att partikeln
inte lämnar planet. Vi kan ställa upp de vanliga rörelseekvationerna i
x och y -led, för i dem bidrar inte normalkraften. De blir:

m(ẍ − Ω2x) = 0,

mÿ = −mg.

Vi har en ekvation utan y i och en utan x i. Det innebär att rörelserna
i x och y -led är oberoende och kan bestämmas och diskuteras var för
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sig. Rörelseekvationernas allmänna lösning är

x(t) = AeΩt + Be−Ωt,

y(t) = y0 + v0t −
1

2
gt2.

Vilka kvalitativt olika rörelsetyper finns? Detta är nog inte en allde-
les precis fr̊aga, man kan svara olika beroende p̊a vilka egenskaper
man anser är värda att se p̊a, och hur detaljerat man klassificerar. I
en möjlig klassificeringsmetod integrerar man först rörelseekvationerna
b̊ade framåt och bak̊at i tiden. Det ger en mängd möjliga banor som
man klassificerar utan att bry sig om var p̊a en bana systemet startat.
För rörelsen i horisontalled har man d̊a åtminstone följande kvalitativt
olika möjligheter.
1) Vid tillräckligt tidig tid rör sig partikeln mot rotationsaxeln. Den
saktar in, vänder, och rör sig slutligen bort fr̊an rotationsaxel. Detta
inträffar om A och B har samma tecken.
2) Partikeln rör sig först mot rotationsaxeln. Den saktar in, men har
s̊a stor fart att den aldrig vänder, utan passerar rotationsaxeln och rör
sig sedan bort fr̊an den. Detta inträffar när A och B har olika tecken.
3) Om A = 0 men B 6= 0 rör sig partikeln mot axeln med s̊a stor fart
att den varken vänder eller passerar axeln utan ständigt närmar dig
den med ständigt minskande fart.
4) Om A 6= 0 och B = 0 har man det tidsomvända fallet. Partikeln
befinner sig först mycket nära rotationsaxeln och har mycket liten fart,
fart och avst̊and ökar ständigt exponentiellt med tiden.
5) Slutligen, om b̊ade A och B är noll ligger partikeln i vila p̊a rota-
tionsaxeln.

Rörelsen i vertikalled kan bara vara av ett slag. Även om vi antar
att hastigheten vid en tillräckligt tidig tid är riktad upp̊at, kommer
partikeln, vid n̊agon tidpunkt, att vända och därefter är hastigheten
ned̊atriktad.
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5. Vi inför en rumsfix axel Ẑ och betraktar myntet i ett koordinatsys-
tem x1x2x3 som roterar med vinkelhastigheten ΩẐ. I detta system är
kontaktpunkten (som vi kallar för A) alltid vid ~rA = −Rx̂2.

x3

x2

Ω

θ

R

Figure 8.48

Alt. 1: Vi kan faktiskt inse redan fr̊an början att rotationsvektorn
måste ligga längs med x2-axeln. Vi vet ju nämligen att b̊ade myntets
mittpunkt samt kontaktpunkt är momentant stilla, och dessa måste
därmed definiera riktningen p̊a rotationsvektorn. Men l̊at oss visa detta
explicit nedan.

Alt. 2: Myntets totala rotationsvektor best̊ar av ovanst̊aende pre-
cessionsrörelse samt ett spinn runt symmetriaxel x3, dvs

~ω = Ωẑ + νx̂3. (1)

I det roterande koordinatsystemet syns enbart spinnrörelsen. Punk-
ten A rör sig därmed med hastigheten ~vA,rel = νRx̂1 relativt myntets
mittpunkt. Samtidigt gäller att denna punkts absoluta hastighet är
noll d̊a vi har rullning utan glidning. Sambandet

0 = ~vA = ~vA,rel + Ωẑ × ~rA = νRx̂1 + ΩR cos θx̂1, (2)

ger att ν = −Ω cos θ. Dvs spinnet är riktat längs med negativa x3-axeln
(vilket verkar rimligt om vi tänker oss hur kontaktpunkten rör sig sedd
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fr̊an myntets mittpunkt). Slutligen f̊ar vi d̊a den totala rotationsvek-
torn fr̊an (1) med ẑ = cos θx̂3 + sin θx̂2

~ω = Ω sin θx̂2. (3)

(b) För att f̊a periodtiden behöver vi ett värde för rotationshastigheten.
Detta kan vi f̊a mha av vridmomentsekvationen. Vi väljer naturligt det
stillast̊aende masscentrum som utg̊angspunkt.

Tröghetsmomentet kring x2-axeln är I2 = mR2/4 och rörelsemängds-

momentet f̊as ur sambandet ~L = I~ω, med ekv. (3), ~L = I2Ω sin θx̂2.
Tidsderivatan blir

d~L

dt
= ~Ω × ~L = Ω

mR2

4
(Ω sin θ) cos θ(−x̂1). (4)

Denna tidsändring måste ges av ett applicerat vridmoment. Detta
vridmomentet, map masscentrum, kommer fr̊an normalkraften. Notera
att denna är lika stor som tyngdkraften och att det inte kan finnas
n̊agon sidledes friktionskraft eftersom masscentrum st̊ar still! Vi f̊ar

~M = mgR cos θ(−x̂1). (5)

Med rörelseekvationen ~M = ~̇L f̊as slutligen precessionshastigheten och
motsvarande periodtid

Ω = 2

√

g

R sin θ
, T = π

√

R sin θ

g
. (6)

Vi noterar att periodtiden g̊ar mot noll d̊a θ → 0, dvs myntet wobblar
allt snabbare.

6. Systemet har tv̊a frihetsgrader men vi väljer änd̊a att skriva kinetiskt
och potentiell energi med tre koordinater, x, θ, φ (se figur). Slutligen
kan vi använda ett tv̊angsvillkor är att reducera antalet generaliserade
koordinater till tv̊a i Lagrangianen.

2R

2m

R

m

φ

θ

x

R cos θ
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(a) Potentiell energi V = −mgR cos φ.

(b) Kinetisk energi för cylindern

Tcyl =
1

2
2mẋ2 +

1

2
Icylθ̇

2, med Icyl =
1

2
2mR2.

(c) Notera att vi behöver den kinetiska energin för staven uttryckt i
ett inertialsystem

Tstav =
1

2
m ˙̄~r

2

+
1

2
Īstavφ̇

2

=
1

2
m

[

(

ẋ + R cos φφ̇
)2

+
(

R sin φφ̇
)2

]

+
1

2

1

12
m(2R)2φ̇2

=
1

2
m

(

ẋ2 +
4

3
R2φ̇2 + 2R cos φφ̇ẋ

)

.

(d) Utnyttja tv̊angsvillkoret rθ̇ = ẋ för att eliminera θ. Detta ger
Lagrangianen

L = T − V = m

(

2ẋ2 +
2

3
R2φ̇2 + R cos φφ̇ẋ + gR cos φ

)

.

(e) Lagranges ekvationer blir

x−led : 4ẍ +
d

dt

(

R cos φφ̇
)

= 0,

φ−led :
4

3
R2φ̈ +

d

dt
(R cos φẋ) + R sin φφ̇ẋ + gR sin φ = 0.

(f) Lös för små svängningar (x, φ små):

4ẍ + Rφ̈ = 0 ⇒ ẍ = −
1

4
Rφ̈

4

3
R2φ̈ + Rẍ + gRφ = 0 ⇒ φ̈ +

12g

13R
φ = 0.

med lösningen φ(t) = A sin
(
√

12g

13R
T

)

.

Den sökta periodtiden är T = 2π
√

13R
12g

.

Vi noterar ocks̊a fr̊an ovanst̊aende lösning att cylindern accelererar 180o

ur fas med staven, dvs åt andra h̊allet.
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