Tentamen — Mekanik F del 2 (FFM520)

Tid och plats: Tisdagen den 25 maj 2010 klockan 08.30-
12.301 V.
Hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, Lexikon, typ-

godkand miniraknare samt en egenhandigt
skriven A4 med valfritt innehall.
Examinator: Christian Forssén.
Jourhavande larare: Christian Forssén, 031-772 3261.

Betygsgranser: Tentamen bestar av sex uppgifter och varje uppgift kan

ge maximalt 6 podng (om ej annat anges). For att bli godkdnd krivs

minst 12 poédng pa uppgifterna 1-4 (inklusive eventuella bonuspoéng fran

inldmningsuppgift 1).

For dem som har klarat foregaende krav bestéams slutbetyget av poangsumman
fran uppgifterna 1-6 plus eventuella bonuspoéng fran inlamningsuppgifterna

enligt foljande granser:

12-23 poang ger betyg 3, 24-29 poang ger betyg 4, 30+ poang ger betyg 5.

Rattningsprinciper:  Alla svar skall motiveras (uppgift 1 undantagen i fore-
kommande fall) , inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Losningarna
forvantas vara vélstrukturerade och begripligt presenterade. Erhallna svar
skall, om mojligt, analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Skriv och rita
tydligt!

Vid tentamensrattning galler foljande allmanna principer:

e For full (6) poang kravs fullsténdigt korrekt 16sning.

e Mindre fel ger 1-2 poangs avdrag. Géller d&ven mindre brister i presen-
tationen.

e Allvarliga fel (t.ex. dimensionsfel eller andra fel som leder till orimliga
resultat) ger 3-4 poéngs avdrag, om orimligheten pekas ut; annars 5-6
poangs avdrag.

e Allvarliga principiella fel ger 5-6 poangs avdrag.

e Ofullstandiga, men for ovrigt korrekta, losningar kan ge max 2 poang.
Detsamma galler 10sningsforslag vars presentation ar omojlig att folja.

Lycka till!
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Obligatorisk del

1. (6 poang. 1 podng for 1 rdtt svar, 2p for 2 rdtta, 4p for 3 rdtta, 6p for
4 ritta. Endast svar skall ges. )

(i) Fyra olika cylindrar rullar nedfér samma lutande plan. Vilken eller
vilka cylindrar rullar ner snabbast. Bortse fran luftmotstand.

(a)

(b)

(c) Homogen cylinder med radie R och massa 2M.

(d) Thalig cylinder (enbart tunt skal) med radie R och massa M.

Homogen cylinder med radie R och massa M.

Homogen cylinder med radie 2R och massa M.

(ii) Hur stor rotationsenergi motsvarar jordens rotationsrorelse runt
sin egen axel (betrakta jordklotet som en perfekt sfar med massa m =
6 - 10! kg, radie r = 6.4 - 105 m)? Hur stor rotationsenergi motsvarar
jordklotets rorelse i sin planetbana runt solen (approximera denna som
en cirkelrorelse med radien R = 1.5 - 10" m)?

(iii) Ténk er ett lod som hénger ned lings med en skyskrapefasad pa
Manhattan. Tank er vidare forlingningen av denna lodlinje genom
jordklotet. Skulle denna forlangda lodlinje passera

(a
(b

) Strax soder om jordens tyngdpunkt.

)
(c) Strax norr om jordens tyngdpunkt.

)

Rakt genom jordens tyngdpunkt.

(d) Strax dster om jordens tyngdpunkt

(iv) Vilken eller vilka av nedanstaende situationer (som alla beskriver en
stel kropps rotation kring en fix punkt i rummet) uppfyller att rorelse-
mangdsmomentsvektorn m.a.p. denna fixa punkt standigt kommer att
vara parallell med rotationsvektorn?

[ samtliga fall galler att zyz ar de relevanta koordinataxlarna och dessa
axlar ar valda sa att alla deviationsmoment &r lika med noll.

(a) Allmén rotation kring fix punkt. Dvs rotationsvektorn har en
tidsberoende riktning.

(b) Rotationen sker kring en fix axel (som ej nédvéndigtvis samman-
faller med en huvudtréghetsaxel).
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(c¢) Alla huvudtroghetsmoment &r lika stora. Rotationen sker kring
en fix axel (som ej nédvindigtvis sammanfaller med en huvud-
troghetsaxel).

(d) Alla huvudtroghetsmoment &r lika stora. Rotationsvektorn har
dock en tidsberoende riktning.

2. En tradrulle vilar pa en horisontell, strav yta. Traden ar upprullad pa
en inre trissa med radien r medan rullens ytterradie ar R. Tradrullens
massa dr M och dess troghetsmoment runt symmetriaxeln &r I. Nagon
drar forsiktigt i traden pa det sétt som figuren visar (kraft F' riktad
vinkeln a snett uppat hoger). At vilket hall rullar tradrullen nir den
startar fran vila? Forutsatt att friktionen ar tillrackligt stor for att
forhindra glidning.

3. En kolv med massan m = 45 kg kan rora sig vertikalt under inverkan

av ett fluktuerande lufttryck p = pgsinwt. Rorelsen motverkas av en
fiaderkraft (k = 35 kN/m) samt en ddmpning (¢ = 1250 Ns/m). Vid
vilken frekvens w blir kolvens svangningsamplitud som storst?

P = pg Sin ot

kcL[[

4. En partikel med massa m kan rora sig fritt (utan friktion) i ett ver-
tikalplan som spanns upp av axlarna x (horisontell) och y (vertikal).
Detta plan roterar i sin tur kring den vertikala y-axeln med konstant
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vinkelhastighet € (positiv riktning uppat). Finn partikelns rorelse-
ekvationer i x och y koordinaterna. Los dessa och beskriv mojliga
rorelsemonster beroende pa begynnelsevillkor.

(5verbetygsuppgifter

5. Ett mynt som spinner kring en vertikal axel kommer snart att forlora
energi och borja wobbla pa bordsytan (se figur). Vinkeln 6§ kommer
gradvis att minska tills myntet slutligen faller. Antag att denna pro-
cess ar langsam och betrakta en period da vinkeln 6 ar konstant. Vi
kan ocksa anta att masscentrum ar stillastaende. Myntets radie ar R.
Myntet rullar utan att glida och kontaktpunkten ror sig med frekvensen
Q) runt bordsytan.

(a) Vad ar myntets vinkelhastighet uttryckt i det kroppsfixa xixoxs-
systemet?

(b) Hur stor &r periodtiden for kontaktpunktens cirkelrorelse och vad
hander da vinkeln # gar mot noll?

X2

vg vand
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6. En homogen cylinder med massan 2m samt radien R ligger pa en ho-
risontell bordsskiva sa att ena andytan precis sticker ut. I centrum
pa denna cirkuldra &ndyta sitter en homogen smal stav (massa m och
langd 2R) fritt ledad i sin ena &nde. Den &r alltsa upphéngd sa att den
kan pendla i ett vertikalplan vinkelrétt mot cylinderaxeln (se figur).
Bestam periodtiden fo6r denna pendelrdrelse (sma svingningar) under
antagandet att cylindern rullar utan att glida.

t/////////////////////////x////////////////////
VIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIva VIIVIIIIIIIIIIIIIIIva

2R

m
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Tid och plats: Tisdagen den 25 maj 2010 klockan 08.30-
12.301 V.
Losningsskiss:  Per Salomonsson och Christian Forssén.

Obligatorisk del

1. Rétt svar pa de fyra deluppgifterna

(i) (a) (b) (¢)
(ii) Rotationsenergierna ar 26 - 1028J och 27 - 10%2J, respektive.
(iil) (a)
(iv) () (d)
2. Rullen frildggs, och krafter utritas, se figur 1. Rorelseekvationen i
horisontalled (z at héger), och rorelseekvationen for rotation medurs

(vinkeln @ relativt vertikalaxeln) med avseende pa masscentrum, &r re-
spektive

mi = F'cosa — FY,
10 = RF; —rF.

Eftersom rullen rullar utan att glida r & = R och # = RA. Dessa ek-
vationer ger, genom eliminering av vinkelaccelerationen och den okénda
friktionskraften,

(m+I/R*# = F(cosa —1/R).

Svar: Rullen rullar at hdger om cosa > r/R, at vénster om cosa < /R
och inte alls om cosa = r/R.

Anm. Alternativt kan man anvianda rorelsemomentekvationen med
avseende pa kontaktpunkten i stillet for de bagge rorelseekvationerna
ovan. Det ger en nagot enklare 16sning. Kraften F' ar da den enda som
ger kraftmoment, och tecknet pa dess momentarm avgor rullningsrikt-
ningen.

3. Kolven kan frilaggas, se figur 1. Rorelseekvationen for kolvens vertikala
rorelse ar
mzZ = —cz —k(z — z9) — mg — Agpo sin wt,
dar Ay ar kolvens topparea. Man kanner igen den som den lineara
svangningsekvationen med dampning och en yttre harmonisk kraft och
en konstant kraft.
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Figure 1: Frildggning av tradrulle (vénster). Frildggning av kolv med tryck-
kraft och ddmpning (hoger).

Losning av rorelseekvationen: Losningen till ovan differentialek-
vation kan tas fran formelsamling. Men vi véljer har att illustrera en
mojlig 16sningsstrategi med anvandning av komplexa tal:

Observera att sinwt = Re(ie™™!). For att hitta en partikularlosning
gors ansatsen z(t) = Re(B+Ae™™?). Nir detta sitts in i rorelseekvationen
blir den realdelen av foljande ekvation

(—mw? —icw + k) Ae ™" + k(B — z) + mg = —iAgpoe ",

Denna ekvation loses genom att vilja B sa att de tidsoberoende ter-
merna kancellerar, och A sa att exponentialfunktionstermerna kan-
cellerar. (Observera att eftersom rorelseekvationen skall uppfyllas for
alla tider, sa blir A fullstandigt bestamd trots att det egentligen bara
realdelen av ekvationen som skall satisfieras.)

Kritisk frekvens Allméanna losningen till rorelseekvationen kan ut-
tryckas som summan av partikulérlosningen (fran ovan eller fran formel-
samling) och en allmén 16sning till motsvarande homogena differential-
ekvation. Vi noterar att de specifika parametrarna antar numeriska
varden enligt foljande

wp = \k/m=~279s"
¢ =c/(2mw,) =~ 0.50

Detta ar alltsa ett exempel pa en svagt dampad svangningsrorelse. Pa
grund av dampningen kommer losningarna till homogena ekvationen
att avta exponentiellt med tiden. De beskriver rorelsens insvangning.
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Rorelsen efter insvangning beskrivs fullstandigt av partikularlosningen,
det ar den som innehaller den efterfragade amplituden.

Svangningsamplituden ges av beloppet av A. Léattast att finna maxi-
mum ar att finna frekvensen da | A|~2 har minimum. Minimum bestidms
genom att derivera.

[AI7? = | = mw? —icw + k[*/(Aopo)” = ((mw® — k) + *w?) /(Aopo)*

(51 ()
N (Aopo/k)?
_92 9
Z TL"—Q) ) (Aopi/kf {2 (Zj— ) 1) e 442%%1 |

2
n

|A|~2 har sitt minimum nar derivatan ar noll (savida inte dimpningen
ar 6verkritisk). Vi finner

w2

0=——1+2¢
W,

n

We = wpV 1 —2C ~ 0.71lw,.

Med de givna parametervirdena far vi den sokta vinkelfrekvensen w, =
19.8 rad/s.

Med 16sningen

4. Vi har alltsa ett cartesiskt koordinatsystem (x,y, z) som roterar kring
en vertikal axel genom sitt origo med konstant vinkelhastighet O =
Qy. Enligt schemat for att att uttrycka hastighet och acceleration i
rorliga koordinater som summa av relativ och medforingstermer har vi

F= g + 20 X 7 + Q x (Q x 7). Termerna &r relativacceleration,

coriolisacceleration och centripetalacceleration. Rorelsen ar begransad

till att ske i vertikalplanet z = 0. Detta innebar att det forekommer en
tvangskraft riktad vinkelratt mot planet och precis sa stor att partikeln

inte lamnar planet. Vi kan stalla upp de vanliga rorelseekvationerna i

x och y -led, for i dem bidrar inte normalkraften. De blir:

m(i — Q*x) =0,

mi = —mg.

Vi har en ekvation utan y i och en utan x i. Det innebar att rorelserna
i x och y -led ar oberoende och kan bestdmmas och diskuteras var for
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sig. Rorelseekvationernas allmanna losning ar
z(t) = Ae® 4 Be ™,

y(t) = yo + vot — %th-
Vilka kvalitativt olika rorelsetyper finns? Detta ar nog inte en allde-
les precis fraga, man kan svara olika beroende pa vilka egenskaper
man anser ar varda att se pa, och hur detaljerat man klassificerar. I
en mojlig klassificeringsmetod integrerar man forst rorelseekvationerna
bade framat och bakat i tiden. Det ger en méngd mojliga banor som
man klassificerar utan att bry sig om var pa en bana systemet startat.
For rorelsen i horisontalled har man da atminstone foljande kvalitativt
olika mojligheter.
1) Vid tillrdackligt tidig tid ror sig partikeln mot rotationsaxeln. Den
saktar in, vander, och ror sig slutligen bort fran rotationsaxel. Detta
intraffar om A och B har samma tecken.
2) Partikeln ror sig forst mot rotationsaxeln. Den saktar in, men har
sa stor fart att den aldrig vander, utan passerar rotationsaxeln och ror
sig sedan bort fran den. Detta intraffar ndr A och B har olika tecken.
3) Om A =0 men B # 0 ror sig partikeln mot axeln med sa stor fart
att den varken vander eller passerar axeln utan standigt narmar dig
den med standigt minskande fart.
4) Om A # 0 och B = 0 har man det tidsomvéanda fallet. Partikeln
befinner sig forst mycket néara rotationsaxeln och har mycket liten fart,
fart och avstand okar standigt exponentiellt med tiden.
5) Slutligen, om bade A och B &r noll ligger partikeln i vila pa rota-
tionsaxeln.

Rorelsen i vertikalled kan bara vara av ett slag. Aven om vi antar
att hastigheten vid en tillrackligt tidig tid ar riktad uppat, kommer
partikeln, vid nagon tidpunkt, att vanda och darefter ar hastigheten
nedatriktad.
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5. Vi infor en rumsfix axel Z och betraktar myntet i ett koordinatsys-
tem 12913 som roterar med vinkelhastigheten €27. I detta system ar
kontaktpunkten (som vi kallar for A) alltid vid 74 = —RzZ».

Alt. 1: Vi kan faktiskt inse redan fran borjan att rotationsvektorn
maste ligga langs med xo-axeln. Vi vet ju namligen att bade myntets
mittpunkt samt kontaktpunkt &r momentant stilla, och dessa maste
darmed definiera riktningen pa rotationsvektorn. Men lat oss visa detta
explicit nedan.

Alt. 2: Myntets totala rotationsvektor bestar av ovanstaende pre-
cessionsrorelse samt ett spinn runt symmetriaxel x3, dvs
W =02+ vis. (1)

I det roterande koordinatsystemet syns enbart spinnrorelsen. Punk-
ten A ror sig dirmed med hastigheten U4, = v R, relativt myntets
mittpunkt. Samtidigt galler att denna punkts absoluta hastighet ar
noll da vi har rullning utan glidning. Sambandet

OZUA:5A7r61+Q,€’ XFA:Vle—f-QRCOS@JAZl, (2)

ger att v = —(2cos 6. Dvs spinnet ar riktat langs med negativa xs-axeln
(vilket verkar rimligt om vi tédnker oss hur kontaktpunkten ror sig sedd
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fran myntets mittpunkt). Slutligen far vi da den totala rotationsvek-
torn fran (1) med Z = cos 03 + sin 07

& = Qsin 0. (3)

(b) For att fa periodtiden behdver vi ett varde for rotationshastigheten.
Detta kan vi fa mha av vridmomentsekvationen. Vi véljer naturligt det
stillastaende masscentrum som utgangspunkt.

Troghetsmomentet, kring zo-axeln ar I, = mR?/4 och rorelsemangds-
momentet fas ur sambandet L = I, med ekv. (3), L = [, sin 0.
Tidsderivatan blir

dL mR2

(Qsin @) cos O(—). (4)

Denna tidsdndring maste ges av ett applicerat vridmoment. Detta
vridmomentet, map masscentrum, kommer fran normalkraften. Notera
att denna ar lika stor som tyngdkraften och att det inte kan finnas
nagon sidledes friktionskraft eftersom masscentrum star still! Vi far

M = mgR cos 0(—i1). (5)

Med rérelseekvationen M = L fas slutligen precessionshastigheten och
motsvarande periodtid

g Rsind
Q=2/——— T = :
Rsin6’ m g (6)

Vi noterar att periodtiden gar mot noll da # — 0, dvs myntet wobblar
allt snabbare.

6. Systemet har tva frihetsgrader men vi véljer &nda att skriva kinetiskt
och potentiell energi med tre koordinater, x,0, ¢ (se figur). Slutligen
kan vi anvédnda ett tvangsvillkor ar att reducera antalet generaliserade
koordinater till tva i Lagrangianen.
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(a) Potentiell energi V' = —mgR cos ¢.

(b) Kinetisk energi for cylindern

1 1 . 1
Tey = §2mi‘2 + EICYIGQ’ med [y = §2mR2.

(c) Notera att vi behover den kinetiska energin for staven uttryckt i
ett inertialsystem

1 2 1= .
Tstav =-_mr + _Istav¢2

2 2
— %m {(x + Rcos ¢¢>2 - <R sin gzﬁgb) 2} + %1—12771(2]%)%2
1

4 .. .
=5m (5:2 + §R2¢2 + 2R cos nggbx') .

(d) Utnyttja tvangsvillkoret rf = & for att eliminera 6. Detta ger
Lagrangianen

2 . .
L=T-V=m (2562 + §R2¢2 + Rcos ¢pox +gRCOS¢) )
(e) Lagranges ekvationer blir

r—led : 4z + % (R cos gbgb) =0,

4 . d .
p—led : §R2¢ +— (Rcos ¢i) + Rsin ¢oi + gRsin ¢ = 0.

(f) Los for sma svangningar (x, ¢ sma):
. 1 -
4E+RE=0 = i=—R$

SO R+ gRO=0 = G+ to=.

med 16sningen ¢(t) = Asin ( g—lg%T).

Den sokta periodtiden &r 7' = 27, /138

12g

Vi noterar ocksa fran ovanstaende 10sning att cylindern accelererar 180°
ur fas med staven, dvs at andra hallet.
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