Tentamen i Mekanik for F, del 2 (galler aven som tentamen i Mekanik F, del B)
Fredagen 18 januari 2008, 08.30-12.30, V-huset

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Per Salomonson, tel. 7723231

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, typgodkand kalkylator, lexikon, samt en egenhandigt
skriven A4-sida med valfritt innehall.

Alla svar , utom till uppgift 1, skall motiveras, inférda storheter forklaras liksom val av metoder. Lésning-
arna forvantas vara valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhalina svar skall i forekommande
fall analyseras m.a.p. dimension och rimlighet. Aven skisserade l6sningar kan ge delpoang. Skriv och
rita tydligt!

Tentamen ar uppdelad i tva delar. Den obligatoriska delen omfattar uppgifterna 1-3, totalt 40 poang,
varav 20 kravs for betyg 3. Forutsatt att kravet for betyg 3 ar uppfyllt rattas aven dverbetygsdelen,
uppgifterna 4 och 5. For betyg 4 kravs 40 poang, och for betyg 5 50 poang, av maximalt 60 pa de tva
delarna sammanlagt. Lycka till!

Obligatoriska uppgifter

. Ange, utan motivering, ratt svarsalternativ pa delfragorna a-h. Endast ett alternativ per delfraga. (Det
gar bra att ringa in pa detta blad.)

a) En bil med massan 1.0 ton kor rakt norrut med farten 100 km/h pa 30° sydlig bredd. Vad &r cori-
oliskraften pa bilen?

1.0 N vasterut 1.75 N vasterut 1.0 N o6sterut 1.75 N Gsterut

b) Om bilen i uppgift a) istéllet befinner sig vid ekvatorn och kor 6sterut, at vilket hall &r corioliskraften
riktad?

framat bakat uppat ingenstans, den ar noll

¢) En kula fastsatt i ett snore pendlar under inverkan av tyngdkraften. Vilket av alternativen beskriver
bést kulans acceleration i de fem ldgena da den &r pa vig at hoger i figuren (de yttersta ldgena ar kulans
vandlagen)?



d) Hur stort dr tréghetsmomentet m.a.p. symmetriaxeln for cirkelskivan med ett centralt placerat hal
enligt figuren (kroppens massa ar m)?

€

sm(a® — b?) im(a® — b?) 1m(a® + b?) im(a® + b?)

e) Om ladngderna for skivan i uppgift d) gors dubbelt sa stora (med samma massa per areaenhet), hur
manga ganger storre blir troghetsmomentet?

2 4 8 16

f) En bisvarm bestaende av 10.000 bin flyger sa att dess totala rorelseméngd vid ett visst 6gonblick &r D

och dess rorelseméangdsmoment m.a.p. svirmens masscentrum ar j. Vilket av pastaende om svarmens
kinetiska energi T" ar korrekt?

T ar bestamd T maste vara en T kan forandras Virdet pa T beror
av E och j. rorelsekonstant. med tiden, men pa varje enskilt
bara om mass- bis fart.
centrums hojd
forandras.

g) En partikel med massan m ror sig i en s.k. Lennard—Jones-potential,

vir =1 [(2)° - (2)].

som ofta anvands for att modellera krafter mellan neutrala atomer eller molekyler.
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Vilket av foljande pastaenden stdmmer?



Minimipunkten Med tillrackligt Ju storre varde Vinkelfrekvensen

ar ett labilt hog kinetisk en- parametern ¢ har, fOr sma svingningar
jamviktslage. ergi kan partikeln  desto storre blir kring jamviktslaget
komma &nda till energin i jamvikts-  &r nagot dimensions-
r=0. laget. 16st tal ganger
mir2 '

h) Man berdknar troghetsmatrisen for en plan (tvadimensionall) kropp, och far resultatet

[4 1],
1= [ 1 4 ] kgm~.
Hur stora ér kroppens huvudtréghetsmoment (i kgm?)?

Bada ar 4 5 och 3 4 och 1 4 och 0

(max 18 poéng: 3 poing for varje korrekt svar utéver 2 stycken)

. En tunn rak homogen pinne med massan m och langden ¢ ar fritt upphéngd i sin ena &nde. Férutom
tyngdkraften och krafterna i upphédngningspunkten paverkas den av en luftmotstandskraft, som per
laingdenhet &r proportionell mot hastigheten med proportionalitetskonstant c¢. For vilket véirde pa c
ar sma svangningar kring jamviktsliget kritiskt ddmpade? Betrakta endast plan rérelse. Glém inte
dimensionskontroll!

(10 poéng)

. En person skall stota ivig en biljardboll (se figuren) och vill att bollen inte skall glida mot underlaget,
utan rulla. Bestdm hojden h i figuren sa att detta sker, ndr man givit den en horisontell knuff med
biljardkén (pinnen), oberoende av friktionskoefficienten mot underlaget.

(12 poéng)




Uppgifter for dverbetyg

4. Om man slar upp planeten Mars pa wikipedia.org far man bl.a. féljande uppgifter:

Aphelion 249,228,730 km
Perihelion: 206,644,545 km
Semi-major axis: 227,936,637 km
Eccentricity: 0.09341233
Orbital period: 686.9600 days

Avg. orbital speed: 24.077 km/s

Kontrollera om uppgifterna iir inbérdes konsistenta. Givet Newtons konstant (G =~ 6.67x107* Nm?kg~1),
berékna solens massal
(10 poéng)

5. En stel kropp bestar av en smal vertikal homogen stang med langden 100 cm och massan 10 kg, en ho-
risontell stang av samma material med ldngden 25 cm samt ett homogent klot med radien 25 cm och mas-
san 5 kg enligt figuren. Berdkna det vridande moment med vilket kroppen paverkar infastningspunkten
A da den roterar runt en axel l&ngs den vertikala stangen med 10 varv per sekund.

(10 poéng)




Losningar till tentamen i mekanik del 2 for F, den 18/1-2008.

1. Om de fyra svarsalternativen pa varje fraga kallas A B C D respektive sa ar de ratta
svaren:

a) B,b) C,c) B,d) D,e) Df)D, g) D, h) B.

2. Det ar fragan om en stel kropps rorelse i vertikalt plan. Anvinder rorelsemangdsmoment-
lagen, L = M, med avseende pa upphéingningspunkten. Kraftmomentet orsakas av
gravitations- och luftfriktions-krafter, sa ekvationen kan skrivas

16 = M, + M;

dar 0 ar utslagsvinkeln. Troghetsmomentet ar I = mf¢?/3. Gravitationskraftens moment
ar, i approximation giltig for sma vinklar, M, = —mg(¢/2)sinf ~ —mg(¢/2)6. Friktions-
kraftens moment beraknas genom att tanka sig staven uppdelad i sma bitar och summera
momenten pa alla smabitarna med en integral

¢

: 1 ..

M; = —/ dzrc(x0)z = —§c€39
0

(Faktorn i parentesen dr smabitens hastighet.) Rorelseekvationen kan nu skrivas
6+ (ct/m)d + (3g/20)8 = 0
Detta ar ekvationen for dampad harmonisk svangning, kritiskt dampad nér
(ct/m)* = 4(3g/2¢), dvs c=m+/6g/03.
Dimensionskontroll: Definitionen av c¢: kraft = c-langd-hastighet, ger

[kraft] ML LL M

] = [lingd][hastighet] T2 / T LT

Detta stdmmer med dimensionen enligt vart uttryck for c:

B i L M

] = Imv/69/6°] = M\| 7575 = 77

3. Stoten tillfor under kort tid en horisontellt riktad rorelseméngd p till bollen (om man vill
kan man ténka sig den som p = F' dt), som ger dess masscentrum en hastighet v at vénster.
Samtidigt tillfor den bollen ett rorelsemangdsmoment med avseende pa masscentrum
p(h — a), som ger den en rotationshastighet w moturs. De enda aterstaende krafter
som verkar pa bollen &ar gravitationskraften och normalkraften fran bordet, som precis
balanserar varandra. Rorelsemangdslagen, rorelsemangdsmomentlagen, samt villkoret att
bollen inte glider mot bordet ger ekvationerna

p=mu (h—a)p = Iw = (2ma®/5)w v =aw

Dessa ekvationer ger ett samband mellan h och r (man far det tex genom att dividera
andra ekvationens bagge led med forsta ekvationens motsvarande, samt eliminera w med
hjalp av den tredje). Detta samband kan skrivas h = 7a/5 som &r det sokta svaret.



4. De fyra forsta kvantiteterna handlar alla om banans storlek och form. Den &r ju en
ellips som beskrivs av tva parametrar, sa har finns tva konsistensrelationer att kolla.
Tex kan banan beskrivas i polédra koordinater som r = ¢/(1 — ecosf). Da &r perihelion
ri = ¢/(1 + e), aphelion 7, = ¢/(1 — e), halvstoraxeln a = (r; + r9)/2 = ¢/(1 — €?),
halvlillaxel b = ¢/v/1 — €2 och (ro —r1)/2 = ec/(1 — €?). Jag viljer foljande tva samband

= (1 +13)/20 = (249228 730 + 206 644 545)/2 km = 227 936 637.5 km
e=(rg—r1)/(ro+1m1)=0.093412330

De stdmmer sa bra som ar mojligt. De aterstaende tva givna kvantiteterna beror ocksa pa
planetens hastighet. De ar relaterade till varandra genom att omloppstiden multiplicerad
med medelhastigheten ar banans langd, T'v = ¢, och banans lingd ar forstas bestamd av
de foregaende parametrarna. En svarighet ar att det inte finns nagot enkelt uttryck for el-
lipsens omkrets i tex a och b analogt med cirkelns omkrets uttryckt i radien. Jag utnyttjar
i stallet att banan ar nastan cirkulér till en approximationsmetod: Ellipsens ekvation kan
skrivas (z/a)? + (y/b)? = 1. Jamforelse av denna ekvation med ”trigonometriska ettan”
ger en parameterframstallning av de cartesiska koordinaterna, r = asinv, y = bcos.
Differentiering ger

di? = dx* + dy* = ((acosp)? + (bsin)?) dip? = a*(1 — e*sin® 1)) do)?,

dl = dipar/1 — e?sin?+p = dyp a(1 — (1/2)e*sin® ¢ — (1/8)esin* ).

Hir har termer av storleksordning ef forsummats. De #r helt forsumbara i det aktuella
fallet. Detta approximativa uttryck ar inte svart att integrera. Det ger

¢ =2ra(l — /4 — 3¢*/64) = 2 (1 — 0.002 181 466 — 0.000 003 569) = 1 429 038 792 km.

Medelhastigheten berédknad fran givna omloppstiden blir v = ¢/T = 24.076 803 km/s.
Har ar sista siffran insignifikant eftersom 7" gavs med 7 siffror. Slutsatsen ar att de 2
sista givna kvantiteterna ar konsistenta med varandra. Man kan ocksa konstatera att
e-termen inte behévts for denna koll eftersom v givits med bara 5 siffror. En alternativ
approximationsmetod som ger ritt e?-term men fel e*-term, och som darfér dugit i vart
fall, vore att approximera parabelns omkrets med omkretsen av en cirkel vars radie ar
medelvérdet av halvstoraxel och halvlillaxel.

Slutligen kan vi anvanda formeln for omloppstiden till att berdkna solens massa M.
(T/2m)2 MG = a® ger med givna sifferuppgifter, M = 1.9897 - 103°kg. Héar ar de 2 sista
siffrorna osékra eftersom G givits med bara 3 siffror.

5. Infor ett kroppsfixt hogerorienterat koordinatsystem sadant att AB ligger pa negativa
z-axeln och BC' pa positiva z-axeln. Den stela kroppens rorelse ar alltsa en ren rota-
tionsrorelse med konstant rotationshastighet pa formen 0=z kring origo. Uppgiften
kan forstas losas pa lite olika satt. Man kan stélla upp rorelseekvationerna for translation
och rotation for hela kroppen. Alternativt kan man dela upp kroppen i delar , och stéalla
upp rorelseekvationer for dem. Har valjs det senare alternativet. Det blir fler ekvationer
eftersom det ar flera delar, men de blir enklare eftersom delarna kan véljas mer sym-
metriska. Jag tanker mig nu den stela kroppen uppdelad i tre delar, vertikala staven AB,
horisontella staven BC', och klotet, och ser forst pa mekaniken for varje del for sig.



Klotets masscentrum ror sig med hastigheten v, = (b 4 )22,

och har dérfor acceleration O x @, = —(b + r)Q%2. Det méste B_P

darfor paverkas av en nettokraft —(b + r)Q*my2. Denna kraft

maste vara en kontaktkraft i C' fran staven BC, och staven BC'
maste paverkas i C' av dess motkraft (b + r)Q*m;2. Samtliga
rorelseekvationer for klotet ar uppfyllda med denna enda kraft, a
sa nagra fler krafter behover inte verka pa det. Pa liknande satt
finner man att nettokraften pa staven BC ar —(b/2)Q*mpc1,

och detta fordrar en kontaktkraft —(b/2)Q*mpci — (b+7)Q? uxd

i B. Med dessa krafter ar samtliga rorelsemangds- och rorelse- A
mangdsmoment-ekvationer for staven BC' uppfyllda. I B verkar
darfor motkraften Fz = ((b/2)mpe + (b4 r)my)Q2%% pa AB.

Staven AB, slutligen, har konstant rérelseméngd och konstant rérelseméngdsmoment (de
ar noll eftersom staven &r tunn, sa att dess alla delar ror sig med férsumbara hastigheter).
For den rader darfor kraftjamvikt och momentjamvikt. Eftersom enda krafterna pa staven
ar kontaktkrafterna i B, som vi beraknat, och kontaktkrafterna i A, sa bestammer dessa
jamviktsekvationer kontaktkrafterna i A. Momentjamvikt map A ger sokta kraftmo-
mentet som verkar pa stela kroppen i A,

My = —a2 x Fg = —a((b/2)mpc + (b+ r)my,) Q%) =
—1[(0.25/2)(10 - 0.25) + (0.25 + 0.25)5](10 - 27)?*)Nm = —11.10kNmy.

(Dessutom verkar en kraft lika stor som kraften pa staven AB i B.)

Anm: Jag har forsummat gravitationskraften i denna rakning. Gravitationskrafterna pa
kulan och pa AB ger kraftmoment map A, ((b/2)mpc+(b+7r)my)gy = 0.03kNm. Tar man
hansyn till gravitationskraften sa maste kraftmomentet i A 6kas nagot till —11.13kNmyg.
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