Tentamen i Mekanik for F, del 2 (géller &ven som tentamen i Mekanik F, del B)
Fredagen 26 augusti 2005, 08.30-12.30, V-huset

Examinator: Martin Cederwall

Jour: Goran Niklasson, tel. 7723194

Tilldtna hjalpmedel: Physics Handbook, Beta, typgodkand kalkylator, lexikon, samt en egenhandigt
skriven A4-sida med valfritt innehall.

Alla svar skall motiveras, inforda storheter forklaras liksom val av metoder. Lésningarna férvantas vara
valstrukturerade och begripligt presenterade. Erhalina svar skall i forekommande fall analyseras m.a.p.
dimension och rimlighet. Aven skisserade I6sningar kan ge delpoéng. Skriv och rita tydligt!

Tentamen ar uppdelad i tv& delar. Den obligatoriska delen omfattar uppgifterna 1-3, totalt 40 po&ng,
varav 20 kravs for betyg 3. Forutsatt att kravet for betyg 3 ar uppfyllt rattas aven overbetygsdelen,
uppgifterna 4 och 5. For betyg 4 kravs 40 poéng, och for betyg 5 50 poang, av maximalt 60 pa de tva
delarna sammanlagt. Lycka till!

Obligatoriska uppgifter

. For att modellera krafter mellan tva atomer, speciellt ddelgaser, anvands ofta den s.k. Lennard—Jones-

potentialen, som har utseendet
o 12 N
V(r) = 4e {(—) - (—) } .
r r

Den forsta termen ger en repulsiv kraft pa sma avstand, och den andra en attraktiv kraft, van der Waals-
kraft, pa stora avstand. Skissera potentialen! Bestdm jamviktsavstandet ro mellan de tva atomerna och
bindningsenergin Fy (som &r skillnaden mellan potentialens virde i oéndligheten och i jamviktslaget,
Ey =V (o0)—V(rp))! Om de tva atomerna bada har massan m, vad blir vinkelfrekvensen for sma radiella
svangningar kring jamviktsléget?

(15 poéng)

. En bowlingbana &r 19.16 m lang och 1.07 m bred. Bowlingklotet viger i allmédnhet mellan 10 och 16
pounds (1 pound = 0.454 kg). Undersok, under rimliga antaganden, huruvida corioliskraften kan vara
vasentlig vid bowlingspel! Om sa skulle vara fallet, kan spelaren pa nagot sdtt minimera dess inverkan?
(10 poéng)



3. En tradrulle bestar av en homogen cylinder med massan p och radien p, samt tva likasa homogena
“gavlar”, vardera med massan m och radien r. Den vilar pa ett horisontellt bord, mot vilken friktionen
ar tillracklig for att forhindra glidning. Man drager i traden med kraften F' som bildar vinkeln o mot
horisontalen enligt figuren. At vilket hall borjar tradrullen rulla? Hur stor blir dess acceleration?

(15 poéng)

Uppgifter fér dverbetyg

4. En rotationssymmetrisk kropp ar uppbyggd av en latt axel med langden ¢, pa vilken en tunn homogen
cirkelskiva med radie r och massa m ar fastad vinkelratt mot axeln. Axelns dnde &r momentfritt fastad i
en punkt O pa ett horisontellt plan, och cirkelskivan rullar utan glidning under planet sa att precessions-
hastigheten runt vertikalen genom O &r 2. Hur stor maste precessionshastigheten vara for att rérelsen
skall vara mojlig? Bestdm kraften pa kroppen fran infastningen i punkten O samt kontaktkraften pa
cirkelskivan i kontaktpunkten med planet (det far forutséttas att den senare saknar horisontell kompo-
nent) till storlek och riktning!

(10 poéng)
@]

5. En roterande motor star pa fjidrar med férsumbar ddmpning. En obalans i rotorn gor att den paverkas
av en vertikal troghetskraft mav? cosvt, dir m, a och v #r konstanter. Motorns totala massa &r M.
Man finner att motorn vid normal drift rakar i valdsamma svingningar (resonans). Genom att fasta en
kropp med massan K pa motorn kan man nedbringa amplituden. Alternativt kan man sétta en dampare
parallellt med fjadrarna. Vilken ddmpkonstant (proportionalitetskonstant mellan hastighet och kraft) b
skall i sa fall valjas om man vill ha samma reduktion av svingningens amplitud?

(10 poéng)
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Uppgift 1
Skiss: V(r)

Kraften mellan atomerna bestims av potentialens derivata:

F(r)=—%=%{l2(%)l3—6(%j}

Jamviktsldget ry bestams av att kraften F(ry) skall vara noll, vilket ger
r=%0=1120

Bindningsenergin blir

wer=e7] (] i)

I nirheten av jamviktsldget kan vi anvinda Taylorutveckling och forsumma termer av
hogre ordning 4n kvadratisk, vilket ger

V(r)=V (5)+ 5 k(r=n)

5 14 8
k= d‘2/ :4_5 12-13 Z =67 Z :2428[ 27?3_ ’47/%}
dr — r r o |2 27

_24e| 137 | T2¢
RPN Y - 243 | T %/50_2
Vi har nu reducerat modellen till en harmonisk oscillator med fjdderkonstanten k£ och

massan m/2 (den “reducerade massan” for tvakroppssystemet). Vinkelfrekvensen for
sma sviangningar blir alltsa

oo |2k _ | 14de 12 | & 05 €
m me* 2\ mo? "\ mo?

vol2 [=
2\ mo?

dar

Svar: r, = 20 ; Ey=¢



Uppgift 2

Lat oss undersoka det virsta tinkbara fallet. Det innebar spel vid nordpolen eller
sydpolen, eftersom det &r dér corioliskraften dr som storst. Vi kan vid polerna bortse
fran att jorden r sfirisk och alltsa betrakta jordytan som en plan karusell, dir vi for
enkelhets skull antar att bowlingklotet kastas ut fran mitten (polen), d.v.s. fran en punkt
som dr i vila. Corioliskraften gor att klotet tycks vika av at sidan i stéllet for att rora sig
ratlinjigt, d.v.s. rorelsen tycks strida mot Newtons forsta lag, men ser vi det hela i ett
storre perspektiv kan vi i stdllet beskriva det som att klotet ror sig rétlinjigt medan malet
(kdglorna) flyttar sig at sidan for att de foljer med i jordens rotation. Under ett dygn (T
=24-3600 s) flyttar sig malet strickan 2L dar L &r banans ldngd (L = 19,16 m). Under
den tid ¢ da klotet dr i rorelse ldngs banan hinner malet alltsa flytta sig en stricka d som
ges av

o= 27rLi
T

Med t =2 s fas =3 mm och med ¢ = 3 s fas =4 mm. Pa mera normala breddgrader
blir avvikelsen mindre och vid ekvatorn blir den noll. Med anvindning av det formella
uttrycket for corioliskraften finner man att ovanstaende uttryck for o skall multipliceras
med sinus for latitudvinkeln.

Huruvida ett par millimeters avvikelse dr visentlig eller inte dr svart att sédga for den
som inte har egen erfarenhet av bowling, men troligen dr det ovisentligt. I praktiken gor
man forstas inga berdkningar utan man lar sig spelet genom “trial and error”, vilket
innebdr att man automatiskt bygger in hiansynstagande till alla relevanta faktorer. Om
corioliskraften spelar en visentlig roll sa skulle spelare fran nordliga ldnder fa problem
nér de tdvlar i t.ex. Australien. Sa &r veterligen inte fallet.

Om man av nagon anledning vill minimera bidraget fran corioliskraften kan man forstas
gora det genom att kasta klotet med stor hastighet, sa att tiden ¢ blir liten, men det skulle
kanske paverka spelet negativt i andra avseenden.

Svar: Avvikelsen dr hogst ett par millimeter och spelar sannolikt ingen praktisk roll.

Uppgift 3

At vilket hall tradrullen borjar rulla avgors av rikt-
ningen hos kraftens moment med avseende pa kontakt-
punkten mot underlaget. I grinsfallet att kraftens verk-
ningslinje gar genom kontaktpunkten kommer rullen
varken att rulla at vinster eller at hoger (om man drar
tillrdckligt hart borjar den glida utan att vrida sig, men i
texten forutsitts att friktionen ér tillricklig for att for-

hindra detta).
Med hjilp av figuren ser man att i griinsfallet giller cos & = p/r . Rullningen blir &t
vénster om ¢ > arccos (p/r)och ét hdger om o <arccos(p/r).

For att bestimma accelerationens storlek krivs en mera detaljerad analys. Vi later M
beteckna tradrullens sammanlagda massa och a dess tyngdpunktsacceleration, riknad

positiv at hoger. Med kraftbeteckningar enlig figuren ger lagen for masscentrums
rorelse ekvationerna

Ma=Fcosa—-T
0=N+Fsina—Mg
Vid rullning utan glidning giller att vinkelacce-

lerationen &r a/r (med positiv riktning medurs).
Impulsmomentlagen m.a.p. masscentrum ger da




14=1r-Fp
r

dir I dr tréghetsmomentet m.a.p. masscentrum. Ur dessa tre ekvationer kan vi
bestimma a, N och T. Resultatet for a ar

4= rcosza—p P
Mr-+1

Vi noterar att tecknet pa a stimmer med vad som sades inledningsvis om rullningens
riktning. Nu aterstar bara att uttrycka M och [ i de givna storheterna g, m, p och r:

M =u+2m
Lo, 1, 5
I1=— +—2mr
2 a 2
Efter lite algebra fés svaret.

rcosa—p
2ur’ +6mr’ + up*

Svar: a= 2r[ jF med positiv riktning at hoger.

Uppgift 4
For att beskriva rorelsen infor vi tva koordinat-
system: ett kroppsfixerat system £n¢ och ett
rumsfixerat system xyz, bada med origo i O. o
Kroppens symmetriaxel ér {-axeln, och den
: : . ] r
rumsfixa z-axeln pekar vertikalt nedat. Mot-
svarande basvektorer betecknas med “hattar’:

€,2. Vinkeln mellan (~axeln och z-axeln beteck- ¢
nas med @. Den ir relaterad till de givna stor-

heterna r och [ genom sambandet <
l
@ = arctan —
’

Kroppens rotationsvektor kan skrivas

0=0,+0,

dir @, beskriver precessionen och @, beskriver
spinnet kring symmetriaxeln:

o, =07
®, =0k

Spinnet @ kan uttryckas i precessionshastigheten (2 med hjélp av rullningsvillkoret,
vilket ger (observera tecknet)

[2 2
a)S:_r—HQ:_ Q
r cos @

Kroppens rorelsemiangdsmoment L. med avseende pa punkten O &r
L=l.0t+I,00+1.08
ddr Ig I och I dr de tre huvudtroghetsmomenten. P4 grund av rotationssymmetrin

giller att I;, = Iz Uttrycket for rorelsemangdsmomentet kan da omformas pa foljande
satt:

L= 1§w§§+1§a)nﬁ+1§a)§§+(1§ —Ié)a)gc = 1§m+(1§ —I§)w§§



Med hjilp av figuren ser vi att
W, =@, +£2cosb
vilket ger
L=1,(2+08)+(I,~1;)(@ +2c0s0){ =122+ | I,0,+(I,~1,) 2cos 6 ¢

sin’ @

=1¢m+{—1§ +(I§—I§)_Qcos€}é=15_(22—£15 +I§c050j[2(:

cosd cos @

dér vi anvént rullningsvillkoret for att utrycka @ i £2. Nista steg &r att bestimma
tidsderivatan av L:

dL sin® @ s
— =0 xL=0QIx|1.Q272—|1,——+1.cos@
dt r { ¢ ( “cos ¢ ]QC}

.2
:(14 i 9+I§cos9]_(22Cxi

cosd
Det vektoriella kraftmomentet med avseende pa O ar F,
T=1Cxmgi +— 12 Ex Nz
sin” @ p
N ). h N
=| mg+ ICxz
( 8 sin’ 6’} ¢
Impulsmomentlagen dL/dr =T ger nu mg
sin” @ ) N
I +1.cos0 | 2" =| mg+ [
[ “cos@ ¢ § sin® @
N = sin” 0 (I sin® @+ 1, cos” 67).(22 —mgsin® @
lcos@ " ¢ :

For att N skall vara positiv maste precessionshastigheten £2 uppfylla villkoret

0> mgl
I, sin’ @+1,cos’ 0
Kraftkomponenterna F), och F}, i punkten O bestims ur lagen fér masscentrums rorelse:
.2
sin” @

F,=mg+N =mgcos’ 8+ (Iévsin219+14_,cos,249).02

lcos@
F, =m&2’sin@

Nu aterstar bara att sitta in utryck for siné, cos @, Izoch I :

sine——l ; cos=——
\/72+12’ NP+
ISt =lmr2+ml2; I§ =lmr2
4

Efter lite enkel algebra fas svaret

1 |4gl (r2 +1 2)
Svar: Villkoret ir att Q22— |———
r r-+6l

2 2
Tryckkraften i kontaktpunkten &r N = % ( r*+6l° ) —mg 21_
’

2
INENE +i



mlr?* r?

Den vertikala kraftkomponenten i O ér F=————(r+60°)+mg——
4+ 1 ri+l
272
Den horisontella raftkomponenten i O dr F, = mé2 1

Nt 412

F, ar riktad uppat och Fj, dr riktad inat (centripetalkraft).

Uppgift 5

Antag att den sammanlagda fjaderkonstanten dr k och lat x beteckna motorns koordinat
i vertikal led. Rorelseekvationen i ndrvaro av dimpare men utan extra vikt blir da

M5 = —kx —bx + mav* cosvt
vilket kan skrivas som

. b .k m
¥+—X+—x=—av” cosvt
M M M

Detta dr en linjdr inhomogen differentialekvation som létt kan 16sas. Efter det att in-
sviangningsforloppet har dott ut fas en stationdr svangningsrorelse med amplituden (se
t.ex. Physics Handbook):

2
may

\/(k—MV2)2+(bV)2

Utan ddmpare (b = 0) men med en extra massa K fas i stillet

A=

2
may

\/(k—MVZ —KV2)2

Enligt forutsittningen skall dessa tva uttryck for A vara lika vilket innebér att
(k=Mv?) +(bv) =(k=Mv> —Kv?)

A=

Dessutom ségs att resonans uppkommer om bade dimpare och extravikt saknas. Det
innebir att k = M. Villkoret ovan forenklas da till

(bv)’ =(Kkv?)
vilket ger svaret.

Svar: b=Kv



