Tentamen 1 Mekanik for F del B

Kurskod: FFM052

Framinator: Mans Henningson.

Tid och plats: Tisdagen den 19 augusti 2003 kl 08.45 - 12.45 1 V.

Jourhavande assistent: Ludde Edgren, ankn 3182.

Hjalpmedel: Typgodkand raknedosa.

Podngberdkning: Varje uppgift ger maximalt 10 poang. (Deluppgifterna i uppgift 1 ger
vardera 5 poang.) Gransen for godként ar 30 poang.

Tdnk pa att losningarna maste vara presenterade pa ett klart och tydligt satt. Rita korrekta
figurer dar det klart framgar till exempel vilket koordinatsystem som anvands. Alla 6vriga
inforda beteckningar skall ocksa forklaras och uppstéllda ekvationer motiveras. Bara formler
utan forklarande text ar inte acceptabelt.

De kvalitativa uppgifterna 1 a) och b) kriver inte nagra lingre rikningar. Teoriuppgiften 2
skall behandlas i ett allmdnt fall utan nagra extra antaganden. Rdikneuppgifterna 3 - 6 dr
inte ordnade efter svarighetsgrad.

1. a) Vilken av de tva pendlarna har langst svangningstid? (Stangernas massa forsummas.

Stangen och de tva massorna i den hogra pendeln ror sig tillsammans som en stel
kropp.)
b) Man har tillverkat tre klot med samma massa och radie. Klot Pb bestar av ett
ihaligt sfariskt skal av bly (densitet 11,3¢/cm?). Klot Al &r ett massivt aluminiumklot
(densitet 2,7¢g/em?®). Klot Hg ar gjort av en latt plast (forsumbar densitet), men har
ett sfariskt halrum i mitten som &r fyllt med flytande kvicksilver (densitet 13, 6g/cm?).
Rangordna de tre kloten efter hur snabbt de rullar nerfor ett lutande plan vid start i
vila.

2. Betrakta en plan stel kropp. Dess troghetsmomentet 74 med avseende pa en axel
vinkelrat mot kroppen genom en punkt A beror av laget for A. Visa att [4 antar sitt
minsta varde da A sammanfaller med kroppens tyngdpunkt G.

3. Kedjan har langden L och massan p per langdenhet. Den slapps i vila nar langden «
av den del som hanger over kanten ar forsumbart liten. Bestam kedjans acceleration a
och spanning T' i kedjan vid hornet som funktioner av x.

4. Den homogena stangen har massan m. Den slapps i vila nar den ar vertikal. Bestam
den momenta accelerationen for andpunkten A omedelbart darefter. (Friktionen forsummas.)

5. De tva homogena stangerna har vardera massan m. De utgor en stel kropp som
roterar kring z-axeln med den konstanta vinkelhastigheten w. Bestam systemets
rorelsemangdsmoment Hp med avseende pa origo O.

6. En kula med massan 0, 70kg ar upphéingd i en latt trad med langden 2, 3m och utfér en
plan pendelrorelse med liten amplitud. Efter tiden 47s har utslagsvinkeln minskat till
halften av den ursprungliga pa grund av luftmotstandet. Vi antar att luftmotstandet
kan beskrivas med en kraft F som angriper i kulan och ar motriktad kulans hastighet
v, samt att |F| = ¢|v|, dar ¢ &r en konstant. Vad far man for varde pa ¢?
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1a) Systemet med de tva massorna har langst svangningstid. Troghetsmomentet for detta system
ar Lyupber = m((1 — 2)% + (I + 2)?) = 2m(1> + 2?) vilket skall jamféras med det enkla systemet,
Lonker = 2mi%. DVS Lyypper > Ienker vilket medfor att svangningstiden &r langre for systemet med
tva massor. Rorelseekvationen for en fysisk pendel ges ju utav

160 +2mgld =0, dar T = CUR N
w 2mgl

Detta kan ocksé inses om vi later  — [ vilket gor att langden pa pendeln blir dubellt sa lang och
eftersom svangningstiden T' ~ +/r /g (dar r ar langden pa pendeln) foljer det att T' 6kar da r okar.
1b) Kulornas totala kinetiska energi kommer att vara lika stor efter att de rullat lika lang stracka.

Dess storlek ges av
T:lmv2+llw2 w=—
2 2 ’ R
dvs ju storre troghetsmoment kulan har desto mer energi gar at att rotera kulan istallet for att
translatera den. Troghetsmomentet for det sfariska skalet ar Ip;, = %mRQ, och det massiva alu-
miniumklotet I4; = %mRQ. Klotet med ett halrum fyllt med flytande kvicksilver har forsumbart

troghetsmoment (/74 ~ 0). Detta gor att relationerna for hastigheterna blir
VUHg > VAl > UPb.

2 Lat en axel a ga genom en godtycklig punkt A och en parallell axel a’ genom tyngdpunkten
G. Rita ut en vinkelréat linje b fran axel a genom axel a’. Punkten dér dessa korsas kallar vi P och
vektorn mellan P och A, R. Vilj ett godtyckligt masselement dm och lat 7 vara vektorn fran A till
detta element dm och 7 vektorn mellan P och dm som bildar vinkel § med linje b.

Troghetsmomentet ges utav I = [ r2dm.

Cosinussatsen ger att r2 = R? + 2 + 2Ry’ cos 0, dvs
Iy = RQ/dm—i—/r’de—i—QR/r’cosOdm

Den férsta termen ar mR?, den andra troghetsmomentet fér tyngpunkten I och den sista termen
ar noll eftersom 7’ cos § ar vinkelrat mot axel a’ och borjar dar dessa skar varandra. (En summer-
ing over alla vinkelrata avstand till masselementen ar ju noll eftersom vi utgar ifran axeln genom
tyngdpunkten.) Vi har alltsa att

Ip=1Ig+ mR?

vilket antar sitt minsta varde da R = 0, dvs da A sammanfaller med G.
3 Vi ténker oss kedjan som bestaende av tva delar, en som hénger ¢ver kanten med langden =z,
och en del som ror sig utmed planet med langden L — . Newtons andra lag ger nu

prg — T = pxi och T=p(L—2)i

déar T ar spannkraften i kedjan och p massan per langdenhet. Med hjalp av dessa ekvationer
finner vi accelerationen & och spannkraften 7' som funktioner av z:
g

x:Z;L T:pgx(l—%)



4 Infor en x-axel riktad nedat utmed det lutande planet, dvs i acc. riktningen fér punkten A.
Kraftmomentet kring punkten A ges av

XMy =1a+ Ymad

dér d &r det vinkelrata avstandet mellan acc. riktningen for stangens tyngdpunkt och A. Om vi

infor poldra koordinater och later I = 2r sa fas att I = Lmi? = fmr? och 0 = 2mr?a + mrar —

mar cos 0, dvs
3acosf
o =

4r

Vi har ocksa Newtons andra lag i z-led:

ma — mrw? sin @ — mra cos = mgsin 0
Den momentana accelerationen a for punkten A vid start i vila (w = 0) fas genom att kombinera
de tva utrycken sa att
gsinf
a=—F—5
1—5cos?0

Alternativ 16sning: Infoér koordinatsystem med y-axeln riktad uppat langs med den homogena
stangen och z-axeln vinkelrat mot denna. Infér ocksa vinkelhast. w och vinkelacc. a for stangen.
Accelerationen fér tyngdpunkten G kan nu skrivas som ag = a4 (— cos 02 —sin 09)+ slw?§+Llad.
Newtons andra lag i - och y-led samt en kraftmomentsekvation kring tyngpunkten G ges av

1
—Nsinf =m(—aa cosf + ila)
1
Ncos —mg=m(—assinf + §lw2)
l
Nsinf- = Ia
2
dar N ar normalkraften och I = ;5ml?. Losning av detta ekvationssystem ger den momentana
accelerationen a4 given ovan.
5 Infér principalaxlar 2’3, 2/ utmed den stela kroppen, med vinkeln 6 mellan 2’- och z-axeln.

Detta leder till att matrisen for tréghetsmomentet endast har nollskilda element i diagonalen
(dvs deviationsmomenten ar noll)

Iiw 0 0
I=| 0 Iy, O
0 0 Lo

dir Ly, = 5mL? + mL? + mL* = ¥mL? Iy, = tmL? I, = {;mL?. For att relatera vara
tva koordinatsystem infor vi enhetsvektorer &', ¢, 2’ utefter z’, y' resp. z’-axlarna.

3 = cosf —sinfz 2 = cosfz' +sinhz
N N

y =Yy

2 = sinfz + cosf2 %2 = —sin 03’ + cos 62’

Vinkelhastigheten kan nu skrivas som @ = w2 = w(— sin &' +cos 02') vilket medfor att rérelsemangdsmo-
mentet

_ 4 1 4
H=0-T=—wly,sinfi' +wl, . cosfi = —gmez sin @ cos 03 + (Emez + gmez sin? 0)2



Alternativ lésning: Om vi inte infor principalaxlar behéver vi rdkna ut I, och deviationsmo-
menten [, och I, eftersom B
H=—wl,z —wl,j+wl,.2 (14)

dar I,. = [wzdm = 2 [Flsin0lcosfdl + 2 [*% Lsin0Lcosfdy = imL?sinfcost, I,. =

T ffﬁz yzdy =0och .. = [(z*+y?)dm = 5 oLsme 2? sin® §dz+ 7 ffﬁg(Lz sin” 0+y?)dy =
LmL? + 2mL?sin” 0. Insattning i uttrycket for rorelsemangdsmomentet ger nu samma resultat
som ovan.

6 Genom att l6sa rorelseekvationen fér den dampade svangningsrorelsen och sedan studera
kvoten mellan uttrycken for utslagsvinkeln vid tiden ¢ = 0 och ¢t = 47s kan vi ta fram storleken

pa c. Infér polira koordinater r, 6 och satt upp Newtons andra lag i 6-led:

mlf = —mgsinf — clf
For sma vinklar (sin 0 ~ 6, cos § = 1) fas ekvationen for en dampad svangningsrorelse

0+ 270 + w3t =0

c
2mwg’

dar~ =

2 _ 9 16sni
wy = 7. Losningen ges utav

0(t) = Ae " sin(wg/1 — v2t + 6)

dar ¢ ar en fasfaktor. Kvoten for detta uttryck vid tiden ¢t = 0 och ¢’ = 47s ar 2 (vinkeln da pendeln
ar i sitt vandlage ar ju halverad efter 47s) dvs

0(0) A

2= 50) = Aeroo?

Losning av denna ekvation och insattning av givna varden m = 0.70kg, t' = 47s ger

2mlIn2
CcC =

tl

= 0.021kg/s



