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1a) Systemet med de två massorna har längst svängningstid. Tröghetsmomentet för detta systemär Idubbel = m((l − x)2 + (l + x)2) = 2m(l2 + x2) vilket skall jämföras med det enkla systemet,
Ienkel = 2ml2. Dvs Idubbel > Ienkel vilket medför att svängningstiden är längre för systemet medtvå massor. Rörelseekvationen för en fysisk pendel ges ju utav

Iθ̈ + 2mglθ = 0, där T =
2π

ω
= 2π

√

I

2mgl
.

Detta kan också inses om vi låter x → l vilket gör att längden på pendeln blir dubellt så lång ocheftersom svängningstiden T ∼

√

r/g (där r är längden på pendeln) följer det att T ökar då r ökar.1b) Kulornas totala kinetiska energi kommer att vara lika stor efter att de rullat lika lång sträcka.Dess storlek ges av
T =

1

2
mv2 +

1

2
Iω2, ω =

v

Rdvs ju större tröghetsmoment kulan har desto mer energi går åt att rotera kulan istället för atttranslatera den. Tröghetsmomentet för det sfäriska skalet är IPb = 2

3
mR2, och det massiva alu-miniumklotet IAl = 2

5
mR2. Klotet med ett hålrum fyllt med flytande kvicksilver har försumbarttröghetsmoment (IHg ≈ 0). Detta gör att relationerna för hastigheterna blir

vHg > vAl > vPb.

2 Låt en axel a gå genom en godtycklig punkt A och en parallell axel a’ genom tyngdpunktenG. Rita ut en vinkelrät linje b från axel a genom axel a’. Punkten där dessa korsas kallar vi P ochvektorn mellan P och A, R̄. Välj ett godtyckligt masselement dm och låt r̄ vara vektorn från A tilldetta element dm och r̄′ vektorn mellan P och dm som bildar vinkel θ med linje b.

R

r’

r

A

P
O

dm

a

a’

b Tröghetsmomentet ges utav I =
∫

r2dm.

Cosinussatsen ger att r2 = R2 + r′2 + 2Rr′ cos θ, dvs
IA = R2

∫

dm +

∫

r′2dm + 2R

∫

r′ cos θdm

Den första termen ärmR2, den andra tröghetsmomentet för tyngpunkten IG och den sista termenär noll eftersom r′ cos θ är vinkelrät mot axel a’ och börjar där dessa skär varandra. (En summer-ing över alla vinkelräta avstånd till masselementen är ju noll eftersom vi utgår ifrån axeln genomtyngdpunkten.) Vi har alltså att
IA = IG + mR2

vilket antar sitt minsta värde då R = 0, dvs då A sammanfaller med G.3 Vi tänker oss kedjan som bestående av två delar, en som hänger över kanten med längden x,och en del som rör sig utmed planet med längden L − x. Newtons andra lag ger nu
ρxg − T = ρxẍ och T = ρ(L − x)ẍ

där T är spännkraften i kedjan och ρ massan per längdenhet. Med hjälp av dessa ekvationerfinner vi accelerationen ẍ och spännkraften T som funktioner av x:
ẍ =

g

L
x T = ρgx(1 −

x

L
)
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4 Inför en x-axel riktad nedåt utmed det lutande planet, dvs i acc. riktningen för punkten A.Kraftmomentet kring punkten A ges av
ΣMA = Iα + Σmād

där d är det vinkelräta avståndet mellan acc. riktningen för stångens tyngdpunkt och A. Om viinför polära koordinater och låter l = 2r så fås att I = 1

12
ml2 = 1

3
mr2 och 0 = 1

3
mr2α + mrαr −

mar cos θ, dvs
α =

3a cos θ

4rVi har också Newtons andra lag i x-led:
ma − mrω2 sin θ − mrα cos θ = mg sin θ

Den momentana accelerationen a för punkten A vid start i vila (ω = 0) fås genom att kombinerade två utrycken så att
a =

g sin θ

1 −
3

4
cos2 θ

Alternativ lösning: Inför koordinatsystem med y-axeln riktad uppåt längs med den homogenastången och x-axeln vinkelrät mot denna. Inför också vinkelhast. ω och vinkelacc. α för stången.Accelerationen för tyngdpunktenG kan nu skrivas som āG = aA(− cos θx̂−sin θŷ)+ 1

2
lω2ŷ+ 1

2
lαx̂.Newtons andra lag i x- och y-led samt en kraftmomentsekvation kring tyngpunkten G ges av

−N sin θ = m(−aA cos θ +
1

2
lα)

N cos θ − mg = m(−aA sin θ +
1

2
lω2)

N sin θ
l

2
= Iα

där N är normalkraften och I = 1

12
ml2. Lösning av detta ekvationssystem ger den momentanaaccelerationen aA given ovan.5 Inför principalaxlar x′, y′, z′ utmed den stela kroppen, med vinkeln θ mellan z′- och z-axeln.Detta leder till att matrisen för tröghetsmomentet endast har nollskilda element i diagonalen(dvs deviationsmomenten är noll)

I =





Ix′x′ 0 0
0 Iy′y′ 0
0 0 Iz′z′





där Ix′x′ = 1

12
mL2 + 1

3
mL2 + mL2 = 17

12
mL2, Iy′y′ = 1

3
mL2, Iz′z′ = 1

12
mL2. För att relatera våratvå koordinatsystem inför vi enhetsvektorer x̂′, ŷ′, ẑ′ utefter x′, y′ resp. z′-axlarna.

x̂′ = cos θx̂ − sin θẑ x̂ = cos θx̂′ + sin θẑ′

ŷ′ = ŷ

ẑ′ = sin θx̂ + cos θẑ ẑ = − sin θx̂′ + cos θẑ′

Vinkelhastigheten kan nu skrivas som ω̄ = ωẑ = ω(− sin θx̂′+cos θẑ′) vilketmedför att rörelsemängdsmo-mentet
H̄ = ω̄ · I = −ωIx′x′ sin θx̂′ + ωIz′z′ cos θẑ′ = −

4

3
ωmL2 sin θ cos θx̂ + (

1

12
ωmL2 +

4

3
ωmL2 sin2 θ)ẑ

2



Alternativ lösning: Om vi inte inför principalaxlar behöver vi räkna ut Izz och deviationsmo-menten Iyz och Ixz eftersom
H̄ = −ωIxzx̂ − ωIyz ŷ + ωIzz ẑ (14)

där Ixz =
∫

xzdm = m
L

∫ L

0
l sin θl cos θdl + m

L

∫ L/2

−L/2
L sin θL cos θdy = 4

3
mL2 sin θ cos θ, Iyz =

m
L

∫ L/2

−L/2
yzdy = 0 och Izz =

∫

(x2+y2)dm = m
L sin θ

∫ L sin θ

0
x2 sin2 θdx+ m

L

∫ L/2

−L/2
(L2 sin2 θ+y2)dy =

1

12
mL2 + 4

3
mL2 sin2 θ. Insättning i uttrycket för rörelsemängdsmomentet ger nu samma resultatsom ovan.6 Genom att lösa rörelseekvationen för den dämpade svängningsrörelsen och sedan studerakvoten mellan uttrycken för utslagsvinkeln vid tiden t = 0 och t = 47s kan vi ta fram storlekenpå c. Inför polära koordinater r, θ och sätt upp Newtons andra lag i θ̂-led:

mlθ̈ = −mg sin θ − clθ̇

För små vinklar (sin θ ≈ θ, cos θ ≈ 1) fås ekvationen för en dämpad svängningsrörelse
θ̈ + 2γθ̇ + ω2

0
θ = 0

där γ = c
2mω0

, ω2

0
= g

l . Lösningen ges utav
θ(t) = Ae−γω0t sin(ω0

√

1 − γ2t + δ)

där δ är en fasfaktor. Kvoten för detta uttryck vid tiden t = 0 och t′ = 47s är 2 (vinkeln då pendelnär i sitt vändläge är ju halverad efter 47s) dvs
2 =

θ(0)

θ(t′)
=

A

Ae−γω0t′

Lösning av denna ekvation och insättning av givna värden m = 0.70kg, t′ = 47s ger
c =

2m ln 2

t′
= 0.021kg/s
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