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Höjden h i en vattentank med fritt utflöde ska regleras då inflödet q varierar. Antag
att tankens area A = 1 m2, utloppsarean a = 0.1 m2, och att gravitationskonstanten g
approximeras till 10 m/s2. Enligt Bernoullis lag gäller dessutom att utströmningshas-
tigheten v =

√
2gh, vilket ger utflödet a

√
2gh.

152 4 Dynamiska modeller för tekniska system
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Figur 4.16 Fluid som transporteras i ett rör. Bernoullis ekvation
relaterar tryck p och strömningshastighet v till varandra vid olika
punkter.

Exempel 4.18 — Tank med fritt utflöde

Bernoullis lag (4.37) tillämpas på tanken i fig. 4.17, med vätskeytan i tanken som
punkt 1 och utflödet från tanken som punkt 2. Med antagande om samma tryck på
vätskeytan som vid utflödet, d.v.s. p1 = p2, samt försumbar hastighet v1 jämfört
med utströmningshastigheten v2 = v och notationen h = h1−h2, erhålls följande
förenklade variant av Bernoullis lag

ρgh =
ρv2

2

Detta innebär att utflödet
qut = av = a

√
2gh

där a är tankens utloppsarea. Volymflödesbalans [m3/s]
⎡
⎣

Ändring av
upplagrad volym

per tidsenhet

⎤
⎦ = [ Inflöde ]− [Utflöde ]

ger i detta fall
d

dt
(Ah) = q − qut = q − a

√
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Figur 4.17 Tank med fritt utflöde.
a) Formulera med hjälp av en volymbalans den olinjära tillståndsmodell som bestäm-

mer höjden h i tanken med flödet q som insignal. Visa att den linjäriserade model-
len för denna olinjära process med ett inflöde q0 blir

G(s) =
∆H(s)

∆Q(s)
=

1

s+ 0.1/q0 (2 p)

b) Antag att ventilen som styr inflödet till tanken har en överföringsfunktion

Gq(s) =
1

s+ 1
,

och dimensionera med hjälp av Routh-Hurwitz kriterium en I-regulator

F (s) =
Ki

s

så att det återkopplade systemet för flödet q0 = 1 m3/s får en amplitudmarginal
Am = 2 . Notera att kretsöverföringen L(s) = G(s)Gq(s)F (s). (2 p)

c) Hur mycket kan flödet q0 öka innan det återkopplade systemet blir instabilt för den
i uppgift b) dimensionerade integralförstärkningen Ki? (1 p)
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En tredje ordningens process

G(s) =
1

(1 + s)3

ska regleras, där uppgiften är att jämföra en PI-regulator med ett antal PID-regulatorer
med olika styrsignalaktivitet Ju, lika med regulatorns högfrekvensförstärkning K∞.
Med en önskad fasmarginal φm = 50◦ har överkorsningsfrekvensen ωc varierats så
att integralförstärkningen Ki för respektive regulator maximeras. Resulterande ωc, Ki

och Jv = 1/Ki för olika val av K∞ visas i följande tabell.

.

PI PID PID PID PID PID

K∞ 1.29 3 6 10 15 20

ωc 0.606 0.730 0.875 0.984 1.068 1.127

Ki 0.574 0.784 0.941 1.059 1.151 1.214

1/Ki 1.741 1.276 1.063 0.944 0.869 0.824

a) Bestäm regulatorparametern Ti och bekräfta valet Ki ovan för PI-regulatorn

FPI(s) = Ki
1 + Tis

s

så att den angivna optimala överkorsningsfrekvensen ωc = 0.606 rad/s erhålls för
φm = 50◦. (2 p)

b) Bestäm regulatorparametrarna τ och β samt bekräfta valet Ki ovan för PID-regulatorn

FPID(s) = Ki
(1 + sτ)2

s(1 + sτ/β)

då K∞ = 10, så att den angivna optimala överkorsningsfrekvensen ωc = 0.984
rad/s erhålls för φm = 50◦. (2 p)

c) Rita ett diagram där Jv = 1/Ki visas som funktion av Ju = K∞ för de olika
regulatorerna i ovanstående tabell, och föreslå ett lämpligt val av PID-regulator
där kompromissen mellan effektiv hantering av laststörningar och känsligheten för
högfrekventa mätstörningar belyses. (1 p)
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Betrakta följande återkopplade system, där G(s) = 1/(1 + 5s) och tidskonstanten i
styrdonet T1 = 1.

3

4

Figuren nedan visar en enkel PI-reglering av temperaturen (y) i en oljeeldad ugn. Styrsigna-
len u är kommenderat bränsleflöde, vilket utgör insignalen till ett bränsleventilservo. Ugnens
verkliga bränsletillflöde (ū) karakteriseras av en tidskonstant T1 = 5 s i servot samt av ett stör-
flöde v, som representerar variationer i bränsletryck, viskositet m m. Själva ugnens dynamik
G(s) kan beskrivas av en förstärkning Kp = 20◦C/ flödesenhet, en tidskonstant T2 = 100 s,
och en dödtid Td = 20 s.

3
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Figuren nedan visar en enkel PI-reglering av temperaturen (y) i en oljeeldad ugn. Styrsig-
nalen u är kommenderat bränsleflöde, vilket utgör insignalen till ett bränsleventilservo.
Ugnens verkliga bränsletillflöde (ū) karakteriseras av en tidskonstant T1 = 5 s i servot
samt av ett störflöde v, som representerar variationer i bränsletryck, viskositet m m. Själ-
va ugnens dynamik G(s) kan beskrivas av en förstärkning Kp = 20◦C/ flödesenhet, en
tidskonstant T2 = 100 s, och en dödtid Td = 20 s.
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a) Välj integraltidskonstanten Ti i PI-regulatorn FPI(s) = Ki(1 + Tis)/s så att den
långsamma tidskonstanten kancelleras, dvs Ti = T2. Välj därefter Ki så att fas-
marginalen ϕm = 50◦.

(2 p)

b) Studera överföringsfunktionen Gvy(jω) från störningen v till utsignalen y och speciellt
dess lågfrekvensasymptot.

(1 p)

c) Systemet utrustas nu med en bränsleflödesgivare (mäter ū) och en inre krets för re-
glering av bränsleflödet (kaskadreglering). Den inre kretsen förses också med en pro-
portionell regulator F (s) = Kp. Rita ett blockschema som illustrerar det komplet-
ta reglersystemet inklusive kaskadreglering samt studera lågfrekvensasymptoten för
Gvy(jω). Kommentera kaskadregleringens inverkan på kompensering av lågfrekven-
ta laststörningar v.

(2 p)

a) Välj integraltidskonstanten Ti i PI-regulatorn FPI(s) = Ki(1 + Tis)/s så att den lång-
samma tidskonstanten kancelleras, dvs Ti = T2. Välj därefter Ki så att fasmarginalen
ϕm = 50◦.

(2 p)

b) Studera överföringsfunktionen Gvy(jω) från störningen v till utsignalen y och speciellt
dess lågfrekvensasymptot.

(1 p)

c) Systemet utrustas nu med en bränsleflödesgivare (mäter ū) och en inre krets för reglering
av bränsleflödet (kaskadreglering). Den inre kretsen förses också med en proportionell re-
gulator F (s) = Kp. Rita ett blockschema som illustrerar det kompletta reglersystemet
inklusive kaskadreglering samt studera lågfrekvensasymptoten för Gvy(jω). Kommentera
kaskadregleringens inverkan på kompensering av lågfrekventa laststörningar v.

(2 p)

a) Välj integraltidskonstanten Ti i PI-regulatorn FPI(s) = Ki(1 + Tis)/s så att den
långsamma tidskonstanten i G(s) kancelleras, dvs välj Ti = 5. Välj därefter Ki så
att fasmarginalen φm = 45◦. (2 p)

b) Bestäm överföringsfunktionen Gvy(s) från störningen v till utsignalen y och spe-
ciellt lågfrekvensasymptoten för |Gvy(jω)|. (1 p)

c) Systemet utrustas nu med en givare som mäter insignalen ū till processen G(s).
Insignalen ū är ett flöde och en inre krets för reglering av detta flöde i form av
en kaskadreglering införs. Som regulator i den inre kretsen väljs en proportionell
regulator F (s) = Kp.

Rita ett blockschema som illustrerar det kompletta reglersystemet inklusive kas-
kadregleringen, samt bestäm lågfrekvensasymptoten för |Gvy(jω)|. Här antas att
samma PI-regulator ingår som dimensionerats i uppgift a). Kommentera kaskad-
regleringens inverkan på kompenseringen av lågfrekventa laststörningar v. Något
specifikt värde på P-regulatorns förstärkning Kp efterfrågas ej, men det kan antas
att Kp är väsenligt större än ett. (2 p)
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En dödtidsprocess G(s) = e−sTd ska regleras med en tidsdiskret I-regulator

Fd(z) = Ki
z

z − 1

a) Diskretisera processmodellen med ett samplingsintervall h = 0.5Td, vilket ger en
tidsfördröjning på två sampel.

(1 p)

b) Bestäm I-regulatorns förstärkning så att det återkopplade systemets poler hamnar i
en dubbelpol i z = 0.5.

(2 p)

c) Bestäm utsignalen för det återkopplade systemet y(kh) för k = 0, 1, 2, och 3 samt
k = ∞ då referenssignalen är ett enhetssteg.

(2 p)

5

Ett roterande system med överföringsfunktionen

G(s) =
3

s2

ska regleras med tillståndsåterkoppling, där det antas att både vinkeln θ och vinkel-
hastigheten ω återkopplas.

a) Bestäm en tillståndsåterkoppling

u = −ℓθθ − ℓωω +Krr

så att det återkopplade systemets poler hamnar i en dubbelpol i s = −α. (3 p)

b) Bestäm kretsöverföringen L(s) och den komplementära känslighetsfunktionens
högfrekvensasymptot. (1 p)

c) Jämför denna högfrekvensasymptot med motsvarande asymptot vid PD-reglering
och kommentera de erhållna regulatorernas känslighet för högfrekventa icke-model-
lerade resonanser. (1 p)

Notera att tillståndsåterkopplingen kan betraktas som en ideal PD-regulator utan låg-
passfilter. Detta gäller eftersom tillståndsåterkopplingen kan uttryckas som

U(s) = −(ℓθ + sℓω)Θ(s) +KrR(s),

inkluderande en proportionell och en deriverande återkoppling från utsignalen θ.














