MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Tentamen i Partiella differentialekvationer, MVE695
2025-08-18, kl. 14.00-18.00

Hjilpmedel: Endast medféljande formelblad.

Examinator: Andreas Rosén

Under skrivningstiden nas examinator via telefon 0317725365.

Totalt antal skrivningspodng &r 50. Till dessa liggs bonuspodng. Betygsgranser: 20
poing for betyget 3, 30 poing for betyget 4 och 40 podng for betyget 5, inklusive
bonus.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r forenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning limnas via kursens hemsida.

1. (a) Bestam den allménna 16sningen u(z,y) till

Tu, — yu, = u, x,y > 0.

(b) Finn partikularlosningen till ovan PDE som uppfyller villkoret

u(z,1/7*) =zIn(z +1) —zlnz, for alla = > 0.

2. Betrakta randvardesproblemet

—Au+u=f 1iD,
auu:g; pfi aD,

for en funktion u(z,y) pa ett omrade D C R?. Funktionerna f = f(x,y) och
g = g(x,y) ar kinda.

(a) Finn en variationsformulering av randvérdesproblemet, det vill sdga va-
riationsekvationer och funktionsrum.

(b) Visa att variationsekvationerna och ranviirdeproblemet har samma 16s-
ningar.

(¢) Avgor, med motivering, om randvillkoret d,u = ¢ &r naturligt eller vi-
sentligt.

3. (a) Finn alla egenfunktioner till —A = —9? pa intervallet (0,7/2) C R med
blandade Neumann/Dirichlet-randvillkor «/(0) = 0, u(7/2) = 0.

(b) Finn, som en egenfunktionsserie, den allménna 16sningen till vagekvatio-
nen uy,(t,z) = ul (t,z) for t >0, 0 < z < 7/2, med Neumann/Dirichlet-
randvillkor u! (¢,0) = 0, u(t,7/2) = 0, for alla t > 0.

Var god vind!

(5p)

(2p)

(3p)
(3p)

(2p)

(3p)

(4p)



. Finn de tva funktioner u;(t), us(t) som loser systemet

{ua (t) = —Lua () + Sus(t),

uh(t) = Sua(t) — sual(t),

av ordindra differentialekvationer for t € R, med startvillkor u;(0) = 1, u9(0) =

0.

. Lat D c R? vara ett omrade i planet.

Definiera vad som menas med en Greenfunktion G(y, z), med pol i z, for
D.

Bevisa att G(x,y) = G(y,z) for alla z,y € D.
Forklara vad det innebér att en 16sning u(t, x) till vagekvationen &r tids-
harmonisk, med frekvens w.

Hirled /forklara relationen mellan vagekvationen och Helmholtz ekvation.

Klassificera var och en av vagekvationen och Helmholtz ekvation, sasom
elliptisk /parabolisk /hyperbolisk.

Betrakta den tidsberoende Schrodingerekvationen ihd,u = —h?/(2m)Au
for vagfunktionen u(t, zq, x9, x3) f6r en fri partikel, fran icke-relativistisk
kvantmekanik. Har &r A > 0 Plancks konstant och m &r partikelns massa.
Finn 16sningsformeln for startvirdesproblemet

ihOyu = —h?/(2m)Au, ¢ >0,
u:g<$1ax27x3)7 tZO,
pa R3.

Avgdr om Schrodingerekvationen dr reversibel och hur stor dess utbred-
ningshastighet ar.

(7p)

(4p)

(3p)



Formelblad MVE695

Heat equation: |
Hy(z) = (47Tkt)*"/2€*lx| /(4kt)

Laplace equation:
O(x) = %ln || O(x) = L

T x|z

Wave equation:

c 7o) 22 — |x]2)-1/2
Rt@):{é/(“ Rt<x>={f )7~ [af?)

(Ri.6) = (dmc?t) ™ / 6(2)dS (z)

|z|=ct

Helmholtz equation:

ezk|x\

Op(x) = —i(Jo(klz]) + iYo(klz]))  ylz) = il
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