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Totalt antal skrivningspoäng är 50. Till dessa läggs bonuspoäng. Betygsgränser: 20
poäng för betyget 3, 30 poäng för betyget 4 och 40 poäng för betyget 5, inklusive
bonus.
Räkningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant förklarade. Lös-
ningarna ska vara välskrivna och avslutas med tydligt svar som är förenklat så långt
som möjligt.
Lösningsförslag och besked om rättning och granskning lämnas via kursens hemsida.

1. (a) Bestäm den allmänna lösningen u(x, y) till

xu′
x − y u′

y = u, x, y > 0.

(5p)

(b) Finn partikulärlösningen till ovan PDE som uppfyller villkoret

u(x, 1/x2) = x ln(x+ 1)− x lnx, för alla x > 0.

(2p)

2. Betrakta randvärdesproblemet{
−∆u+ u = f, i D,

∂νu = g, på ∂D,

för en funktion u(x, y) på ett område D ⊂ R2. Funktionerna f = f(x, y) och
g = g(x, y) är kända.

(a) Finn en variationsformulering av randvärdesproblemet, det vill säga va-
riationsekvationer och funktionsrum. (3p)

(b) Visa att variationsekvationerna och ranvärdeproblemet har samma lös-
ningar. (3p)

(c) Avgör, med motivering, om randvillkoret ∂νu = g är naturligt eller vä-
sentligt. (2p)

3. (a) Finn alla egenfunktioner till −∆ = −∂2
x på intervallet (0, π/2) ⊂ R med

blandade Neumann/Dirichlet-randvillkor u′(0) = 0, u(π/2) = 0. (3p)

(b) Finn, som en egenfunktionsserie, den allmänna lösningen till vågekvatio-
nen u′′

tt(t, x) = u′′
xx(t, x) för t > 0, 0 < x < π/2, med Neumann/Dirichlet-

randvillkor u′
x(t, 0) = 0, u(t, π/2) = 0, för alla t > 0. (4p)

Var god vänd!
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4. Finn de två funktioner u1(t), u2(t) som löser systemet{
u′
1(t) = −1

2
u1(t) +

5
2
u2(t),

u′
2(t) =

5
2
u1(t)− 1

2
u2(t),

av ordinära di�erentialekvationer för t ∈ R, med startvillkor u1(0) = 1, u2(0) =
0. (7p)

5. Låt D ⊂ R2 vara ett område i planet.

(a) De�niera vad som menas med en Greenfunktion G(y, x), med pol i x, för
D. (2p)

(b) Bevisa att G(x, y) = G(y, x) för alla x, y ∈ D. (5p)

6. (a) Förklara vad det innebär att en lösning u(t, x) till vågekvationen är tids-
harmonisk, med frekvens ω. (2p)

(b) Härled/förklara relationen mellan vågekvationen och Helmholtz ekvation.
(3p)

(c) Klassi�cera var och en av vågekvationen och Helmholtz ekvation, såsom
elliptisk/parabolisk/hyperbolisk. (2p)

7. (a) Betrakta den tidsberoende Schrödingerekvationen iℏ∂tu = −ℏ2/(2m)∆u
för vågfunktionen u(t, x1, x2, x3) för en fri partikel, från icke-relativistisk
kvantmekanik. Här är ℏ > 0 Plancks konstant och m är partikelns massa.
Finn lösningsformeln för startvärdesproblemet{

iℏ∂tu = −ℏ2/(2m)∆u, t > 0,

u = g(x1, x2, x3), t = 0,

på R3. (4p)

(b) Avgör om Schrödingerekvationen är reversibel och hur stor dess utbred-
ningshastighet är. (3p)
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Formelblad MVE695

Heat equation:
Ht(x) = (4πkt)−n/2e−|x|2/(4kt)

Laplace equation:
Φ(x) = 1

2π
ln |x| Φ(x) = − 1

4π|x|

Wave equation:

Rt(x) =

{
1/(2c)

0
Rt(x) =

{
(2πc)−1(c2t2 − |x|2)−1/2

0

⟨Rt, ϕ⟩ = (4πc2t)−1

∫
|x|=ct

ϕ(x)dS(x)

Helmholtz equation:

Φk(x) = − i
4
(J0(k|x|) + iY0(k|x|)) Φk(x) = − eik|x|

4π|x|












