MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Tentamen i Partiella differentialekvationer, MVE695
2025-04-15, kl. 14.00-18.00

Hjilpmedel: Endast medféljande formelblad.

Examinator: Andreas Rosén

Under skrivningstiden nas examinator via telefon 0317725365.

Totalt antal skrivningspodng &r 50. Till dessa liggs bonuspodng. Betygsgranser: 20
poing for betyget 3, 30 poing for betyget 4 och 40 podng for betyget 5, inklusive
bonus.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r forenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning limnas via kursens hemsida.

1. (a) Bestdm den allménna lésningen u(x,y) till

2xu;—yu’y=u+y2, x,y > 0.

(b) Finn partikularlosningen till ovan PDE som uppfyller randvillkoret
u(l,y) =e™Y, for alla y > 0.

2. Finn I6sningen u(t,z), t > 0, 0 < z < 7, till PDE-problemet

w,=2ul, t>00<x<m,
ul, =0, x=0ochz=m,

w(0,2) =z, t=0,
genom lamplig egenfunktionsutveckling.

3. (a) Finn Poissonkdrnan P(y;xq,xs) for 6vre halvplanet
D= {(l’l,fL‘2> ; Lo > 0},

det vill sdga den funktion P definierad for y € R och z = (21,29) € D
sadan att

u(r) = /_OO P(y;x)g(y)dy

o0

ar den harmoniska funktion i D som har randvirden u(y,0) = g(y).

(b) Berékna l6sningen till Dirichletproblemet

Au(zy,79) =0, w9 >0,
u(xy,0) =1, 0<x <1,
u(z1,0) =0, x1 < 0 eller z; > 1.

Var god vind!

(5p)

(2p)

(7p)

(5p)

(2p)



4.

5.

6.

7.

Lat D C R? vara ett begrinsat omrade med slit randkurva 0D.
(a) Forklara noggrannt vilka funktioner u som tillhr Sobolevrummet H*(D),
och vad Sobolevnormen ||u|| g1 (py ar.

(b) Visa att det finns en konstant C' < oo sadan att olikheten

/8 Ju(@)Pds@) < Cllulfp

giller for alla funktioner u(z) i D som &r sldta upp till 9D. Du far anvinda
att det finns finns ett kontinuerligt deriverbart vektorfilt V (z) i R* sadant
att V(x) ar en normalvektor till 9D i varje punkt z € dD.

Berdkna den svaga Laplace-derivatan
Aln(z? + 23)
utifran definitionen av svag derivata.

(a) Berikna Fouriertransformen R(¢), &€ = (&,&), av Riemannfunktionen
Ri(x), x = (x1,72), i planet R?. Ledning: R;, och dirmed ocksd Ry, ir
radiella funktioner.

(b) Forklara hur man ser pa Riemannfunktionen om Huygens princip géller
i R2.

(a) Formulera den starka formen av maximumprincipen for harmoniska funk-
tioner.

(b) Léat u(wx1,zs) vara en funktion i omradet D C R? givet av x? + 723 > 13
som loser

Au=0 1iD,
u=1 pa 0D,

u— 0o daxz — o0o.

Visa att d,u > 0 pa hela 0D, dir v betecknar enhetsnormalvektorn pa
0D som pekar in i D.

(2p)

(5p)

(7p)

(6p)

(2p)

(2p)

(5p)



Formelblad MVE695

Heat equation: |
Hy(z) = (47Tkt)*"/2€*lx| /(4kt)

Laplace equation:
O(x) = %ln || O(x) = L

T x|z

Wave equation:

c 7o) 22 — |x]2)-1/2
Rt@):{é/(“ Rt<x>={f )7~ [af?)

(Ri.6) = (dmc?t) ™ / 6(2)dS (z)

|z|=ct

Helmholtz equation:

ezk|x\

Op(x) = —i(Jo(klz]) + iYo(klz]))  ylz) = il
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