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Totalt antal skrivningspoäng är 50. Till dessa läggs bonuspoäng. Betygsgränser: 20
poäng för betyget 3, 30 poäng för betyget 4 och 40 poäng för betyget 5, inklusive
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Räkningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant förklarade. Lös-
ningarna ska vara välskrivna och avslutas med tydligt svar som är förenklat så långt
som möjligt.
Lösningsförslag och besked om rättning och granskning lämnas via kursens hemsida.

1. (a) Bestäm den allmänna lösningen u(x, y) till

2xu′
x − y u′

y = u+ y2, x, y > 0.

(5p)

(b) Finn partikulärlösningen till ovan PDE som uppfyller randvillkoret

u(1, y) = e−y, för alla y > 0.

(2p)

2. Finn lösningen u(t, x), t > 0, 0 < x < π, till PDE-problemet
u′
t = 2u′′

xx, t > 0, 0 < x < π,

u′
x = 0, x = 0 och x = π,

u(0, x) = x, t = 0,

genom lämplig egenfunktionsutveckling. (7p)

3. (a) Finn Poissonkärnan P (y;x1, x2) för övre halvplanet

D = {(x1, x2) ; x2 > 0},

det vill säga den funktion P de�nierad för y ∈ R och x = (x1, x2) ∈ D
sådan att

u(x) =

∫ ∞

−∞
P (y;x)g(y)dy

är den harmoniska funktion i D som har randvärden u(y, 0) = g(y). (5p)

(b) Beräkna lösningen till Dirichletproblemet
∆u(x1, x2) = 0, x2 > 0,

u(x1, 0) = 1, 0 < x1 < 1,

u(x1, 0) = 0, x1 < 0 eller x1 > 1.
(2p)

Var god vänd!
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4. Låt D ⊂ R2 vara ett begränsat område med slät randkurva ∂D.

(a) Förklara noggrannt vilka funktioner u som tillhör SobolevrummetH1(D),
och vad Sobolevnormen ∥u∥H1(D) är. (2p)

(b) Visa att det �nns en konstant C < ∞ sådan att olikheten∫
∂D

|u(x)|2ds(x) ≤ C∥u∥2H1(D)

gäller för alla funktioner u(x) iD som är släta upp till ∂D. Du får använda
att det �nns �nns ett kontinuerligt deriverbart vektorfält V (x) iR2 sådant
att V (x) är en normalvektor till ∂D i varje punkt x ∈ ∂D. (5p)

5. Beräkna den svaga Laplace-derivatan

∆ ln(x2
1 + x2

2)

utifrån de�nitionen av svag derivata. (7p)

6. (a) Beräkna Fouriertransformen R̂t(ξ), ξ = (ξ1, ξ2), av Riemannfunktionen

Rt(x), x = (x1, x2), i planet R2. Ledning: Rt, och därmed också R̂t, är
radiella funktioner. (6p)

(b) Förklara hur man ser på Riemannfunktionen om Huygens princip gäller
i R2. (2p)

7. (a) Formulera den starka formen av maximumprincipen för harmoniska funk-
tioner. (2p)

(b) Låt u(x1, x2) vara en funktion i området D ⊂ R2 givet av x2
1 + 7x2

2 > 13
som löser 

∆u = 0 i D,

u = 1 på ∂D,

u → ∞ då x → ∞.

Visa att ∂νu ≥ 0 på hela ∂D, där ν betecknar enhetsnormalvektorn på
∂D som pekar in i D. (5p)
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Formelblad MVE695

Heat equation:
Ht(x) = (4πkt)−n/2e−|x|2/(4kt)

Laplace equation:
Φ(x) = 1

2π
ln |x| Φ(x) = − 1

4π|x|

Wave equation:

Rt(x) =

{
1/(2c)

0
Rt(x) =

{
(2πc)−1(c2t2 − |x|2)−1/2

0

⟨Rt, ϕ⟩ = (4πc2t)−1

∫
|x|=ct

ϕ(x)dS(x)

Helmholtz equation:

Φk(x) = − i
4
(J0(k|x|) + iY0(k|x|)) Φk(x) = − eik|x|

4π|x|














