MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Tentamen i Partiella differentialekvationer, MVE695
2025-01-13, kl. 8.30-12.30

Hjilpmedel: Endast medféljande formelblad.

Examinator: Andreas Rosén

Under skrivningstiden nas examinator via telefon 0317725365.

Totalt antal skrivningspodng &r 50. Till dessa liggs bonuspodng. Betygsgranser: 20
poing for betyget 3, 30 poing for betyget 4 och 40 podng for betyget 5, inklusive
bonus.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r forenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning limnas via kursens hemsida.

1. (a) Bestim den allméinna losningen u(z,y), 0 < 2z < y, till

/ r
Yu, + 2ru, =T U.

(b) Finn partikularlosningen till ovan PDE som uppfyller randvillkoret

u(0,y) = v, for alla y > 0.

2. (a) Lat f vara envariabelfunktionen

fa) = {m, 2] > 1,

23 x| < 1.

Berikna den svaga derivatan f’. Skissa f och f’, och forklara resultatet.

(b) Avgor om envariabelfunktionerna
fr(z) = K3g2e + k=1,2,3,...,
konvergerar svagt da k — oo, och bestim i sa fall gransdistributionen.

3. (a) Beridkna Fouriertransformen av viarmekirnan, for rumsdimension n = 1
och virmeledningskonstant k£ = 1/2.

(b) Berédkna l6sningen u(t,x), t > 0, x € R, till startviardesproblemet

2 Yz
CE—:EQ

up = tu’,, t>012€R,
u=-e , t=0.

Var god vind!

(5p)

(2p)

(3p)

(3p)

(5p)



4. (a)

(b)

Formulera den medelvirdesegenskap som harmoniska funktioner i R? har.
(Bevis efterfragas ej.)

Formulera och bevisa den starka formen av maximumprincipen fér har-
moniska funktioner pa ett omrade D C R3.

5. Lat u(t,z) vara den funktion som l6ser uj, = v for t > 0, z € R, och déar
u(0,2) =0 for x € R, och

(a)
(b)

1, |z| <1,

14&@—{0 oo

Berédkna u(1/2, z) och u(5, x) for alla x € R, och skissa graferna for dessa
tva funktioner av x.

Bevisa eller motbevisa att Huygens princip géller fér vagutbredning i en

rumsdimension.

Formulera dimensionsatsen, det vill siga det samband som rader mellan
nollrum (null space) N(A) och virdemingd (range) R(A) for alla kvadra-
tiska m/m matriser A. (Bevis efterfragas ej.)

Lat
K%@%=Ak@wmwﬂﬂw, reT.

vara en integraloperator pa randen I' = 0D av ett begrinsat omrade D C
R™. Definiera vad som menas med att k(z,y) dr svagt singuldr. Formulera
vad som géller angaende losbarhet i Lo(I') av integralekvationen

M@+[ﬁmww@Mﬂw=gu» el

for given funktion g € Lo(T).

Lat K vara en integraloperator pa I' med svagt singulér kiirna k(z, y) som
ovan, och antag att K'h = h om och endast om A ar en konstant funktion.
Bevisa att integralekvationen

—ﬂ@+%ﬁ@wﬁ@ﬂﬂ@=& rer,

har ett endimensionellt rum av I6sningar f.

7. Betrakta egenviirdesproblemet —Au = \u pa ett omrade D C R2, med Robins
randvillkor d,u + v = 0 pa randen 0D. Lat Robin-Rayleighkvoten R,.(f) for
en funktion f € H'(D), f # 0, vara

_ [p IV fIPddy + [, fzds'

R (1) [, fPdzdy

Antag nu att R,(f) dr minimalt fér f = v € H'(D). Visa att u iir en egen-
funktion och uppfyller Robins randvillkor.

(2p)

(5p)

(5p)

(2p)

(2p)

(4p)

(2p)

(7p)



Formelblad MVE695

Heat equation: |
Hy(z) = (47Tkt)*"/2€*lx| /(4kt)

Laplace equation:
O(x) = %ln || O(x) = L

T x|z

Wave equation:

c 7o) 22 — |x]2)-1/2
Rt@):{é/(“ Rt<x>={f )7~ [af?)

(Ri.6) = (dmc?t) ™ / 6(2)dS (z)

|z|=ct

Helmholtz equation:

ezk|x\

Op(x) = —i(Jo(klz]) + iYo(klz]))  ylz) = il
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