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Totalt antal skrivningspoäng är 50. Till dessa läggs bonuspoäng. Betygsgränser: 20
poäng för betyget 3, 30 poäng för betyget 4 och 40 poäng för betyget 5, inklusive
bonus.
Räkningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant förklarade. Lös-
ningarna ska vara välskrivna och avslutas med tydligt svar som är förenklat så långt
som möjligt.
Lösningsförslag och besked om rättning och granskning lämnas via kursens hemsida.

1. (a) Bestäm den allmänna lösningen u(x, y), 0 ≤
√
2x < y, till

y u′
x + 2xu′

y = xu.

(5p)

(b) Finn partikulärlösningen till ovan PDE som uppfyller randvillkoret

u(0, y) = y, för alla y > 0.

(2p)

2. (a) Låt f vara envariabelfunktionen

f(x) =

{
|x|, |x| ≥ 1,

x3, |x| < 1.

Beräkna den svaga derivatan f ′. Skissa f och f ′, och förklara resultatet. (3p)

(b) Avgör om envariabelfunktionerna

fk(x) = k3x2e−k2x2

, k = 1, 2, 3, . . . ,

konvergerar svagt då k → ∞, och bestäm i så fall gränsdistributionen. (3p)

3. (a) Beräkna Fouriertransformen av värmekärnan, för rumsdimension n = 1
och värmeledningskonstant k = 1/2. (3p)

(b) Beräkna lösningen u(t, x), t > 0, x ∈ R, till startvärdesproblemet{
u′
t =

1
2
u′′
xx, t > 0, x ∈ R,

u = ex−x2
, t = 0.

(5p)

Var god vänd!
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4. (a) Formulera den medelvärdesegenskap som harmoniska funktioner i R3 har.
(Bevis efterfrågas ej.) (2p)

(b) Formulera och bevisa den starka formen av maximumprincipen för har-
moniska funktioner på ett område D ⊂ R3. (5p)

5. Låt u(t, x) vara den funktion som löser u′′
tt = u′′

xx för t ≥ 0, x ∈ R, och där
u(0, x) = 0 för x ∈ R, och

u′
t(0, x) =

{
1, |x| ≤ 1,

0, |x| > 1.

(a) Beräkna u(1/2, x) och u(5, x) för alla x ∈ R, och skissa graferna för dessa
två funktioner av x. (5p)

(b) Bevisa eller motbevisa att Huygens princip gäller för vågutbredning i en
rumsdimension. (2p)

6. (a) Formulera dimensionsatsen, det vill säga det samband som råder mellan
nollrum (null space) N(A) och värdemängd (range) R(A) för alla kvadra-
tiska m/m matriser A. (Bevis efterfrågas ej.) (2p)

(b) Låt

Kh(x) =

∫
Γ

k(x, y)h(y)dS(y), x ∈ Γ,

vara en integraloperator på randen Γ = ∂D av ett begränsat område D ⊂
Rn. De�niera vad som menas med att k(x, y) är svagt singulär. Formulera
vad som gäller angående lösbarhet i L2(Γ) av integralekvationen

h(x) +

∫
Γ

k(x, y)h(y)dS(y) = g(x), x ∈ Γ,

för given funktion g ∈ L2(Γ). (4p)

(c) Låt K vara en integraloperator på Γ med svagt singulär kärna k(x, y) som
ovan, och antag att Kh = h om och endast om h är en konstant funktion.
Bevisa att integralekvationen

−f(x) +

∫
Γ

k(y, x)f(y)dS(y) = 0, x ∈ Γ,

har ett endimensionellt rum av lösningar f . (2p)

7. Betrakta egenvärdesproblemet −∆u = λu på ett område D ⊂ R2, med Robins
randvillkor ∂νu + u = 0 på randen ∂D. Låt Robin-Rayleighkvoten Rr(f) för
en funktion f ∈ H1(D), f ̸= 0, vara

Rr(f) =

∫∫
D
|∇f |2dxdy +

∫
∂D

f 2ds∫∫
D
f 2dxdy

.

Antag nu att Rr(f) är minimalt för f = u ∈ H1(D). Visa att u är en egen-
funktion och uppfyller Robins randvillkor. (7p)
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Formelblad MVE695

Heat equation:
Ht(x) = (4πkt)−n/2e−|x|2/(4kt)

Laplace equation:
Φ(x) = 1

2π
ln |x| Φ(x) = − 1

4π|x|

Wave equation:

Rt(x) =

{
1/(2c)

0
Rt(x) =

{
(2πc)−1(c2t2 − |x|2)−1/2

0

⟨Rt, ϕ⟩ = (4πc2t)−1

∫
|x|=ct

ϕ(x)dS(x)

Helmholtz equation:

Φk(x) = − i
4
(J0(k|x|) + iY0(k|x|)) Φk(x) = − eik|x|

4π|x|














