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Totalt antal skrivningspoäng är 50. Till dessa läggs bonuspoäng. Betygsgränser: 20
poäng för betyget 3, 30 poäng för betyget 4 och 40 poäng för betyget 5, inklusive
bonus.
Räkningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant förklarade. Lös-
ningarna ska vara välskrivna och avslutas med tydligt svar som är förenklat så långt
som möjligt.
Lösningsförslag och besked om rättning och granskning lämnas via kursens hemsida.

1. Betrakta randvärdesproblemet{
−∆u(x, y) + b(x, y)u(x, y) = 0, (x, y) ∈ D,

∂νu(x, y) = g(x, y), (x, y) ∈ ∂D,

för u(x, y) på området D = {(x, y) ; 1 < x2+ y2 < 3}, där g(x, y) är randdata
som antas kända och b(x, y) = x2 + y2 + xy.

(a) Härled en variationsformulering av randvärdesproblemet. Ett funktions-
rum V , en bilinjär funktional a på V och en linjär funktional L på V , ska
alltså anges. (2p)

(b) Visa att om u löser variationsproblemet, så löser u ranvärdesproblemet. (3p)

(c) Visa att din bilinjära funktional a är koersiv. (3p)

2. Betrakta den tidsharmoniska våg, med vågtal k, som representeras av den
komplexa amplituden

v(x, y) = eikx − eiky.

Motivering och förklaring av begreppet krävs i var och en av följande tre frågor.

(a) Avgör om v beskriver en fortskridande plan våg. (2p)

(b) Avgör om v beskriver en stående våg. (2p)

(c) Avgör om v beskriver en utåtgående våg. (2p)

Var god vänd!
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3. Formulera Fouriers lag för värmeledning och härled från denna värmelednings-
ekvationen i ett homogent och isotropt material, med en yttre värmekälla
f(t,x). Ange en icke-fysikalisk egenskap hos värmeledningsekvationen som vi-
sar att Fouriers lag inte kan vara en exakt modell för värmeledning. (7p)

4. Betrakta numerisk beräkning av integralen∫ 1

−1

f(x)dx

med den sammansatta trapetzregeln. Ange formeln för denna kvadraturregel,
då [−1, 1] indelas i N lika stora delintervall. I �guren anges hur det absoluta
felet beror på längden h = 2/N av delintervallen, för f(x) = cos(πx), f(x) = ex

och f(x) = (x2 − 1)3 (ej nödvändigtvis i denna ordning). Matcha funktioner
med felplottar, och motivera väl. (8p)

5. Lös start- och randvärdesproblemet
∂tu = ∂2

xu, t > 0, 0 < x < π,

u = 0, t = 0,

u = 0, x = 0,

u = sin(t), x = π,

för u(t, x), till exempel genom att skriva u(t, x) = v(t, x) + w(t, x), där w
har önskade start- och randvärden och v �nnes genom utveckling i lämpliga
egenfunktioner. (7p)

6. (a) Formulera medelvärdesprincipen för harmoniska funktioner. (Bevis efter-
frågas ej.) (2p)

(b) Formulera och bevisa den starka formen av maximumprincipen för har-
moniska funktioner på ett område D ⊂ Rn . (5p)

7. Antag att funktionen u(t, x, y, z) löser ∂2
t u = 25∆u för t > 0, (x, y, z) ∈ R3,

och att u = 0 då t = 0 och

∂tu(0, x, y, z) =

{
3, x2 + y2 + z2 < 4,

0, x2 + y2 + z2 > 4.

Beräkna u(t, 0, 0, 0) för t > 0, och relatera svaret till Huygens princip. (7p)
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Formelblad MVE695

Värmeledningsekvationen:

Ht(x) = (4πkt)−n/2e−|x|2/(4kt)

Laplaces ekvation:
Φ(x) = 1

2π
ln |x| Φ(x) = − 1

4π|x|

Vågekvationen:

Rt(x) =

{
1/(2c)

0
Rt(x) =

{
(2πc)−1(c2t2 − |x|2)−1/2

0

⟨Rt, ϕ⟩ = (4πc2t)−1

∫
|x|=ct

ϕ(x)dS(x)

Helmholtz ekvation:

Φk(x) = − i
4
(J0(k|x|) + iY0(k|x|)) Φk(x) = − eik|x|

4π|x|














