MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Tentamen i Partiella differentialekvationer, MVE695
2024-08-19, kl. 14.00-18.00

Hjilpmedel: Endast medféljande formelblad.

Examinator: Andreas Rosén

Under skrivningstiden nas examinator via telefon 0317725365.

Totalt antal skrivningspodng &r 50. Till dessa liggs bonuspodng. Betygsgranser: 20
poing for betyget 3, 30 poing for betyget 4 och 40 podng for betyget 5, inklusive
bonus.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r forenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning limnas via kursens hemsida.

1. Betrakta randvardesproblemet

{—Au(x,w +0(z,y)ulr,y) =0, (v,y) € D,
duu(r,y) = g(z,y), (z,y) € OD,

for u(z,y) pa omradet D = {(x,y) ; 1 < 2?+y? < 3}, dér g(z,y) dr randdata
som antas kinda och b(z,y) = 22 + y* + zy.

(a) Hérled en variationsformulering av randvirdesproblemet. Ett funktions-
rum V', en bilinjar funktional a pa V och en linjar funktional L pa V, ska
alltsa anges.

(b) Visa att om u lser variationsproblemet, sa 16ser u ranvirdesproblemet.
(c) Visa att din bilinjira funktional a ar koersiv.

2. Betrakta den tidsharmoniska vag, med vagtal k, som representeras av den

komplexa amplituden

U(S(I,y) — eikm . eiky.

Motivering och forklaring av begreppet krivs i var och en av féljande tre fragor.

(a) Avgor om v beskriver en fortskridande plan vag.
(b) Avgor om v beskriver en staende vag.

(¢) Avgor om v beskriver en utatgaende vag.

Var god vand!



3. Formulera Fouriers lag for virmeledning och hérled fran denna virmelednings-

ekvationen i ett homogent och isotropt material, med en yttre virmekilla
f(t,x). Ange en icke-fysikalisk egenskap hos virmeledningsekvationen som vi-
sar att Fouriers lag inte kan vara en exakt modell for virmeledning.

. Betrakta numerisk berikning av integralen

/_ 11 f(@)dz

med den sammansatta trapetzregeln. Ange formeln for denna kvadraturregel,
da [—1,1] indelas i N lika stora delintervall. I figuren anges hur det absoluta
felet beror pé langden h = 2/N av delintervallen, for f(x) = cos(nz), f(z) = €*
och f(x) = (22 — 1)® (ej nodviindigtvis i denna ordning). Matcha funktioner
med felplottar, och motivera val.

a b 10718 c
o8 (a) 100 (b) X (c) 4
B .
P * * *
* & * 15
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# *
*** * * ok ok
* * 1 *
-10 * 10710 *
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& * 5
* * * E
7 *
-15 *
107" 107 Jobre— #*
105 10° 1075 10° 1075 10°

. Los start- och randvirdesproblemet

Ou=0%u, t>0,0<z<m,

u =0, t=0,
u =0, xr =0,
u=sin(t), x=m,

for u(t,z), till exempel genom att skriva u(t,z) = v(t,x) + w(t,x), dir w
har 6nskade start- och randvéirden och v finnes genom utveckling i lampliga
egenfunktioner.

(a) Formulera medelvirdesprincipen for harmoniska funktioner. (Bevis efter-
fragas ej.)
(b) Formulera och bevisa den starka formen av maximumprincipen for har-

moniska funktioner pa ett omrade D C R" .

. Antag att funktionen u(t,z,y, z) 16ser 92u = 25Au for t > 0, (z,y,2) € R?,
och att u=0da t =0 och

Ou(0,z,y,2) = {

3, x*+yt+2%<4,
0, 22+y*+22>4.

Berékna u(t,0,0,0) for t > 0, och relatera svaret till Huygens princip.

(7p)

(8p)

(7p)

(2p)

(5p)

(7p)



Formelblad MVE695

Viarmeledningsekvationen:
Hi(x) = (47rkt)_"/26_|x|2/(4“)

Laplaces ekvation:

®(z) = 5 In|z| O(z) = _#Ix\
Vagekvationen:
1/(2¢ 2me) (Pt — |x|?) Y2
Ru(@) = {0/< ) R - {é )7 — o)

(Ri.6) = (dmc?t) ! / o()dS (z)

|z|=ct

Helmholtz ekvation:

ezk|x\

Op(x) = —L(Jo(klz]) + iYo(klz]))  Pylz) = "l



‘Hﬂ- MY V ““l/ A

sl W )
\l/ . . T r N lvl.l \d
G A , mn I, .

AN ¥ X g 0

= O |W ) %] /\V I b~ i

= 1S / > _~ W 5

‘Ir \\): du o L0 N \

y < oS- Q. " ) \ N e
o | [~ . . : ST 1 S
~ = c —4 D) - - j

1\) ™ : G
x b 5 g < |~
i 2 AL, _ A I °Y]
. M\ 1 .k”“ll JI qo k _— ’ \o ﬂ& <
30 ¥ B S LIS ] AT

¥ < N 9 | ol ol gP -
_ gl L&l V] | ™ ) =t S ALDE | LRI D [ oL 10
LW Wv. 5 \ﬂ - X S W _Tv X < \-_D” 7 =

oL g s\yo 27 | 2 QL ~ H L < S| o
N < :% X _ 2 Q- . RJ S 0v < \L T (. \..ny =
PP L TP e L e s 1 X pEEUN

d S ot [NaF & | [sD]| 1€ D1 w B ~ | 3 O TS SH

s U] ¢ D a-lc u [© S 3 . v
&bl S T T4 T T EPTEI® | - : o a [ ¥ Tl |- TS
L= NI NEETINEFE N S Iyt gl Q) ~
0 NERENERCS o3 11 - _ T oS 175 (G112 O 1a [OP ¢
QI S T D P T e [N > Y EEEz RN EE N SRR
IS T I NI S B L S O A S y
Ry | M (=] + = [ | T 1 A
< HEENYANSYNE] NEMEREEUESE NN R < -4 )
“ By : T | [T = + | S D s 2 (= 13
o S 9 o 8 = SN v N0 A+ 14

/) )l N (3 0 N

& i A o ' N

= 7 y

(— -l

N

C ( IF
G N N




m~—~b y .
A \ \\// v ﬁ/L _\_ &
1 \ &
ﬂ_,.
\& /<;ﬁ ﬁlc\
'@ "o
ERERCRENERLC S :
T ol et
i - b et ; - x.w ,m
a —
X X o [ [t - bt
Tt N + VA N @\/ ..M < wV
ﬂ N . Vi V7 N v ,I@\ ) =3 4\
NIV J NERE y L , IS
ks A y R “
N |- + s i 9 = 6 L % — |- MM
3 R S Ol W » ST S
0 s v J : , ¥ TS o
- / 4 q \M\ — 14 (o _M N T < Q
v — o b, & ¥ X <2 TR
Q < o] N b M. T.,m ' .ww > Jm o.\T A\ W LL M
N Nt -T (> 1
L= - N il ey |7 e ~ §
c,mw. mz\,.\u X N U S - | + O N xﬁ & C 2
/ - \ m r — N\ fe] % o
< A / =~ < 18 NP B A
N _ C Y AVHMUM. cw:’ A\ Y ¥ e _ >
g 1l = N by 1 g QT . - S
U xﬁv [9) \/_ l — U “ BV W Y 7 N
3 D e yn L bo 24 L m ﬁv 1 17 L5 9
e,l/r\ v 4 3 O v X /n\. (Lx [L e A4 —
= ad 7& i 0\ > IT AY /\n > J - /b
Ad .I(\: \ f\b \Q —g RF N C hh\ 1 CA 4
gd > X ~ > MEFEE o] e L Y = D & &5
v \.lﬂ N\/ ( \Lang “\ llc Vi \D 3 4+ 2 q @ \ N V vv
:4V¥ = L—l “ W — b o y 4 NA\ I S~ k lr.\ 0\ \WHV W
C T = ™ » ) - < =~ k )
“L > ] ~ (o |9 2T TN NEvEMEAERN =t
1__ o N N AN — ﬁ
S ) U - NN ~ - v B e o
\\/” ..Ih -~ 7 0\ K | —( / Nm 0 o ,n.u h
< = ™5 _ PNEESNEDIY > s = NEDNEUNEPELNN
N =N . i e - & Pad et 4_1 {f nf\ e o < .\d\ LY FU -
- i | y ~e = £ \
R St wilasaNiEBESE T 153 B Ste—T4 st
s TS = 1 S o PP TS L T =
e i e e e e S R R
b > '/\~W / = ] I\\\II y ‘\" 5 ||,- |ﬂ
= e w ARG sESENEEEE R R ¢ [1 0 o [ & [C
D NS g | Kl d 7] IS SRS ( G 1 g wr K
o —Fa K N I Q S bod > S oI5
o A | 2= | — 9l [ | NV
N A |7 e
/44 Jnlr J
N i \V,




<
) -
Q.m,_ = i C J P
[w% £ = N
Nall=d p i S o~
o \m, P Mr 4 [N
i 9 £ o s g
N ingd 0 £ = o
BT AT T SIS € AL
IT by & ) N Al
\V o) _ = 1 .’ M N
Al Lo D &
. -... P ae “ - > X
. 1 L . 4
) - - g m Hr [ /ly a S _~
s = £ 4 Qv adiliLs TS oS & ek : T
= < o RN g b 5
LTI el || { NS e el iy 2
S - N v r S b ) T
o & N 3 (g ¢ (S *- Zaah L << =2
M AESEER S > o= v “ Ll be
\\|l/. M(. T e »0\ “ﬂd WV IK. W\.v lﬂu _ _VA AP..—A.\v o ”w &Ww
D & ) g il
eSS Q| T+ Ol | y 2= B _ = a2 ¢
/lﬁ%t /V .IK — Tav\ AJU -\4 Q \ % v § N\ 5 e I\
N : Z |9 { c ‘
S I U : w o= A7/ YR ol | Y
f 4 > & 8 =5 I«W &S s \i § > v < Y = o
h =N F | p Tﬁ\ Wv ’ O < b 7 == ﬂu”» ~
J * Ll { { c . = ?\\ W_ o ﬁ,.r ] ’ M.ﬂ m Tﬂ ) % Wi
< v A\ “~ i — I P 4 = .{\\ — ;—
N R 9 |V = ] > R S o 1B O |
&y T N ~ | /\Jmmgorf& A + \S Vv
U= ~ > Q ( (8 ‘r < T ~—< i
A s ¢ FELERGEBNAR. o S ! sl « ¢
I - N T = 5 S (1 R A g
1~ [ 9= IS i s Y = ] K g &C
T | ~ | % H Ll ™= i [Ix 3 s —
M 1Q > L \ 7 v : ) pbm §
— - < - 1] -~ 3 V w 4 » m < 1
A S T& T o 1 ,
ENEUECEL SEERE RN o Y EEAESZRPID o
S I y S 5 .Aw, | - \m r\.ﬁw il =Y 3 ¢ ¢
g 7 PN A\ ;< ™ 4 Y N 3 <t '} )
/N
™)
NV
€ 6 — p=
/_ﬂ w K( C




[T

ks
%)

eclh (X

/

1

St

N

+

\-lk/“ -

LN

W{'« Y%A

Fhl oyt v vk wﬂrfc.ém” O
' v \\'\é g

e
N
1

[
¥
7N
< { -
N " o 2 ~
= C = —1
-7 — — S L5
] W - 4 S H.m af i a M
Az v $1. ] 1 &l | N X L v
= = < L [{J \ = v U
) & - ﬂl:l\v — gL ,)hm 7%; L - > h V
m St S A : = e
R EREE . O e L T T
TENE S ENEE USRI EELE s BEER .
| &5 o il i) <l 4l |aq] Vi N .\.@ hl © ! 3 = \m - >
v O \ v\l Mﬂ - ae LY IAD a B | E
ENENENEINEC SRR NN RN R = NIV ™~
= ) o 7
S i i 1. d T N — L & Q, Ly -+ VW MM — == m
e [ A ¥ VV\”‘ [d < ( S _— - \m, ) .\mUJ
ST IR XS L > | | o L PRIAG 9
N\ U N \‘l.r\ M\ ¢ \ ¢ \A nV.T, e % Pa
¢ 10 1= N| U5 v LT ™M =3 ST TY € :
s 12 & = 1%
RENES bl kA ¢ S o d1dFd M
— = > : T w SO B U+/ER g Jd [y 13 §
v + [T NS q e = ke N
T, SR T L T R - s
ST+~ G = 197 .
o 1= | ¢ o I < Ve 0 L X U Y PX Y
V © 1A r l( o R S @ ﬁ [\ > J M’ o
d rol k9 g | LY ~ m < | ¢ 5
e Ev NI R YR 1 TEAR
a1« /1 — 1 LW iy é i\
t ﬂ. C T . /Pf; Y

s
-

N

()

LLC NNy
I< el
ehofgnt
r AN

a)

T
e TN e

'<["’"—€A\‘ GJ AN
2

J
oY:
= e b
FTAS
Criin
gl
A b

r‘~e,444('\,




/
T Ky} 'S X
N /_ OU‘ -
S\ ~ < N ™
a 3 . =
= N vy [
\ 3 J Qi
5 Y g) | L
= AN X Sl
- < N L v — ISP N 1/
ﬁfl.. n L M» = B N ldv
0 < X AEFER . e ~ | LY
i L & XD WMy v W |
- N o N T R A | =N
—| || M T \ X 4 [ =1 = (2L 1IN O |7k ¥
7 >~ +1 S b - Y 1 = | v
\ oS < —k Al. o \ — Alm < [ o f A" |
\nw x ey Ww < / _ o == 1.(,9 <
s \Ml — Olg . I~ o (V) {T/ ¥ | TN - f )
ol -~ gl o AJV NEY rn - o |M A lw o U lo
X As-\ L lr.\ @ .\.— ﬁ(‘J » — \JJ o& l..m \-a/rIPL‘ \d ) nn
g < N ol 1o [ = £ - - —~_ | | RN MPA 2=
r < 17 1 * .
~L OW vil ) ndi alc S | Mr 3 L il ey _..“ﬂ iian 8
R ] dp DL [ A LD LY BB Ll M SRR
L.\ \ JA _ ! ~ F\O P M © 3 AM = A Q (/* - y, IMW‘
et i S 1" i R MA Q) D —) % + 1 L 9
— hL ..T a N :d\ll IT ¢ <] _~ . k olu. : /Q «A LL
Ay V ( v 717 .IM ™~ AU BB e < > v\ A} ¥ \ _.Mw
i X [~ Vi ol i ,w V Pd N ] \ L N mwm re
g Y ! s < {_\ ) T 7 3 =
005 > |8 l.m Nl Ny S fl : i & Y. | o
I e > 1 .+T ﬂ . m m v AR .m 4 O mv 13- BN »v./u
A — > X T Tl = =l dl Nl
1 T v l.w,.. > Mt <xU 3 < m N_nQ f..n— N " NM an. 9 » \L. U )
\I/« p— S ﬁ ~ ﬂ J I~~~ i \\ﬂ/ w.“uc \ a rl\\\ N M— N&
o~
N\ _
\Ya _
7
< C o C




A . - </ >
[
N -
Sy ®
< Pa A 2
- 1D 1 ~
= e [
%] L Lo Y
s y |2 - =
A 7 AN
2 “ o f ¢ L
(| M VY < I~ mg
hd Iz Z RS g
oy o1 R%] %) v |y
— IR\ & - v B
=y AL =t & i v bl fad Lol
v SSIECE s T s v A
+ R S NSO
+ © 's L T S s \'4 SENET
B NS - —— e o]
vl CECEECENECENCS RN GRS NI
gl byl 1 3 Q w_,w
S P e TR P T R T e EENER
1Al o o | TO [ u il 1l 10
N
§ N ) f\\.. aV \1\-_0 -W\.w 1~ § W N
i o | S (x MEEERRERS N
o117 q | , +T |V HED: 7 il
MR FEEEEEEEENEL = w wEEN RPN 1o
) o [0 e ax 8 : 3 3 7 A
) v ~ T~ »J
.“ ) OJI.JP/V L Al:xl ..WM \l _“ /L
S U pu I N F IR R O N VY O
Al A Ll LA C ML (=
il 4 | M _% ¢l s
$ s 10 ” S J LG 9t by X
V — € e ly ALY /v i i W
‘ NS = EEEvENEEERIE
() (N
N //..\ 0 ()




