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Räkningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant förklarade. Lös-
ningarna ska vara välskrivna och avslutas med tydligt svar som är förenklat så långt
som möjligt.
Lösningsförslag och besked om rättning och granskning lämnas via kursens hemsida.

1. Finn lösningen u(x, y) till PDEn

x ∂xu−√
y ∂yu = u, x, y > 0,

som uppfyller u(1, y) = y för alla y > 0. (6p)

2. Betrakta en sfäriskt symmetrisk funktion u(t, x, y, z) = u(t, r) som löser

∂2
t u = ∆u

i R3, där r =
√

x2 + y2 + z2.

(a) Låt v(t, r) = ru(t, r). Visa att tvåvariabel-funktionen v(t, r) löser

∂2
t v = ∂2

rv.

Ledning: För sfäriskt symmetriska funktioner u är ∆u = ∂2
ru+(2/r)∂ru. (3p)

(b) Lös startvärdesproblemet
∂2
t u(t, x, y, z) = ∆u(t, x, y, z), t > 0,

u(0, x, y, z) = e−x2−y2−z2 ,

∂tu(0, x, y, z) = 1,

för u(t, x, y, z). (4p)

3. Betrakta Neumann�Poincaré operatorn

Kh(x) =

∫
Γ

(y − x) · ν(y)
2π|y − x|2

h(y)ds(y), x ∈ Γ,

på enhetscirkeln Γ.

(a) Bestäm Kh för en godtycklig funktion h : Γ → R. (3p)

(b) Lös integralekvationen h/2+Kh = g på enhetscirkeln, för en godtyckligt
given funktion g : Γ → R. (4p)

Var god vänd!
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4. Låt D ⊂ R2 vara ett område i planet.

(a) De�niera vad som menas med en Greenfunktion G(y, x), med pol i x, för
D. (2p)

(b) Bevisa att G(x, y) = G(y, x) för alla x, y ∈ D. (5p)

5. (a) De�niera vad som menas med en testfunktion ϕ och en distribution F på
R. (4p)

(b) De�niera vad som menas med den svaga derivatan av en distribution F
på R. (2p)

(c) Finn en distribution F på R vars svaga derivata är Diracdeltat δ i x = 0.
Motivera! (2p)

6. Betrakta egenvärdesproblemet −∆u = λu på ett område D ⊂ R2, med Robins
randvillkor ∂νu + u = 0 på randen ∂D. Låt Robin-Rayleighkvoten Rr(f) för
en funktion f ∈ H1(D) vara

Rr(f) =

∫∫
D
|∇f |2dxdy +

∫
∂D

f 2ds∫∫
D
f 2dxdy

.

Antag nu att Rr(f) är minimalt för f = u ∈ H1(D). Visa att u är en egen-
funktion och uppfyller Robins randvillkor. (8p)

7. Låt e1, e2, e3 vara standard ON-basen för R3, och betrakta Paulimatriserna

σ1 =

[
0 1
1 0

]
, σ2 =

[
0 −i
i 0

]
, σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.

Vi kommer ihåg att Cli�ordprodukten av multivektorer genererade av e1, e2, e3
är isomorf med matrisprodukten av komplexa 2/2-matriser genererade av σ1, σ2, σ3.

(a) Ange den multivektor F som beskriver ett givet elektriskt fält (E1, E2, E3)
och magnetiskt fält (B1, B2, B3), i en given punkt (t, x). (2p)

(b) Bestäm det elektriska och magnetiska fält, i den givna punkten (t, x), som
den komplexa 2/2-matrisen [

−2 + i 1 + 3i
i 2− i

]
beskriver. (5p)
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Värmeledningsekvationen:

Ht(x) = (4πkt)−n/2e−|x|2/(4kt)

Laplaces ekvation:
Φ(x) = 1

2π
ln |x| Φ(x) = − 1

4π|x|

Vågekvationen:

Rt(x) =

{
1/(2c)

0
Rt(x) =

{
(2πc)−1(c2t2 − |x|2)−1/2

0

⟨Rt, ϕ⟩ = (4πc2t)−1

∫
|x|=ct

ϕ(x)dS(x)

Helmholtz ekvation:

Φk(x) = − i
4
(J0(k|x|) + iY0(k|x|)) Φk(x) = − eik|x|

4π|x|












