MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Tentamen i Partiella differentialekvationer, MVE695
2024-04-04, kl1. 14.00-18.00

Hjilpmedel: Endast medféljande formelblad.

Examinator: Andreas Rosén

Under skrivningstiden nas examinator via telefon 0317725365.

Totalt antal skrivningspodng &r 50. Till dessa liggs bonuspodng. Betygsgranser: 20
poing for betyget 3, 30 poing for betyget 4 och 40 podng for betyget 5, inklusive
bonus.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r forenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning limnas via kursens hemsida.

1. Finn 16sningen u(zx,y) till PDEn
x Opu — \/y Oyu = u, x,y >0,

som uppfyller u(1,y) = y for alla y > 0.

2. Betrakta en sfariskt symmetrisk funktion u(t, z,y, z) = u(t,r) som loser
0*u = Au
i R, dir r = /22 + 2 + 22,
(a) Lat v(t,r) = ru(t,r). Visa att tvavariabel-funktionen v(¢,r) loser
Otv = O2v.

Ledning: For sfiriskt symmetriska funktioner u dr Au = 0u+ (2/r)0,u.

(b) Los startvirdesproblemet

OPu(t,x,y, z) = Au(t,z,y,2), t>0,
u(()? w’ y? Z) = e_xz_yQ_Z27
ou(0,z,y,2) =1,

for u(t, z,y, z).

3. Betrakta Neumann—Poincaré operatorn

Kh(z) = /F %h(g)da’(y), zeT,

pa enhetscirkeln T'.

(a) Bestdm Kh for en godtycklig funktion i : ' — R.

(b) Los integralekvationen h/2 + Kh = g pa enhetscirkeln, for en godtyckligt
given funktion g : I' — R.

Var god vind!

(6p)

(3p)

(4p)

(3p)

(4p)



4. Lat D C R? vara ett omrade i planet.

(a) Definiera vad som menas med en Greenfunktion G(y, x), med pol i z, for
D.

(b) Bevisa att G(z,y) = G(y, z) for alla x,y € D.

5. (a) Definiera vad som menas med en testfunktion ¢ och en distribution F' pa

R.

(b) Definiera vad som menas med den svaga derivatan av en distribution F
pa R.

(¢c) Finn en distribution F' pa R vars svaga derivata &r Diracdeltat 6 i z = 0.
Motivera!

6. Betrakta egenviirdesproblemet —Awu = \u pa ett omrade D C R2, med Robins
randvillkor d,u + u = 0 pa randen 0D. Lat Robin-Rayleighkvoten R, (f) for
en funktion f € H*(D) vara

_ [ IV f2dady + [, f*ds
ffD f2dxdy '

Antag nu att R,.(f) dr minimalt for f = u € H'(D). Visa att u éir en egen-
funktion och uppfyller Robins randvillkor.

RT(-f)

7. Lat ey, es, e3 vara standard ON-basen for R3, och betrakta Paulimatriserna

0 1 0 —i 10
il 0 EO S A Rl

Vi kommer ihag att Cliffordprodukten av multivektorer genererade av ey, es, e3

ar isomorf med matrisprodukten av komplexa 2/2-matriser genererade av oy, 03, 03.

(a) Ange den multivektor F' som beskriver ett givet elektriskt filt (£, Eo, E3)
och magnetiskt filt (B, By, Bs), i en given punkt (¢, z).

(b) Bestdm det elektriska och magnetiska filt, i den givna punkten (¢, z), som
den komplexa 2/2-matrisen

241 1+ 3
? 2—1

beskriver.

(8p)

(2p)

(5p)



Formelblad MVE695

Viarmeledningsekvationen:
Hi(x) = (47rkt)_"/26_|x|2/(4“)

Laplaces ekvation:

®(z) = 5 In|z| O(z) = _#Ix\
Vagekvationen:
1/(2¢ 2me) (Pt — |x|?) Y2
Ru(@) = {0/< ) R - {é )7 — o)

(Ri.6) = (dmc?t) ! / o()dS (z)

|z|=ct

Helmholtz ekvation:

ezk|x\

Op(x) = —L(Jo(klz]) + iYo(klz]))  Pylz) = "l
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