MATEMATIK

Goteborgs Universitet

Tentamen i Partiella differentialekvationer, MVE695
2024-01-08, kl. 8.30-12.30

Hjilpmedel: Endast medféljande formelblad.

Examinator: Andreas Rosén

Under skrivningstiden nas examinator via telefon 0317725365.

Totalt antal skrivningspodng &r 50. Till dessa liggs bonuspodng. Betygsgranser: 20
poing for betyget 3, 30 poing for betyget 4 och 40 podng for betyget 5, inklusive
bonus.

Rékningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant forklarade. Los-
ningarna ska vara vélskrivna och avslutas med tydligt svar som &r forenklat sa langt
som mojligt.

Losningsforslag och besked om rattning och granskning limnas via kursens hemsida.

1. Finn I6sningen u(z,y) till PDEn
x Oyu — y Oyu = u, x,y >0,
som uppfyller u(z,1/2%) = zIn(z + 1) — xIn(z) for alla x > 0.
2. Lat D = {(x1, z2,23) ; x3 > 0} vara det &vre halvrummet.

(a) Bestdm Greensfunktionen G(y,z) med pol iz € D, for y € D.
(b) Bestdm Poissonkidrnan P(y,x) med polix € D, for y € 9D.

3. Betrakta det blandade randvirdesproblemet

Au = 232, da 22 +9% < 1,
Ou=a2>+y, daa®+y*>=1,2>0, (1)
u=ax+y* dax®+y*P=12<0,

for u(z,y). Hir &r v = (x,y) pa enhetscirkeln.

(a) Visa att randvéirdesproblemet for u &r ekvivalent med ett randvarde-
sproblem
Av=f, daz?+y?<1,
ov=g, daz®+y>’=12>0, (2)
v=0, daz?+y’=12<0,
for en funktion v(z,y). Forklara vad f, g ska vara, och hur u och v &r
relaterade.

(b) Finn en variationsformulering (V,a, L) av randvirdesproblemet som
dr ekvivalent med (2). Ekvivalensen ska visas. (Losningarna kan antas
vara slidta funktioner.)

Var god vand!

(3p)

(5p)



4. Betrakta startviirdesproblemet

(ul, = 4u” t>0,zr€R,
w(0,2) =1—|z|, |z| <1,
u(0,2) =0, lz] > 1,
u,(0,2) = 6, 0<z<l,
u(0,2) = —6, -1 <z <0,

(4;(0,7) =0, |z > 1,

for u(t,x), t > 0, z € R. Berdkna u(1,x) for alla z € R, och skissa grafen for
denna envariabelfunktion.

5. Formulera, for vart och ett av féljande randvirdesproblem, en algoritm baserad
pa integralekvationer, som berdknar 1sningen u(x, z5) i ett begrinsat omra-
de D C R2 Det ska tydligt forklaras hur den exakta losningen kan berdknas,
men beridkningen ska inte genomforas och detaljer om numerisk approxima-
tion /diskretisering efterfragas inte.

(a)

Au =0, iD,

u = sin(z; + x3), péa dD.
(b)

Au+ 9u =0, iD,

u = sin(x, + x3), pa ID.

6. Formulera och bevisa den svaga formen av maximumprincipen for kontinuer-
liga 16sningar u(t, z) till u; = Au for x € D och 0 <t < 1, ddr D C R™ é&r ett
begrinsat omrade.

7. (a) Avgor vilka av foljande tva som definierar en distribution pa R, respektive
en tempererad distribution pa R. Motivera.

fe)=e, (F.o)= [ olapds
(b) Avgor vilka av foljande tva PDE-problem som &r vélstéllda. Motivera.
Au=0, z€D, upy = Au, xe€R"t>0,
ou=g, x€dD, u=g, reR"1=0

(c) Avgor vilka av foljande tva komplexa amplituder, med givet vagtal k > 0,
som uppfyller Sommerfelds stralningsvillkor i R3. Motivera.

_ i [2 2 2
(ZE%—}-Z’%—F[E%) 1/2€zk Ti+T5+T]3

6zkx3 ’

(d) Avgor vilka av foljande fyra ekvationer som &r reversibla: Varmelednings-
ekvationen, Maxwells ekvationer, (tidsberoende) Schrodingerekvationen,
vagekvationen. Svar racker.

(7p)

(4p)

(3p)

(7p)

(2p)

(2p)

(2p)

(2p)



Formelblad MVE695

Heat equation: |
Hy(z) = (47Tkt)*"/2€*lx| /(4kt)

Laplace equation:
O(x) = %ln || O(x) = L

T x|z

Wave equation:

c 7o) 22 — |x]2)-1/2
Rt@):{é/(“ Rt<x>={f )7~ [af?)

(Ri.6) = (dmc?t) ™ / 6(2)dS (z)

|z|=ct

Helmholtz equation:

ezk|x\

Op(x) = —i(Jo(klz]) + iYo(klz]))  ylz) = il
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