
MATEMATIK

Göteborgs Universitet

Tentamen i Partiella di�erentialekvationer, MVE695

2024-01-08, kl. 8.30-12.30
Hjälpmedel: Endast medföljande formelblad.
Examinator: Andreas Rosén
Under skrivningstiden nås examinator via telefon 0317725365.

Totalt antal skrivningspoäng är 50. Till dessa läggs bonuspoäng. Betygsgränser: 20
poäng för betyget 3, 30 poäng för betyget 4 och 40 poäng för betyget 5, inklusive
bonus.
Räkningarna och resonemangen ska redovisas och vara noggrant förklarade. Lös-
ningarna ska vara välskrivna och avslutas med tydligt svar som är förenklat så långt
som möjligt.
Lösningsförslag och besked om rättning och granskning lämnas via kursens hemsida.

1. Finn lösningen u(x, y) till PDEn

x ∂xu− y ∂yu = u, x, y > 0,

som uppfyller u(x, 1/x2) = x ln(x+ 1)− x ln(x) för alla x > 0. (6p)

2. Låt D = {(x1, x2, x3) ; x3 > 0} vara det övre halvrummet.

(a) Bestäm Greensfunktionen G(y, x) med pol i x ∈ D, för y ∈ D. (3p)

(b) Bestäm Poissonkärnan P (y, x) med pol i x ∈ D, för y ∈ ∂D. (4p)

3. Betrakta det blandade randvärdesproblemet
∆u = x3y2, då x2 + y2 < 1,

∂νu = x2 + y, då x2 + y2 = 1, x > 0,

u = x3 + y2, då x2 + y2 = 1, x < 0,

(1)

för u(x, y). Här är ν = (x, y) på enhetscirkeln.

(a) Visa att randvärdesproblemet (1) för u är ekvivalent med ett randvärde-
sproblem 

∆v = f, då x2 + y2 < 1,

∂νv = g, då x2 + y2 = 1, x > 0,

v = 0, då x2 + y2 = 1, x < 0,

(2)

för en funktion v(x, y). Förklara vad f , g ska vara, och hur u och v är
relaterade. (3p)

(b) Finn en variationsformulering (V, a, L) av randvärdesproblemet (2) som
är ekvivalent med (2). Ekvivalensen ska visas. (Lösningarna kan antas
vara släta funktioner.) (5p)

Var god vänd!
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4. Betrakta startvärdesproblemet

u′′
tt = 4u′′

xx, t > 0, x ∈ R,

u(0, x) = 1− |x|, |x| < 1,

u(0, x) = 0, |x| > 1,

u′
t(0, x) = 6, 0 < x < 1,

u′
t(0, x) = −6, −1 < x < 0,

u′
t(0, x) = 0, |x| > 1,

för u(t, x), t > 0, x ∈ R. Beräkna u(1, x) för alla x ∈ R, och skissa grafen för
denna envariabelfunktion. (7p)

5. Formulera, för vart och ett av följande randvärdesproblem, en algoritm baserad
på integralekvationer, som beräknar lösningen u(x1, x2) i ett begränsat områ-
de D ⊂ R2. Det ska tydligt förklaras hur den exakta lösningen kan beräknas,
men beräkningen ska inte genomföras och detaljer om numerisk approxima-
tion/diskretisering efterfrågas inte.

(a) {
∆u = 0, i D,

u = sin(x1 + x3
2), på ∂D.

(4p)

(b) {
∆u+ 9u = 0, i D,

u = sin(x1 + x3
2), på ∂D.

(3p)

6. Formulera och bevisa den svaga formen av maximumprincipen för kontinuer-
liga lösningar u(t, x) till u′

t = ∆u för x ∈ D och 0 < t < 1, där D ⊂ Rn är ett
begränsat område. (7p)

7. (a) Avgör vilka av följande två som de�nierar en distribution påR, respektive
en tempererad distribution på R. Motivera.

f(x) = e−x, ⟨F, ϕ⟩ =
∫ ∞

−∞
ϕ(x)2dx

(2p)

(b) Avgör vilka av följande två PDE-problem som är välställda. Motivera.{
∆u = 0, x ∈ D,

∂νu = g, x ∈ ∂D,

{
u′′
tt = ∆u, x ∈ Rn, t > 0,

u = g, x ∈ Rn, t = 0
(2p)

(c) Avgör vilka av följande två komplexa amplituder, med givet vågtal k > 0,
som uppfyller Sommerfelds strålningsvillkor i R3. Motivera.

eikx3 , (x2
1 + x2

2 + x2
3)

−1/2eik
√

x2
1+x2

2+x2
3

(2p)

(d) Avgör vilka av följande fyra ekvationer som är reversibla: Värmelednings-
ekvationen, Maxwells ekvationer, (tidsberoende) Schrödingerekvationen,
vågekvationen. Svar räcker. (2p)
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Formelblad MVE695

Heat equation:
Ht(x) = (4πkt)−n/2e−|x|2/(4kt)

Laplace equation:
Φ(x) = 1

2π
ln |x| Φ(x) = − 1

4π|x|

Wave equation:

Rt(x) =

{
1/(2c)

0
Rt(x) =

{
(2πc)−1(c2t2 − |x|2)−1/2

0

⟨Rt, ϕ⟩ = (4πc2t)−1

∫
|x|=ct

ϕ(x)dS(x)

Helmholtz equation:

Φk(x) = − i
4
(J0(k|x|) + iY0(k|x|)) Φk(x) = − eik|x|

4π|x|














